
Dwa zadania, w których wyste� puje sumowanie lub szacowanie sum szeregów

Szereg Leibniza i „obliczanie” π

Zajmiemy sie� najpierw szeregiem Leibniza (wg ksia� żki Wac lawa Sierpińskiego „Dzia lania nieskoń-

czone” z 1923 r)
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Z w lasności szeregu Leibniza wynika od razu, że
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Wykazalísmy wie� c, że dla każdej liczby ca lkowitej dodatniej k zachodzi nierówność

1

4(k + 1)
<

∣

∣

∣

∣

∣

π

4
−

k−1
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

4k
.

Jest to nierówność, której dowód by l naszym chwilowym celem. Wynika z niej np. że jeśli ktoś

chcia lby znaleźć m cyfr po przecinku rozwinie� cia dziesie� tnego liczby π , to musia lby zsumować 10m

wyrazów szeregu Leibniza, co nie jest pomys lem dobrym . . .

Zmiana kolejności sumowania w szeregu anharmonicznym
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. Znaleźlísmy wie� c sume� szeregu za pomoca� przekszta lceń w miare�

prostych korzystaja� c z tego, że jest on zbieżny, że szereg harmoniczny jest zbieżny, że można w

szeregu zbieżnym „dostawiać nawiasy” w dowolny sposób.

Teraz potraktujemy ten szereg jako wartość szeregu pote� gowego w punkcie 1 . W tym celu
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szeregu pote� gowego nie jest mniejszy niż 1 . Dla x ∈ (−1, 1) mamy
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Sta� d wynika, że istnieje liczba C taka, że jeśli x ∈ (−1, 1) , to
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Równość ta zachodzi m.in. dla x = 0 . Sta� d wynika, że C = 0 . Z twierdzenia o cia� g lości szeregu

pote� gowego i z tego, że otrzymana w końcówce funkcja jest cia� g la w każdym punkcie pó lprostej

(−1,−∞) , wie� c w szczególności w punkcie 1 , wnioskujemy, że

1 + 1
3 −

1
2 + 1

5 + 1
7 −

1
4 + 1

9 + 1
11 −

1
6 + · · · = 1

2 ln[(1 + 1)(1 + 1 + 1 + 1)] = 1
2 ln 8 = 3

2 ln 2 ,

wie� c ta� metoda� też zdo lalísmy zsumować ten szereg.
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