Liczby e i © sa przestepne

Zaczniemy od twierdzenia pochodzacego od J.Liouville’a — pierwszego, ktére pozwolilo na

wykazanie, ze niektére liczby nie sa pierwiastkami wielomianéw o wspolczynnikach catkowitych.

Twierdzenie Liouville’a
Jedli liczba niewymierna d jest pierwiastkiem wielomianu a9+ a1z +---+a,z", a, #0, n > 1, to
istnieje stala C' > 0 taka, ze dla dowolnej pary liczb catkowitych p,q, ¢ > 0 zachodzi nieréwnoéé
w0 = B| = 3%

Dowadd.
Niech h(x) = ap + a1z + -+ + apz™. Niech § > 0 bedzie taka liczba, ze jesli 0 < |z — x| < J, to
h(zx) # 0. Taka liczba § istniej, bo wielomian h ma skoriczona liczbe pierwiastkéw — zakladamy,
ze jedynym pierwiastkiem h w przedziale [zg — 0,z + d] jest xq. Zaldzmy, ze ‘% — x| < 6. Niech
C =sup{|W(z)|: |& — 20| < 8}. Z okreslenia xo, & i twierdzenia o wartosci éredniej wynika, ze

0 < [h(B)] = |1(2) = h(zo)| < C|E — .

Jasne jest tez, ze h(%) = % dla £ = agq™+a1pg"  +asp?q" 2+ - -+an,p™ € 7 . Poniewaz h(%) #£0,
wiec £ # 0, zatem [¢] > 1. Wynika stad, ze ‘% - xo‘ > i Przyjmujemy C = min{3, %} Jest

jasne, ze dla tak zdefiniowanej liczby C' teza twierdzenia jest spelniona. B

Zadanie
oo
Udowodnié¢, ze liczba —L_ jest przestepna, tzn. nie jest pierwiastkiem zadnego niezerowego wie-
) Tont Jest p epna, . Jest p g g
n=1

lomianu o wspétczynnikach catkowitych.

A teraz cytat z miesiecznika A sprzed kilkunastu a moze i dwudziestu lat (tu nie ma naruszenia

praw autorskich, bo sam to pisalem).

<« W 1761 roku niemieckiemu matematykowi, J.H.Lambertowi udalo sie udowodni¢, ze liczba w
jest niewymierna. Jego dowéd wykorzystywatl tzw. utamki tancuchowe. Podobny dowdd znalazt nieco
p6zniej Francuz A.Legendre. Okoto stu lat pézniej Liouville sformutowat i udowodnit twierdzenie,
ktore pozwolito wskaza¢ konkretne liczby przestepne, tj. takie, ktére nie sa pierwiastkami zadnego
niezerowego wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych. Po upltywie niewielu lat Hermite udowodnit,
ze jedna z najwazniejszych liczb w matematyce, liczba e jest przestepna, a wkrotce Lindemann
wykazal, ze znana od starozytnosci liczba 7 réwniez jest przestepna.Tym samym, okazalo sie, ze
kwadratura kola nie jest wykonalna. O ile mi wiadomo, okoto 1956 roku I.Niven wzorujac sie na
wspomnianym wyzej dowodzie Hermite’a, podal dowdd niewymiernosci m wykorzystujacy jedynie
najprostsze wlasnoéci calek, znane obecnie uczniom szkét srednich. Jego rozumowanie przytoczymy
ponizej.

Zalézmy, ze m = I—; , gdzie p oraz ¢ oznaczaja liczby naturalne. Zdefiniujmy ciag (c¢,) wzorem

qa [

] [x(m — z)]" sinxdx . Wykazemy, ze
YJo

Cp —



1° lim ¢, =0;
n—oo
2° ¢, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n;
3° ¢, jest liczby catkowita dla kazdej liczby naturalnej n .
Oznaczaé to bedzie, ze przyjete zalozenie, ze m = p prowadzi do sprzecznosci, bo ciag dodatnich
q

liczb calkowitych nie moze by¢ zbiezny do liczby 0.

Udowodnimy wlasnosci 1°, 2° i 3° ciagu (c,).
2
Jedli 0 <z <7, to a(r —x) < T i sinz > 0, zatem zachodzi nieréwnos¢:

2\ " n
T (g)% > fOﬂ-[IE(Tf*’JZ)]n sinzdx > 0. Stad mamy 0 < ¢, < % <q%) . Poniewaz nlLfI;O % =0 dla

2
™

kazdej liczby rzeczywistej a, np. dla a = q_' , wiec lim ¢, =0, co konczy dowdd wlasnosci 1°.
n!

n—oo

Calkowana funkcja jest dodatnia wewnatrz przedzialu [0, 7], wiec calka z niej na tym przedziale
jest dodatnia, zatem ¢, > 0, co dowodzi, ze wlasnos¢ 2° réwniez ma miejsce.

Wykazemy, ze wlasno$é 3° réwniez przystuguje ciggowi (¢p,). Ten fragment rozumowania jest
najdtuzszy. Niech w oznacza wielomian stopnia k. Pochodne funkcji w sa wiec réwne 0 poczawszy
od k+1-¢j, czyli w (z) =0 dla j > k+ 1 i dowolnej liczby z. Zaczniemy od obliczenia, calki
nieoznaczonej [ w(z)sinzdzr. Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy:

Jw(z)sinzdr = —w(x) cosz+ [w'(z)coszdr = —w(x)cosz +w'(z)sinz — [w”(x)sinwdz. Spro-
wadzilismy zatem problem do obliczenia catki [w”(z)sinzdz , a wiec do tego samego zadania z tym
jednak, ze udalo sie nam zmniejszy¢ o 2 stopiert wielomianu, przez ktéry wymnazamy sinus. Powta-
rzajac to rozumowanie wielokrotnie i biorac pod uwage to, ze pochodne wielomianu w poczawszy

od pochodnej k + 1-ego rzedu zeruja sie otrzymujemy wzor:
/w(:c) sinzdz = cos z[—w(z) + w" (x) — wP (z) + .. ] +sinz[w’ (z) — w® (z) +.. ],

przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skoriczone, bo od pewnego momentu ich wszystkie

sldadniki sg zerami. Niech w(z) = [z(7 — )] . Oczywiscie w(x) = w(r —z). Wobec tego w) (z) =

(—=1)JwY) (r —z) dla j = 0,1,2,.... Jest réwniez sin0 = sinm = 0 oraz cos0 = 1, cosm = —1.
n n n
Do stwierdzenia catkowitosci liczb ¢, wystarczy wiec, by liczby q—'w(O), q—'w”(O) ) q—'w(4) (0),...

byty catkowite. Zachodzi réwnoéé:
Wl (@) = (x"a" = (a4 (a7 = (e e (1))
Jezeli j < n, to kazdy skladnik sumy w)(z) zawiera zmienna = z dodatnim wykladnikiem, wiec
w)(0) = 0. Dalej mamy w™(0) = nla™ , W™D (0) = —(n+ 1)!(})a" ",
w2 (0) = (n+2)!(3)7" 2 ..., w@(0) = (-1)"(2n)! .
Jedli wiec m = ]—;, to liczby Z—T:w(j) (0) sa calkowite dla kazdej nieujemnej liczby caltkowitej j. To

stwierdzenie koriczy dowdd. »



Ten dowdd niewymiernoéci liczby 7 to nadladowanie dowodu przestepnosci e prezentowanego
ponizej.

Niech w(x) = az?P~ Yz — 21)P(x —22)? - ...+ (x — )P, 21,%2,...,2, €C, a €Z\ {0}, p>a
jest liczba pierwsza. Funkcja w jest wielomianem stopnia m = p(n + 1) — 1. Z wzoru Leibniza na
k—ta pochodna iloczynu dwu lub wiekszej liczby funkcji i z réwnosci

(=) =vw—1)- ... (v =i+ 1) (@ — )~ =il()a"

wynika, ze
w?(z) =Y a-j!- (pizl) . (5) C (f:) caPT0 L (p— )P (p—x )P (2 —2n)PT i (0)
sumowanie rozciaga sie na wszystkie ciagi (ig, i1,...,,), dla ktérych
0<ig<p—1,0<i1<p, ... ,0<i, <p,j=do+i1+ - +in.
Bez trudu stwierdzi¢ mozemy, ze
jesli j>p,to a-j!- (pi_ol) . (fi) o (Zp) jest liczba calkowits podzielna przez p, (0.1)
jesli j=p—1,to a-j!- (p;ol) . (ﬁ) o (i]i) sa podzielne przez p z wyjatkiem:
a-jl- (Z:}) . (g) e (g) =a(p—1)! (przyp. p > a i jest to liczba pierwsza), (0.2)
jesli j <p—1,todla z € {0,z1,22,...,2,} zachodzi réwnosé
a-gt- (P ) - (B) - (2) ()P ()P (@ - a)P T =0, (0.3)

Dowody przestepnosci liczb e oraz m wg. ksiazki A.Baker, , Transcendental Numbers Theory”
Twierdzenie Hermite’a, 1873

Liczba e nie jest pierwiastkiem zadnego niezerowego wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych.
Zalézmy, ze jest ona pierwiastkiem wielomianu stopnia n > 1 o wspoélczynnikach calkowitych.

Istnieja wiec liczby catkowite ag,aq,...,a, takie, ze ag # 0 # a,, oraz
ap+aje+ ase + -+ ane” =0. (1)
Niech p > max(n, |ag|) oznacza liczbe pierwsza. Niech
w(z) =2 Nz —1)P(z—2)P...-(x —n)’.

Funkcja w jest wielomianem stopnia m = p(n+1) — 1. Z wlasnosci (0.3), (0.2), (0,1) wynika, ze
w(0)=0,jedli 0<j<p—1,
w®=D(0) jest liczba podzielna przez (p — 1)!, ale niepodzielna przez p (przyp. p > a ),
w)(0) jest liczba, calkowita podzielng przez p! dla j > p.
Z whasnodci (0.3), (0.2), (0,1) wynika réwniez, ze dla i =1,2,...,n
wW (i) =0, jedli 0<j <p,
wW) (7) jest liczba catkowita podzielna przez p! dla j > p.
Wynika stad, ze liczba ag[w(0) +w’(0) + -+ + w(™(0)] jest niepodzielna przez p i podzielna
przez (p—1)!. Liczby ar[w(k) +w'(k) + -+ +w™ (k)] sa podzielne przez p! dla k=1,2,...,n.

3



Wobec tego liczba ag [w(0) +w'(0) 4 - - - + w(m)(O)] + > hy ax [w(k) + w' (k) + - + w(m)(k)} jest
niepodzielna przez p, ale jest podzielna przez (p — 1)!. Jest zatem rézna od 0. Wobec tego
a0 [10(0) +/(0) + -+ + ™ (O)] + Sy an [wlk) + w(B) -+ w™E)]| = -1 (2)
Calkujemy przez czesci m + 1 razy nie zapominajac o tym, ze degw = m, wiec w(™*t) =0:
Lo(x) = [ e*Ttw(t)dt = —e*"tw(t)|; + [; et/ (t)dt = ew(0) — w(x) + [ e*"tw'(t)dt =
= ew(0) — w(z) + e"w' (0) — w'(z) + [, e* "t (t)dt =
= e*[w(0) + w'(0)] — [w(z) + w'(x)] + [y e”‘w" (t)dt =
=...=e"w0)+w(0)+ 4+ w™0)] - [wx) +w(z) + - +w™ (@) + [ e wmtD(t)dt =
=e®[w(0) +w'(0) + - - - + w™(0)] — [w(x) +w'(x) + - +w™ (2)]. (3)
Podstawiamy teraz kolejno x =0, x =1, ..., x = n, mnozymy kolejne réwnosci przez ag, ay, .. .ay,
dodajemy stronami i korzystamy z (1):
aoly(0) + ar1ly(1) + -+ anly(n) =
= aoe®[w(0) +w'(0) + - - + w™(0)] + are! [w(0) + w'(0) + - - +w™ ()] +- - +
+ ane™[w(0) +w'(0) + - - + w™(0)] — ag[w(0) + w'(0) + - - - +w™(0)] —

—ap[w) +w' Q)+ -+ w™ ()] - ... = an[wn) Fw'(n) + -+ w0 (n)] =
= —ap[w(0) + w'(0) + -+ + w™(0)] = S7_; ar[w(k) + w' (k) + -+ + 0™ (k)]. (4)
Jasne jest, ze jesli [t| < n, to |w(t)] < nP D=1 Stad wynika, ze jesli 0 <z < n, to
0< [y e tw(t)dt <a-e® - ppntD=1 < en . pp(ntd) (5)

Z réwnosci (4) po uwzglednieniu nieréwnosci (2) i (5) otrzymujemy

e (n"THP > (p—1)!.

Przeczy to temu, ze pler;o % = 0. Uzyskana sprzecznos¢ przekonuje nas, ze zalozenie, ze e jest
pierwiastkiem wielomianu o wspétczynnikach catkowitych jest bledne. B

Twierdzenie F.Lindemanna, 1882
Teraz zajmiemy sie liczba, 7. Jesli jest ona pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspoélczynnikach
catkowitych, to rowniez liczba 7i jest pierwiastkiem wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych. Jesli
bowiem ag + a1m + aom? + -+ a,m™ =01 a, #0, a;j €Z dla j=0,1,...,n, to

ao — iay(mi) — az(wi)? +iaz(mi)® + - - + (=) "an (7)™ = ag + a17 + a7’ + -+ + a7 =0,
zatem

ap — az(mi)? 4 ag(wi)* + - = ifay(mi) — as(mi)® + as(wi)® + -],

i wobec tego

2 2

[ao — az2(mi)? + as(mi)* + -+ |7 = —[a1 (i) — az(7i)® + as(wi)® +--- |7,
czyli
[a0 — as (i) + ag(wi)* + - -1 + [as (i) — ag(mi)3 + as (i) +---]° = 0.
Po lewej stronie, po otwarciu nawiaséw i uporzadkowaniu wyrazenia wzgledem poteg liczby i

otrzymujemy kombinacje liniowa o wspétezynnikach catkowitych liczb 1, 7i, ... , (7i)?", przy czym
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wspdlezynnik przy (mi)?" jest réwny a2 # 0.

Niech f bedzie wielomianem najnizszego dodatniego stopnia, o wspolczynnikach calkowitych,
ktorego jednym z pierwiastkéw jest liczba 7i = z1. Niech 29, 23,..., 2, oznaczaja pozostale pier-
wiastki tego wielomianu.*

Mamy

(e +1)(e=+1)-...- (e +1) = (e™ +1)(e=2+1) ... (e +1) =0.
Wymnazajac wyrazenia w nawiasach po lewej stronie otrzymujemy sume 2" wyrazen postaci e®,
gdzie @ = €121 + 222+ - +enzn, €5 € {0,1}. Niech k oznacza liczbe niezerowych wyktadnikéw
« iniech ag,as,...,ar oznaczaja te niezerowe wyktadniki. Mamy wiec

0= (e +1)(e=2+1)-...- (e +1) =e™ e+ -+ + 2" — k.

Niech p oznacza liczbe pierwsza, b niech bedzie wspélczynnikiem kierujacym wielomianu f i niech
w(z) =0 2Pt (z— )P (z— )P .. (=)

Niech m = degw = (k+ 1)p — 1. Definiujemy I,, jak poprzednio (zob. (3)):
Ly (x) = e*[w(0) + w'(0) + - - + w™(0)] — [w(x) + w'(x) + - + w'™ (x)] = fol eI Dw(tx)dt.
Wystepuje tu caltka z funkcji o wartosciach zespolonych, jest ona suma, calki z czesci rzeczywistej

oraz iloczynu i przez catke z czesci urojonej. Niech

k k m m m k m
J = L(a) = - [e 3w (0) = Suw(a)| = =3 wli(a,) - 27 = MY wl(0).
=1 =1 7=0 7=0 j=0:=1 j=0
k
Niech S(a1,@2,...,ar) = %Zw(j) (o). Funkcja S zmiennych «aq, a9, ..., jest wielomianem
=1

symetrycznym tych zmiennych, tzn. dla kazdej permutacji 0{1,2,...,k} — {1,2,...,k} zachodzi
16wnos¢ S(y(1), Ao(2)s - -+ Ao(k)) = S(a1,2,...,ar). Wspélezynniki wielomianu S s liczbami
catkowitymi, zob. wlasnosci (0.1), (0.2), (0.3).

Poniewaz w(?) () =0dla j <p,te{l,2,...k}, wiec mozemy potraktowaé¢ S jako wielomian
symetryczny zmiennych bag,bas, ..., bay . Mozna wiec potraktowaé to wyrazenie jako wielomian
symetryczny wszystkich 2" zmiennych: y1,ya,...,y2n, gdzie y, = b(e121 + €220 + -+ + €p2n),
g; €{0,1}, v =1+ 27:1 €,2" po prostu dopisujemy ,brakujace” jednomiany z ,opuszczonymi”
zerami.

Niech s = Z Yu, S2= Z YuYv s +-- 5 Som =Y1Y2...Yon .

1<p<2n 1<p<v<2m

Z zasadniczego twierdzenia teorii wielomiandéw symetrycznych (na koricu tego tekstu) wy-
nika, ze wielomian S mozemy potraktowac jako wielomian o wspodlczynnikach calkowitych zmien-
nych s1,82,...,82n . Z wzoréw Viete’a wynika, ze sumy s1, So, ..., Son sa wielomianami symetrycz-

nymi o wspélezynnikach catkowitych zmiennych zi,za,...,2, (po to byl wspdlezynnik w definicji

*  f nie ma pierwiastkéw podwéjnych, gdyby miat, to moglibyémy zmniejszy¢ stopienn f dzielac go przez nwd(f,f’) i
mnozac przez wspolng wielokrotnos¢ mianownikéw otrzymanego wielomianu o wspétczynnikach wymiernych.
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wielomianu w, inaczej moglyby byé wymierne, niekoniecznie catkowite). Wynika stad, ze liczba
m

m k
ZZw(j) () jest calkowita i podzielna przez p!. Natomiast suma Zw(j) (0) jest podzielna przez
j=01=1 §=0

(p—1)!, ale nie jest podzielna przez p!, jesli p > |b|. Stad wynika, ze liczba calkowita J nie jest
réwna 0 (jako niepodzielna przez p), a poniewaz jest podzielna przez (p—1)!, wiec |J| > (p—1)!.
Niech 8 = max{|a1], |aal,...,|an|,|6%|} iniech |z| < 8. Wtedy
w(z)| < BFP - |2~z —arP - o = aofP - o = anlP < 8P BPT(268) < (28) AP
Wobec tego, jesli |z| < 3, to
| (x)] < || - el®l(20)(nH2r=1 < B . (23)(n+2)p

Stad wynika, ze

k
]| = ‘ij(m) < keP - (28)nH2p < 9neB . (28)(n+2)p

=1
Uzyskana nieréwnosé w potaczeniu z poprzednia prowadzi do wniosku, ze

(p _ 1)! < ‘J| < oneB . (25)(n+2)p,

co przeczy temu, ze

ong (2B

Dowdd przestepnoscei liczby 7 zostal zakonczony.

Wielomiany symetryczne

Funkcje f:R¥ — R lub f:C* — C nazywamy wielomianem symetrycznych k zmiennych,

jedli istniejg liczby a;, is,... 0 » 0 < 41,72, ...,9, < d, takie, ze dla kazdego x € R* zachodzi réwnosé
_ _ L L0102 ik
f(x) = f(z1,22,...,2) = Zihh,,,,,ik @iy yig,yipg Ly L - T

i dla kazdej permutacji o:{1,2,...,k} — {1,2,...,k} zachodzi réwnos¢

[z, 2, 21) = [(To), To@2)s - To(k)) -
Algebraicy definiuja, wielomiany nieco inaczej, nazywaja oni obiekt przez nas zdefiniowany funk-
cja wielomianowa, ale w przypadku wielomianéw o wspodlczynnikach rzeczywistych, zespolonych,
wymiernych réznica jest tylko formalna.

Funkcja f zdefiniowana wzorem f(x1,72) = 2123 nie jest wielomianem symetrycznym, bo
f(1,3) =9 # 3 = f(3,1). Funkcja 22 + z129 + 23 + 23 + x3(71 + 22) jest wielomianem syme-
trycznym. Uczniowie w szkolach spotykaja sie z wielomianami symetrycznymi dwu zmiennych przy
okazji réwnan kwadratowych. Stosuja wzory Viete’a, by wyrazié np. sume z3 + 23 za pomoca
wspOlczynnikéw wielomianu kwadratowego. Odbywa sie to mniej wiecej tak :

23+ 23 = (21 + 22)% — 32310 — 37122 = (21 + 22)® — 3(2122) (21 + 22) .
Udaje sie wiec wyrazi¢ wielomian symetryczny za pomocs wyrazenia zaleznego jedynie od x1 +xo i

2122 (wielomianu zmiennych x1+x9 i z122 ), przy czym jesli wspdlezynniki wyjsciowego wielomianu
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s liczbami calkowitymi, to rowniez wspoétczynniki drugiego wielomianu sa, liczbami caltkowitymi. Nie
jest to przypadek. Zaczniemy od definicji elementarnych wielomianéw symetrycznych, ktéra jest nie-
zbedna do sformulowania twierdzenia. Niech

s1=x1+x2+ -+ Tk,

82 =D 1<iy<iy<k TirTiy = T1T2 + T1T3 + -+ + Tp—1Tk

S§3 = 2191@2@-39 Ty TijpyLjy = T1T2X3 + X1X2T4 + - + Tp—2Tk 1Tk,

S =212 ... .

Mozna zdefiniowaé stopienn wielomianu jako najwieksza z liczb ¢ + 29 + -+ + i . Wtedy
np. stopien wielomianu x123 jest réwny 3. Mozna tez udowodnié, Ze przedstawienia w postaci
D s imein iy iy i T :E}j wielomianu k zmiennych jest jednoznaczne niezaleznie od tego,
czy jest on symetryczny, czy nie pod warunkiem, ze kazdy ciag wykladnikow pojawia sie jeden raz.

Zasadnicze twierdzenie twierdzenie teorii wielomianéw symetrycznych
Jesli f jest wielomianem symetrycznym zmiennych x1,xs, ..., xk, to istnieje wielomian g taki, ze

dla kazdego x € R® zachodzi réwnoéé

f(x) = f(z1,22,...,2k) = g(s1, 82, ..., 8K) -

Jesli wspolczynniki wielomianu f sa liczbami catkowitymi, to réwniez wspétczynniki wielomianu g
sg caltkowite.
Dowéd (wg. A. Mostowski, M.Stark , Elementy Algebry wyzszej”)

7 jednoznacznosci wspolczynnikéw i symetrii wielomianu f wynika, ze dla kazdej permutacji o
zbioru {1,2,...,k} zachodzi r6wnos¢ a2, . .k = Gy(1),To(2), - - To(k) - Uporzadkujmy wyrazenia
:c’f :E’; e :c;’“ leksykograficznie: najpierw wypisujemy te, w ktérych wyktadnik z jakim wystepuje x1
jest najwyzszy, jesli jest ich wiele, to (przy réwnym wykladniku zmiennej z; ) najpierw wypisujemy
te, w ktérych wykladnik przy zo jest najwiekszy, potem interesuje nas x3 itd. Zalézmy, ze juz

wypisalismy skladniki wielomianu f w podany sposéb i ze i, ,,... 5, 1 5 ... 2F jest pierwszym

wypisanym. Z symetrii wielomianu f wynika, ze i1 > is > ... > i . Odejmujemy od wielomianu
. . i i iho1—i i . ., i .
[ wielomian a;, i, 87 2 s P -...-s0 1 " -s¥. Latwo mozna zauwazy¢, ze w réznicy nie

wystapi skltadnik typu cx’f :49%2 e :c}j , ¢ # 0. Otrzymana réznica jest wielomianem symetrycznym

jako réznica dwoch wielomianéw symetrycznych. Powtarzamy zastosowang operacje w odniesieniu

do tej réznicy. W ten sposéb likwidujemy kolejno sktadniki typu cycjll1 ac%2 . .aci’“ .



