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Spotkalísmy sie� przy obliczaniu d lugości okre� gu z problemem ca lkowania funkcji, która nie by la

zdefiniowana w końcu przedzia lu, a nawet w obu końcach. Takie funkcje pojawiaja� sie� w wielu

sytuacjach. Trzeba wie� c wyjaśnić nieco dok ladniej jak definiujemy ca lki i co można wnioskować z ich

istnienia.

Definicja ca lki niew laściwej

Jeśli funkcja f : [a, b) −→ IR ma funkcje� pierwotna� i istnieje granica limc→b−
∫ c

a
f(x)dx , to granice�

te� nazywamy ca lka� niew laściwa� funkcji f na przedziale [a, b) . Stosujemy to samo oznaczenie co dla

ca lki w laściwej
∫ b

a f(x)dx . Jeśli ca lka niew laściwa jest skończona, to mówimy, że jest zbieżna. Jeśli

ca lka
∫ b

a
|f(x)|dx jest zbieżna, to mówimy, że ca lka

∫ b

a
f(x)dx jest bezwzgle� dnie zbieżna. Analogicz-

nie definiujemy ca lke� niew laściwa� z funkcji określonej na przedziale otwarto–domknie� tym (a, b] . Jeśli

funkcja jest określona na przedziale otwartym (a, b) i istnieja� ca lki niew laściwe na przedzia lach (a, c]

i [c, b) , to ich sume� , jeśli jest zdefiniowana, nazywamy ca lka� niew laściwa� funkcji f na przedziale

(a, b) , stosujemy znów to samo oznaczenie
∫ b

a
f(x)dx .

Przyk lady

1. Mamy obliczyć ca lke�
∫ r

−r

1√
r2 − x2

dx . Funkcja nie jest zdefiniowana w obu końcach przedzia lu,

wie� c rozpatrzymy oddzielnie dwie ca lki:
∫ r

0
1√
r2−x2

dx oraz
∫ 0

−r
1√
r2−x2

dx . Zachodzi równość
∫

1√
r2−x2

dx = arcsin xr + C , zatem limc→r−
∫ c

0
1√
r2−x2

dx = limc→r−
(

arcsin cr − arcsin 0r
)

=

= arcsin rr = π
2 . Analogicznie limc→−r+

∫ 0

c
1√
r2−x2

dx = limc→−r+
(

arcsin 0r − arcsin −rr
)

=

= − arcsin −rr = π
2 . Obie ca lki sa� skończone, czyli zbieżne, wie� c zgodnie z definicja� ca lka

∫ r

−r
1√
r2−x2

dx jest zbieżna do π
2 + π

2 = π .

2. Obliczymy ca lke�
∫∞
0

1
1+x2 dx . Zachodza� równości

∫∞
0

1
1+x2 dx = limc→∞

∫ c

0
1
1+x2 dx =

= limc→∞ (arctgx)
∣

∣

∣

c

0
= limc→∞ (arctg c− arctg 0) = π

2 . Ca lka jest wie� c skończona, zatem funk-

cja arctg ma ca lke� niew laściwa� na pó lprostej [0,∞) . Bez trudu stwierdzić można, że zachodzi

równość
∫∞
−∞

1
1+x2 dx = π .

3. Teraz zajmiemy sie� ca lka�
∫∞
1 x

a dx zak ladaja� c, że a 6= −1 . Mamy zatem
∫∞
1 x

a dx =

= limc→∞
∫ c

1
xa dx = limc→∞

(

1
a+1x

a+1
)

∣

∣

∣

∣

c

1

= limc→∞
ca+1−1
a+1 =

{

+∞ jeśli a > −1 ,
−1
a+1 jeśli a < −1 . Oka-

za lo sie� , że im wie� kszy wyk ladnik tym wie� ksza ca lka. Dla „dużych” wyk ladników ca lka jest

nieskończona dla „ma lych” skończona tym mniejsza im mniejszy wyk ladnik. Oczywíscie s lowa

„ma ly” i „duży” maja� znaczenie umowne.

4. Obliczymy
∫∞
0
e−λxdx zak ladaja� c, że λ > 0 , w przypadku λ ≤ 0 wartości funkcji podca lkowej

nie sa� mniejsze niż 1, wie� c ca lka jest nieskończona, bo musi być wie� ksza od pola prostoka� ta o

wysokości 1 i dowolnie d lugiej podstawie. Mamy
∫∞
0 e

−λxdx = limc→∞
∫ c

0 e
−λx dx =

= limc→∞
(

− 1λe−λx
)

∣

∣

∣

c

0

λ>0
==== 1

λ . Wykazalísmy wie� c, że dla każdego λ > 0 funkcja e−λ ma

skończona� ca lke� niew laściwa� na pó lprostej [0,∞) .
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5. Wykażemy teraz, że ca lka
∫ +∞
−∞ e

−x2 dx jest skończona. Mamy ex
2 ≥ 1 + x2 dla każdej liczby

rzeczywistej x . Wobec tego
∫ c

0
e−x

2

dx ≤
∫ c

0
1
1+x2 dx <

π
2 . Ca lka

∫ c

0
e−x

2

dx rośnie wraz z c ,

oczywíscie teraz rozważamy tylko c > 0 . Wobec tego granica limc→∞
∫ c

0 e
−x2 dx istnieje i je-

dyna� kwestia� jest to, czy jest ona skończona. Ponieważ dla każdego c > 0 wartość ca lki jest

mniejsza niż π
2 , wie� c

∫∞
0 e

−x2 dx = limc→∞
∫ c

0 e
−x2 dx ≤ π

2 . Spe lnilísmy obietnice� : udowod-

nilísmy, że ca lka jest skończona.

Widać z powyższych przyk ladów, że powody, dla których trzeba rozpatrywać czasem ca lki

nieoznaczone, bywaja� różne. Możemy mieć do czynienia z nieograniczona� funkcja lub z nieogra-

niczona� dziedzina� funkcji. Nie be� dziemy tych spraw dok ladnie omawiać, bo jak już wielokrotnie

mówilísmy, ekonomísci nie musza� tych kwestii zg le� bić, natomiast powinni troche� o nich wiedzieć.

Wypada stwierdzić, że jedna z podstawowych różnic miedzy ca lka� Riemanna i ca lka� niew laściwa�

jest to, że w przypadku ca lki niew laściwej nie jest prawdziwe twierdzenie o sumach Riemanna.

W przypadku ca lki niew laściwej można na ogó l po wybraniu drobnego podzia lu dziedziny wybrać

w przedzia lach, które tworza� ten podzia l, punkty w taki sposób, że otrzymana suma Riemanna

be� dzie odleg la od ca lki. Jeśli np. rozważamy ca lke�
∫ 1

0
1√
1−x2
dx , to dziela� c przedzia l [0, 1] punktami

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = 1 na krótkie przedzialiki, nie jesteśmy w stanie unikna� ć

tego, że w przedziale [xn−1, xn) funkcja 1√
1−x2

przyjmuje wartości dowolnie duże. Możemy wie� c

wybrać w nim punkt tn w taki sposób, by liczba xn−xn−1√
1−t2

n

by la wie� ksza niż np. 1410, co spowoduje,

że niezależnie od tego jak wybierzemy punkty w pozosta lych przedzialikach wartość sumy Riemanna

be� dzie wielokrotnie przewyższać d lugość okre� gu o promieniu 1. Oczywíscie stwarza to problemy z

interpretacja� ca lki, ale nic na to nie można poradzić. Ca lki niew laściwe pojawiaja� sie� w naturalny

sposób, bo przecież nie można uznać obliczania d lugości okre� gu za zadanie bardzo sztuczne i po

prostu należy z wie� ksza� ostrożnościa� je stosować, ale należy to robić. We wspomnianym przypadku

można np. twierdzić, że rozpatruja� c nieco krótszy  luk odpowiadaja� cy przedzia lowi [0, c) możemy

go przybliżać ca lka� , ca lka
∫ c

0
1√
1−x2
dx różni sie� minimalnie od ca lki

∫ 1

0
1√
1−x2
dx , wie� c sumy Rie-

manna pierwszej z nich, wie� c w laściwej, przybliżaja� ja� wie� c krótszy  luk, ale ten krótszy przybliża

d luższy, wie� c suma Riemanna ca lki
∫ c

0
1√
1−x2
dx przybliża ćwierć d lugości okre� gu o promieniu 1. Ten

przyk lad pokazać jak należy lub jak można tego rodzaju problemy rozwia� zywać. W dalszym cia� gu

be� dziemy przyjmować, że opisane wcześniej interpretacje ca lek w laściwych (d lugości, pola, obje� tości)

zachowuja� sens również w przypadku ca lek niew laściwych. Pokażemy teraz jak korzystaja� c z tych in-

terpretacji można obliczyć ca lke�
∫ +∞
−∞ e

−x2 dx – przypominamy, funkcja pierwotna funkcji e−x
2

jest

nieelementarna, wie� c nasze poste� powania be� dzie ca lkowicie odmienne od prezentowanych dotychczas.

Czytelnicy z pewnościa� zauważyli pewne podobieństwa mie� dzy ca lkami niew laściwymi i szere-

gami, nawet terminologia jest w podobna. Omówimy teraz twierdzenia, które to podobieństwo nieźle

uwidocznia� . Zaczniemy od warunku koniecznego i dostatecznego na zbieżność ca lki.
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Warunek Cauchy’ego zbieżności ca lki niew laściwej

Jeśli funkcja f : [a, b) −→ �
jest ca lkowalna na przedziale [a, x] dla każdego x ∈ (a, b) , to ca lka

∫ b

a f(t)dt jest zbieżna wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego ε > 0 istnieje cε ∈ (a, b) takie, że jeśli

cε < x1, x2 < b , to ε >
∣

∣

∫ x1
a
f(t)dt−

∫ x2
a
f(t)dt

∣

∣ =
∣

∣

∫ x2
x1
f(t)dt

∣

∣ .

Dowód.

To twierdzenie wynika od razu z twierdzenia mówia� cego, że funkcja (x −→
∫ x

a
t(t)dt ) ma skończona�

granice� w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniony jest odpowiedni warunek Cauchy’ego.

Kryterium ca lkowe Cauchy’ego Maclaurina zbieżności szeregu

Jeśli funkcja f : [1,∞] −→ [0,∞) jest nierosna� ca, to szereg
∞
∑

n=1

f(n) jest zbieżny wtedy i tylko

wtedy, gdy zbieżna jest ca lka niew laściwa
∫∞
1
f(x)dx .

Dowód. Nie ma oczywíscie żadnego problemu z istnieniem ca lek
∫ c

1
f(x)dx , bowiem ich ist-

nienie jest konsekwencja� monotoniczności funkcji f . Podobnie szereg
∞
∑

n=1

f(n) ma sume� , być może

nieskończona� , bo jego wyrazy sa� nieujemne. Ponieważ funkcja f jest nierosna� ca, wie� c nierówność

f(n) ≥
∫ n+1

n f(x)dx ≥ f(n + 1) ma miejsce dla każdej liczby naturalnej n . Sta� d od razu wynika,

że

∞
∑

n=1

f(n) ≥
∫∞
1 f(x)dx ≥

∑∞
n=2 f(n) , a z tej nierówności teza twierdzenia wynika natychmiast.

Uwaga

Jeśli funkcja f : [1,∞] −→ [0,∞) jest nierosna� ca i ca lka
∫∞
1
f(x)dx jest zbieżna, to lim

x→∞
f(x) = 0 .

Ćwiczonko

Podać przyk lad funkcji f : [1,∞] −→ [0,∞) , dla której ca lka
∫∞
1 f(x)dx jest zbieżna, chociaż

lim
n→∞
f(n) =∞ .

Naste� pne twierdzenie przyda sie� do dowodu odpowiednika twierdzeń Abela i Dirichleta mówia� -

cych o zbieżności szeregu.

Drugie twierdzenie o wartości średniej

Jeśli funkcja f : [a, b]→ �
Jest ca lkowalna, funkcja g: [a, b]→ �

— monotoniczna, to istnieje liczba

c ∈ [a, b] taka, że
∫ b

a f(x)g(x)dx = g(a)
∫ c

a f(x)dx + g(b)
∫ b

c f(x)dx .

Dowód.

Za lóżmy najpierw, że funkcje f, g sa� wielomianami. Niech F (x) =
∫ x

a
f(t)dt . Mamy

∫ b

a f(x)g(x)dx = F (b)g(b)− F (a)g(a)−
∫ b

a F (t)g′(t)dt .

Ponieważ funkcja g jest monotoniczna, wie� c jej pochodna g′ jest nieujemna albo niedodatnia.

Wynika sta� d, że istnieje liczba c ∈ [a, b] taka, że
∫ b

a F (t)g′(t)dt = F (c)
∫ b

a g
′(t)dt = F (c)[g(b)−g(a)] .

Wobec tego
∫ b

a f(x)g(x)dx = F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (c)[g(b)− g(a)] = g(a)[F (c)− F (a)] + g(b)[F (b)− F (c)] =

= g(a)
∫ c

a
f(x)dx + g(b)

∫ b

c
f(x)dx .
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Udowodnilísmy twierdzenie w tym przypadku.

Teraz przejdziemy do sytuacji ogólnej. Niech M > 0 be� dzie taka� liczba� , że dla każdego x ∈ [a, b]

zachodza� nierówności f(x), g(x) < M . Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że g jest funkcja� niemaleja� ca� .

Niech fn , gn be� da� takimi wielomianami, że
∫ b

a
|f(x) − fn(x)|dx < 1

n i
∫ b

a
|g(x) − gn|dx < 1

n

oraz |fn(x)|, |g(x)| ≤ M . Możemy za lożyć, że wielomian gn jest funkcja� ścísle rosna� ca� oraz że

gn(a) = g(a) i gn(b) = g(b) dla każdego n . Z już udowodnionej cze� ści twierdzenia wynika, że dla

każdej liczby naturalnej n istnieje liczba cn ∈ [a, b] taka, że
∫ b

a
fn(x)gn(x)dx = g(a)

∫ cn
a
f(x)dx + g(b)

∫ b

cn
f(x)dx .

Cia� g (cn) może nie mieć granicy, ale można z niego wybrać podcia� g zbieżny cnk . Niech c = lim
k→∞
cnk .

Mamy teraz
∣

∣

∣

∫ b

a
f(x)g(x)dx −

∫ b

a
fn(x)gn(x)dx

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣

∫ b

a

[

f(x)− fn(x)
]

g(x)dx +
∫ b

a
fn(x)

[

g(x)− gn(x)
]

dx

∣

∣

∣
<

< 1n (b− a)M2−−−−→
n→∞

0 ,

Podobnie
∣

∣

∣

∫ c

a f(x)dx −
∫ cn

k

a fnk(x)dx
∣

∣

∣
≤
∫ cn

k

a

∣

∣f(x)− fnk(x)
∣

∣dx+
∣

∣

∣

∫ cn
k

c f(x)dx
∣

∣

∣
≤

≤
∫ b

a

∣

∣f(x)− fnk (x)
∣

∣dx+ |c− cnk | ·M < 1
nk

+ |c− cnk | ·M −−−−→
k→∞

0 ,
∣

∣

∣

∫ b

c f(x)dx −
∫ b

cn
k

fnk(x)dx
∣

∣

∣
≤
∫ b

cn
k

∣

∣f(x)− fnk(x)
∣

∣dx+
∣

∣

∣

∫ cn
k

c f(x)dx
∣

∣

∣
≤

≤
∫ b

a

∣

∣f(x)− fnk(x)
∣

∣dx+ |c− cnk | ·M < 1
nk

+ |c− cnk | ·M −−−−→
k→∞

0 .

Wobec tego lim
n→∞

∫ b

a fn(x)gn(x)dx =
∫ b

a f(x)g(x)dx , lim
k→∞

[

gnk(a)
∫ cn

k

a fnk(x)dx
]

= g(a)
∫ c

a f(x)dx

i lim
k→∞

[

gnk (b)
∫ b

cn
k

fnk (x)dx
]

= g(b)
∫ b

c f(x)dx , a z tych równości teza wynika od razu.

Twierdzenie Abela–Dirichleta dla ca lek

Niech g: [a,∞) −→ �
be� dzie funkcja� monotoniczna� i ograniczona� i niech be� dzie spe lnione jedno z

za lożeń

(i) ca lka
∫∞
a f(x)dx istnieje i jest skończona;

(ii) dla każdego x > a istnieje
∫ x

a
f(t)dt i istnieje liczba M > 0 taka, że dla dowolnych x1, x2 > a

zachodzi nierówność
∣

∣

∣

∫ x2
x1
f(t)dt

∣

∣

∣
≤M .

Wtedy ca lka
∫∞
a f(t)g(t)dt jest zbieżna.

Dowód.

Należy sprawdzić, że jest spe lniony warunek Cauchy’ego zbieżności ca lki niew laściwej. Niech ε be� dzie

liczba� dodatnia� . Ponieważ funkcja g jest monotoniczna, wie� c dla dowolnych liczb x1, x2 ∈ (a,∞) ,

x1 < x2 , istnieje liczba c ∈ (x1, x2) taka, że
∫ x2
x1
f(t)g(t)dt = g(x1)

∫ c

x1
f(t)dt + g(x2)

∫ x2
c
f(t)dt .

Za lóżmy, że spe lniony jest warunek (i). Niech M > 0 be� dzie taka� liczba� , że dla każdego x ∈ (a,∞)

zachodzi |g(x)| ≤ M . Ponieważ ca lka
∫ x

a
f(t)dt jest zbieżna, wie� c istnieje liczba d > a taka, że

jeżeli x1, x2 > d , to
∣

∣

∫ x2
x1
f(t)dt

∣

∣ < ε
2M . Sta� d i z poprzednio napisanej równości wynika, że jeśli

d < x1 < x2 , to
∣

∣

∣

∫ x2
x1
f(t)g(t)dt

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣
g(x1)

∫ c

x1
f(t)dt + g(x2)

∫ x2
c
f(t)dt

∣

∣

∣
< M · ε2M +M · ε2M = ε .
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Drobne zmiany w tym dowodzi niezbe� dne dla przeprowadzenia dowodu przy za lożeniu warunku (ii)

czytelnik z  latwościa� wprowadzi sam.

Przyk lad 6.

Wykażemy, że ca lka
∫∞
0 sinx2 dx jest zbieżna, choć nie jest to zbieżność bezwzgle� dna.

Jeśli n jest liczba� naturalna� i an :=
√

2nπ + π
6 ≤ x ≤

√

2nπ + 5π
6 := bn , to sinx2 ≥ 1

2 . Wo-

bec tego
∫∞
0 | sinx2|dx ≥

∞
∑

n=0

∫ bn
an
| sinx2|dx ≥

∞
∑

n=0

1
2 (bn − an) =

∞
∑

n=0

2π/3

2(
√
2nπ+5π/6+

√
2nπ+π/6)

≥

≥
∞
∑

n=0

1

2
√
(2n+1)π

=∞ , co kończy dowód rozbieżności ca lki
∫∞
0
| sinx2|dx .

Mamy
∫∞
1 sinx2 dx

t=x2
========
dt=2xdx

∫∞
1

1
2
√
t

sin tdt . Oczywíscie
∣

∣

∣

∫ x

1 sin tdt
∣

∣

∣
= |cos1− cosx| < 2 , funkcja

1√
t

jest maleja� ca i zbieżna do 0 przy t −→∞ , zatem ca lka
∫∞
1

1
2
√
t

sin tdt jest zbieżna.

Przyk lad 7.

Ca lka
∫∞
0
sin x
x dx jest zbieżna, ale nie jest zbieżna bezwzgle� dnie. Oczywíscie w punkcie 0 nie ma

osobliwości, bowiem sinx
x = 1 − 1

3!x
2 + 1

5!x
4 − 1

7!x
6 + · · · dla x ∈ �

. Zbieżność ca lki
∫∞
1
sinx
x dx

wynika od razu z kryterium Abela–Dirichleta, brak zbieżności bezwzgle� dnej z tego, że jeśli 2nπ+ π6 ≤
x ≤ 2nπ + 5π

6 , to sinx ≥ 12 i z tego, że szereg harmoniczny jest rozbieżny.
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Niech In =
∫ π/2

0
sinn xdx . Dla n ≥ 2 mamy wtedy In =

∫ π/2

0
sinn xdx = In =

=
∫ π/2

0 (1− cos2 x) sinn−2 xdx = In−2 − 1
n−1

∫ π/2

0 cosx
(

sinn−1 x
)′
dx =

= In−2− 1
n−1 cosx

(

sinn−1 x
)∣

∣

π/2

0
= In−2−0+ 1

n−1

∫ π/2

0
sinn xdx = In−2+

1
n−1In . Sta� d mamy od razu

In = n−1
n In−2 . Mamy też I0 =

∫ π/2

0 sin0 xdx =
∫ π/2

0 dx = π
2 i
∫ π/2

0 sinxdx = − cos π2 + cos 0 = 1 .

Wynika sta� d, że

I2n =
2n− 1

2n
I2n−2 = . . . =

2n− 1

2n
· 2n− 3

2n− 2
· . . . · 1

2
· I0 =

2n− 1

2n
· 2n− 3

2n− 2
· . . . · 1

2
· π

2
=

=
(2n) · (2n− 1) · (2n− 2) · (2n− 3) · . . . · 2 · 1

2n · 2n · (2n− 2) · (2n− 2) · . . . · 2 · 2 · π
2

=
(2n)!

4n(n!)2
π

2
.

Analogicznie

I2n+1 =
2n

2n+ 1
I2n−1 = . . . =

2n

2n+ 1
· 2n− 2

2n− 1
· . . . · 2

3
· I1 =

2n

2n+ 1
· 2n− 2

2n− 1
· . . . · 2

3
· 1 =

=
2n · 2n · (2n− 2) · (2n− 2) · . . . · 2 · 2

(2n+ 1) · (2n) · (2n− 1) · (2n− 2) · . . . · 3 · 2 =
4n(n!)2

(2n+ 1)!
.

Dla każdego n ≥ 0 zachodzi nierówność In ≥ In+1 ≥ In+2 = n+1
n+2In . Wynika z niej, że 1 ≥ In+1In ≥

n+1
n+2 −−−−→n→∞

1 . Mamy wie� c

1 = lim
n→∞

I2n+1

I2n
= lim
n→∞

2n · 2n · (2n− 2) · (2n− 2) · . . . · 4 · 2 · 2
(2n+ 1) · (2n− 1) · (2n− 1) · (2n− 3) · . . . · 3 · 3 · 1 ·

2

π
.

Wobec tego możemy napisać wzór Wallisa

π

2
= lim
n→∞

I2n+1

I2n
= lim
n→∞

2n · 2n · (2n− 2) · (2n− 2) · . . . · 4 · 2 · 2
(2n+ 1) · (2n− 1) · (2n− 1) · (2n− 3) · . . . · 3 · 3 · 1 =

2 · 2 · 4 · 4 · . . .
1 · 3 · 3 · 5 · . . .
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— oczywíscie ostatni napis oznacza granice� , wie� c ostatnia� równość należy traktować jako definicje�

symbolu wyste� puja� cego po prawej stronie.

Zajmiemy sie� teraz przybliżeniem n! dla dużych n . Chodzi o to, by znaleźć wyrażenie, za po-

moca� którego można be� dzie przybliżać silnie� . Ona na ogó l wyste� puje� jako czynnik jakiegoś iloczynu,

wie� c chodzi o wyrażenie, które podzielone przez n! be� dzie da� żyć do 1 , wielkich szans na to by

różnica da� ży la do 0 nie ma, jeśli chcemy znaleźć prosty wzór oczywíscie nie zawieraja� cy silni. Po-

nieważ 0 < n!
nn ≤ 1n −−−−→n→∞

0 , wie� c przyjrzymy sie� ilorazowi dwóch kolejnych wyrazów cia� gu
(

n!
nn

)

,

by zrozumieć, jak szybko ten cia� g da� ży do 0 . Mamy (n+1)!
(n+1)n+1 · n

n

n! = nn

(n+1)n =
[

1 + 1
n

]−n−−−−→
n→∞

1
e .

Rozważymy wie� c cia� g zdefiniowany wzorem an = n! ·
(

e
n

)n
. Z poprzednio uzyskanych równości

wnioskujemy, że an+1
an

= e ·
[

1 + 1
n

]−n−−−−→
n→∞

1 . Mamy dalej ln an = ln
(

an
an−1
· an−1an−2

· . . . · a2a1 · a1
)

=

= ln
(

e ·
[

1 + 1
n−1

]−n+1)
+ ln
(

e ·
[

1 + 1
n−2

]−n+2)
+ · · ·+ ln

(

e ·
[

1 + 1
1

]−1)
+ ln e =

=
(

1− (n− 1) ln
[

1 + 1
n−1

]

)

+
(

1− (n− 2) ln
[

1 + 1
n−2

]

)

+ · · ·+
(

1− ln
[

1 + 1
1

]

)

+ 1 .

Przyjrzymy sie� jednemu sk ladnikowi. Mamy

1 − k ln
[

1 + 1
k

]

= 1 − k
[

1
k − 1

2k2 + 1
3k3 − 1

4k4 + · · ·
]

= 1
2k − 1

3k2 + 1
4k3 − · · · = 1

2k − bk , gdzie

bk = 1
3k2 − 1

4k3 + · · · ∈
(

1
3k2 − 1

4k3 ,
1
3k2

)

. Wyrazy szeregu zbieżnego
∑

bn sa� dodatnie, wie� c jego cia� g

sum cze� ściowych jest ścísle rosna� cy. Mamy wie� c

ln an =
(

1
2(n−1) − bn−1

)

+
(

1
2(n−2) − bn−2

)

+ · · ·+ · · ·+
(

1
2 − b1

)

+ 1 =

= 1
2

[

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n−1

]

+ 1− [b1 + b2 + . . . bn−1] .

Szereg
∑

bj jest zbieżny, ale szereg harmoniczny niestety nie. Mamy

0 < 1
k−1 −

∫ k

k−1
1
x dx =

∫ k

k−1

[

1
k−1 − 1x

]

dx =
∫ k

k−1
x−(k−1)
x(k−1) dx <

1
(k−1)2

∫ k

k−1

[

x− (k−1)
]

dx = 1
2(k−1)2 .

Przyjmijmy ck−1 = 1
k−1 −

∫ k

k−1
1
x dx . Szereg

∑

cn jest zbieżny i ma dodatnie wyrazy. Z równości

1
k =
∫ k

k−1
1
x dx+ ck−1 wynika, że

ln an = 1 + 1
2

[

1 +
∫ 2

1
1
x dx + c1 +

∫ 3

2
1
x dx + c2 + · · · +

∫ n

n−1
1
x dx + cn−1

]

− [b1 + b2 + . . . bn−1] =

= 32+
1
2

∫ n

1
1
x dx+[c1+c2+· · ·+cn]−[b1+b2+. . . bn−1] = 3

2+ln
√
n+[c1+c2+· · ·+cn]−[b1+b2+. . . bn−1] .

Wynika sta� d, że cia� g (ln an− ln
√
n) ma granice� skończona� , zatem cia� g

(

an√
n

)

ma granice� skończona�

i dodatnia� . Niech αn = an√
n

= 1√
n
· n! ·
(

e
n

)n
i niech g = lim

n→∞
αn . Wynika sta� d, że g = lim

n→∞
α2n

(granica podcia� gu równa jest granicy cia� gu). Wnioskujemy sta� d, że

g = lim
n→∞

α2
n

α2n
= lim
n→∞

{

1
n · (n!)2 ·

(

e
n

)2n ·
√

2n · 1
(2n)! ·

(

2n
e

)2n
}

= lim
n→∞

{
√

2
n ·
22n·(n!)2

(2n)!

}

=

= lim
n→∞

{√

2
n ·

2·2·4·4·...·(2n)·(2n)
1·2·3·4·...·(2n−1)·(2n)

}

= lim
n→∞

{√

2
n ·

2·4·...·(2n)
1·3·...·(2n−1)

}

=

= lim
n→∞

√

2
n ·

2·2·4·4·6·6·...·(2n)·(2n)
1·3·3·5·5·7·...·(2n−1)·(2n+1) · (2n+ 1) = lim

n→∞

√

2(2n+1)
n · lim

n→∞

√

2·2·4·4·6·6·...·(2n)·(2n)
1·3·3·5·5·7·...·(2n−1)·(2n+1) =

= 2 ·
√

π
2 =
√

2π .

Udowodnilísmy wzór znany pod nazwa� wzór Stirlinga lim
n→∞

1√
n
·n! ·
(

e
n

)n
=
√

2π zapisywany zwykle

nieco mniej precyzyjnie

n! ≈
√

2πn
(n

e

)n
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Zajmiemy sie� teraz ca lka�
∫∞
0
e−x

2

dx . Zwana jest ona ca lka� Poissona. Znajdziemy jej wartość,

oczywíscie nie zajmuja� c sie� funkcja� pierwotna� funkcji e−x
2

, bo ta nie jest funkcja� elementarna� .

Mamy
∫∞
0 e

−x2 dx = lim
n→∞

∫

√
n

0 e
−x2 dx

x=t
√
n

========
dx=
√
ndt

= lim
n→∞

√
n
∫ 1

0 e
−nt2 dt ≥ lim

n→∞

√
n
∫ 1

0 (1− t2)n dt =

t=cos s
==========
dt=− sin sds

= lim
n→∞

√
n
∫ 0

π/2
sin2n s(− sin s)ds = lim

n→∞

√
n
∫ π/2

0
sin2n+1 sds = lim

n→∞

√
n · 4

n(n!)2

(2n+1)! =

Stirling
========
dwa razy

lim
n→∞

√
n 4n·2πn·n2n·e2n+1

e2n·
√
2π(2n+1)·(2n+1)2n+1

=
√

2π lim
n→∞

{
√

n
2n+1 · n

2n+1 · e ·
[

2n
2n+1

]2n
}

=

=
√

2π · 1√
2
· 12 · e · 1e = 1

2

√
π .

Analogicznie
∫∞
0
e−x

2

dx = lim
n→∞

∫

√
n

0
e−x

2

dx
x=t
√
n

========
dx=
√
ndt

= lim
n→∞

√
n
∫ 1

0
e−nt

2

dt ≤

≤ lim
n→∞

√
n ·
∫ 1

0
1

(1+t2)n dt
t=tg s

===========
dt=cos−2 sds

= lim
n→∞

√
n ·
∫ π/4

0 cos2n−2 sds < lim
n→∞

√
n ·
∫ π/2

0 cos2n−2 sds =

s=π/2−σ
=======
ds=−dσ

lim
n→∞

√
n·
∫ π/2

0
sin2n−2 sds = lim

n→∞

√
n· (2n)!4n(n!)2 · π2

Stirling
========
dwa razy

π
2 · lim
n→∞

√
n·
√
2π(2n)·(2n)2n·e2n

4n·e2n·(2πn)·(nn)2 =

= 1
2

√
π .

Z twierdzenia o trzech cia� gach wynika, że
∫∞
0 e

−x2 dx = 1
2

√
π .
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