Calki niewlasciwe

Spotkalidémy sie przy obliczaniu dlugoéci okregu z problemem calkowania funkcji, ktéra nie byla
zdefiniowana w kornicu przedzialu, a nawet w obu koncach. Takie funkcje pojawiaja sie w wielu
sytuacjach. Trzeba wiec wyjasni¢ nieco dokladniej jak definiujemy calki i co mozna wnioskowaé z ich
istnienia.

Definicja calki niewlasciwej
Jedli funkcja f:[a,b) — IR ma funkcje pierwotng i istnieje granica lim,_ ;- f; f(z)dz, to granice
te nazywamy catka niewladciwa funkcji f na przedziale [a,b). Stosujemy to samo oznaczenie co dla
catki wlasciwej f; f(x)dx. Jesli calka niewladciwa jest skoniczona, to méwimy, ze jest zbiezna. Jesli
catka fab |f(x)|dx jest zbiezna, to méwimy, ze calka fab f(z)dx jest bezwzglednie zbiezna. Analogicz-
nie definiujemy calke niewlasciwg z funkcji okreslonej na przedziale otwarto-domknietym (a, b] . Jesli
funkcja jest okreslona na przedziale otwartym (a, b) iistnieja, catki niewtadciwe na przedziatach (a, ]
i[e,b), to ich sume, jesli jest zdefiniowana, nazywamy calka niewlasciwa funkcji f na przedziale
(a,b), stosujemy znéw to samo oznaczenie f: f(z)dx W

Przyklady

1
1. Mamy obliczy¢ calke f; 7\/ﬁ dx . Funkcja nie jest zdefiniowana w obu koncach przedziatu,
r?—x

wiec rozpatrzymy oddzielnie dwie calki: fOT ﬁd:ﬂ oraz ffr ﬁdz. Zachodzi réwnosé

1 _ oz - c__ 1 _ e 0Y
J Ja— dv = arcsin £ + C', zatem lim,_,,- Jo T dr = lim._,- (arcsin € — arcsin 2) =

. . . . 0 1 . 0 I
— T _ T — T —
= arcsin - = 7. Analogicznie lim._,_,.+ fc T dr =lim._,_,+ (arcsm - — arcsin —* ) =
= —arcsin=" = 7. Obie calki sa skoriczone, czyli zbiezne, wiec zgodnie z definicja catka

I ﬁdx jest zbieznado 5+ % =7. M

2. Obliczymy catke [° 1> dx. Zachodza réwnosci [~ dr = lime_o [; 1+%dg: =

1
1422 T2

(&
= lim,_, (arctg z) ’0 = lim, .o (arctg c — arctg0) = 7 . Calka jest wigc skoriczona, zatem funk-

cja arctg ma caltke niewlasciwa na pétprostej [0,00). Bez trudu stwierdzié¢ mozna, ze zachodzi

’ 77 o0
réwnoéé (O —lrdr=nm.m

oo 14x2
3. Teraz zajmiemy sie calka, floo x%dx zakladajac, ze a # —1. Mamy zatem floo z%dx =

¢ . catl_q +oo jeslia > -1,
= HMe—oo =037~ = jeSlia < —1 .

= limeoo [ 2%dz = lime_.o0 (Lx““) Oka-

a+1

o
zalo sie, ze im wiekszy wykladnik tym wieksza catka. Dla ,duzych” wyktadnikéw calka jest
nieskoniczona dla ,malych” skoniczona tym mniejsza im mniejszy wykladnik. Oczywiscie stowa
,maly” i ,duzy” maja znaczenie umowne. l

4. Obliczymy fooo e M dx zakladajac, ze A > 0, w przypadku A < 0 wartosci funkcji podcatkowej
nie sa mniejsze niz 1, wiec caltka jest nieskonczona, bo musi by¢ wieksza od pola prostokata o
wysokosci 1 i dowolnie dhugiej podstawie. Mamy [~ e ™ dz = lime—.oo [, e da =

A

= lim._ (—Xe % WykazaliSmy wiec, ze dla kazdego A > 0 funkcja e ma

Lo—Av) ‘c A>0
skoniczong caltke niewlasciwa na pélprostej [0,00). W
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5. Wykazemy teraz, ze calka fjoc: e da jest skonczona. Mamy e’ > 1+ 2?2 dla kazdej liczby
rzeczywistej . Wobec tego [; e da < Iy H%da: < Z. Calka [ e~ dz rosnie wraz z c,
oczywiscie teraz rozwazamy tylko ¢ > 0. Wobec tego granica lim._, s foc e~ da istnieje i je-
dyna kwestia jest to, czy jest ona skonczona. Poniewaz dla kazdego ¢ > 0 wartos¢ calki jest

T i

mniejsza niz 7, wiec fooo e~ dr = lime o0 foc e da < 7. Spehilidmy obietnice: udowod-

nilidémy, ze calka jest skornczona. B

Widaé¢ z powyzszych przyktadéw, ze powody, dla ktérych trzeba rozpatrywaé czasem calki
nieoznaczone, bywaja rézne. Mozemy mie¢ do czynienia z nieograniczong funkcja lub z nieogra-
niczona dziedzing funkcji. Nie bedziemy tych spraw dokladnie omawiaé¢, bo jak juz wielokrotnie
mowilismy, ekonomisci nie musza tych kwestii zglebié, natomiast powinni troche o nich wiedzie¢.
Wypada stwierdzi¢, ze jedna z podstawowych réznic miedzy calka Riemanna i calka niewlasciwa
jest to, ze w przypadku calki niewladciwej nie jest prawdziwe twierdzenie o sumach Riemanna.
W przypadku calki niewlasciwej mozna na ogét po wybraniu drobnego podzialu dziedziny wybraé
w przedziatach, ktore tworza ten podzial, punkty w taki sposéb, ze otrzymana suma Riemanna
bedzie odlegla od calki. Jesli np. rozwazamy catke fol ﬁ dx , to dzielac przedzial [0,1] punktami

0=x9 <21 <23 <...<2xp_1 <z, =1 na krétkie przedzialiki, nie jestedmy w stanie uniknac

tego, ze w przedziale [x,_1,z,) funkcja przyjmuje wartosci dowolnie duze. Mozemy wiec

1
V-7
wybra¢ w nim punkt ¢, w taki sposob, by liczba

Tn —Tn—

\/1__t%1 byta wieksza niz np. 1410, co spowoduje,
ze niezaleznie od tego jak wybierzemy punkty w pozostalych przedzialikach warto$¢ sumy Riemanna
bedzie wielokrotnie przewyzszaé¢ dlugo$é okregu o promieniu 1. Oczywiscie stwarza to problemy z
interpretacja calki, ale nic na to nie mozna poradzi¢. Calki niewlasciwe pojawiaja sie w naturalny
spos6b, bo przeciez nie mozna uznaé obliczania dhugosci okregu za zadanie bardzo sztuczne i po
prostu nalezy z wieksza ostroznoécia je stosowac, ale nalezy to robi¢. We wspomnianym przypadku
mozna np. twierdzié¢, ze rozpatrujac nieco krétszy tuk odpowiadajacy przedziatlowi [0,¢) mozemy
go przyblizaé calka, calka f(f ﬁ dx rozni sie minimalnie od calki fol ﬁ dx , wiec sumy Rie-
manna pierwszej z nich, wiec wladciwej, przyblizaja ja wiec krotszy tuk, ale ten krétszy przybliza
dtuzszy, wiec suma Riemanna calki foc \/1+7 dx przybliza ¢wieré dlugosci okregu o promieniu 1. Ten
przyklad pokazac¢ jak nalezy lub jak mozna tego rodzaju problemy rozwiazywaé. W dalszym ciagu
bedziemy przyjmowad, ze opisane wczesniej interpretacje calek whasciwych (dhugosci, pola, objetosci)
zachowuja, sens rowniez w przypadku catek niewlasciwych. Pokazemy teraz jak korzystajac z tych in-
x

terpretacji mozna obliczy¢ caltke fj;o e dr — przypominamy, funkcja pierwotna funkcji e~ ’ jest

nieelementarna, wiec nasze postepowania bedzie calkowicie odmienne od prezentowanych dotychczas.

Czytelnicy z pewnoscig zauwazyli pewne podobienstwa miedzy calkami niewlasciwymi i szere-
gami, nawet terminologia jest w podobna. Omoéwimy teraz twierdzenia, ktére to podobienstwo niezle

uwidocznia. Zaczniemy od warunku koniecznego i dostatecznego na zbieznosé calki.
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Warunek Cauchy’ego zbieznosci calki niewlasciwej
Jedli funkcja f:[a,b) — R jest calkowalna na przedziale [a,z] dla kazdego x € (a,b), to catka
f: f(t)dt jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego £ > 0 istnieje c¢. € (a,b) takie, ze jesli
ce <ar,wz <b,toe>| [T f()dt— [[7 f()dt| =] [ ft)dt|.
Dowdéd.
To twierdzenie wynika od razu z twierdzenia méwiacego, ze funkcja (x — f t(t)dt) ma skoriczona,
granice w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest odpowiedni warunek Cauchy’ego. B
Kryterium catkowe Cauchy’ego Maclaurina zbieznosci szeregu
Jedli funkcja f:[1,00] — [0,00) jest nierosnaca, to szereg Zf(n) jest zbiezny wtedy i tylko

n=1

wtedy, gdy zbiezna jest calka niewlasciwa floo (z)dzx.

Dowdd. Nie ma oczywiscie zadnego problemu z istnieniem calek fl x)dx, bowiem ich ist-
o0

nienie jest konsekwencja monotonicznosci funkcji f. Podobnie szereg Z f(n) ma sume, byé moze
n=1

nieskoniczona, bo jego wyrazy sa nieujemne. Poniewaz funkcja f jest nierosnaca, wiec nieréwnosé

f(n) > f:ﬂ f(z)dx > f(n+ 1) ma miejsce dla kazdej liczby naturalnej n. Stad od razu wynika,

ze Z f(n) > [° f(z)dz > 307, f(n), a z tej nieréwnosci teza twierdzenia wynika natychmiast.
Uwaga
Jedli funkcja f:[1,00] — [0,00) jest nierosnacaicatka [ f(z)dz jest zbiezna, to lim f(z) =0.m
r—00
Cwiczonko
Podaé przykiad funkeji f:[1,00] — [0,00), dla ktérej catka fl x)dx jest zbiezna, chociaz

lim f(n) = .
n—o0

Nastepne twierdzenie przyda sie do dowodu odpowiednika twierdzeri Abela i Dirichleta méwia-
cych o zbieznoéci szeregu.

Drugie twierdzenie o wartosci sredniej
Jedli funkcja f:[a,b] — R Jest calkowalna, funkcja g: [a,b] — R — monotoniczna, to istnieje liczba
¢ € [a,b] taka, ze

2 f@)g(@)dz = g(a) 7 f(z)dz + g(b) [} f(x)da

Dowéd.

Zalézmy najpierw, ze funkqe f,g sa wielomianami. Niech F(z f f t)dt. Mamy
J? F(@)g(a)de = F(b)g(b) — Fla)g(a) — fa it

Poniewaz funkcja ¢ jest monotoniczna, wiec jej pochodna ¢’ jest nieujemna albo niedodatnia.
Wynika stad, ze istnieje liczba ¢ € [a, b] taka, ze fab F(t)g'(t)dt = F(c) fab g'(t)dt = F(c)[g(b)—g(a)].
Wobec tego
J? f@)g(@)dz = F(b)g(b) - Fla)gla) — F(c)lg(b) - g(a)] = g(a)[F

—~

c) — F(a)] +g(b)[F(b) — F(C)} =
(a)f f(z)dx + g(b ff

I
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Udowodnilismy twierdzenie w tym przypadku.

Teraz przejdziemy do sytuacji ogélnej. Niech M > 0 bedzie taka liczba, ze dla kazdego z € [a, b]
zachodza nieréwnosci f(x), g(xz) < M . Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze ¢ jest funkcja niemalejaca.
Niech f,, gn beda takimi wielomianami, ze f;|f(:c) — falz)|de < L i f; l9(x) — gnldz < L
oraz |fn(2)|,lg(x)] < M. Mozemy zalozyé, ze wielomian g, jest funkcja $cisle rosnaca oraz ze

gn(a) = g(a) i gn(b) = g(b) dla kazdego n. Z juz udowodnionej czesci twierdzenia wynika, ze dla

kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba ¢, € [a,b] taka, ze

I3 fa(@)gn(z)dz = ga) [ f(x)dx + g(b) [} f(x)dz
Ciag (¢,) moze nie mie¢ granicy, ale mozna z niego wybraé podciag zbiezny ¢,, . Niech ¢ = khﬁrgo Cny -
Mamy teraz
| J2 @) de = [ fule)ga(e)de| < | 2 [F) — fa@)] o) do+ [2 fal@) o) = gn(w)] do| <
< %(b —a)M? ——0,

Podobnie
B — [ fu (@) da] < [ |F@) ~ ) do+ | [ ) de| <
< fab |f(x) _fnk(m)|dx+ |C_cnk| M < % + |C_cnk| 'Mmov

(2)dz = [ fu(@)da| < [0 |F(@) = fu,@)|do+ | [0 f@)do| <

b
§fa |f(:c)ffnk(:c)|da:+|cfcnk|~M< $+|cfcnk|-M—>0.

k—o0
Wobec tego lim f; fn(@)gn(x)de = f f(x)g(z)dz, lim {gnk (@) [T fu, (x)dx} =g(a) [ f(z)dx
i klim [gnk(b) fcb Jnp () dx} =g(b) f: f(x)dx, a z tych réwnosci teza wynika od razu. B
— 00 Tk

Twierdzenie Abela—Dirichleta dla calek
Niech g:[a,00) — R bedzie funkcja monotoniczng i ograniczona i niech bedzie spelione jedno z
zalozen
(i) catka f:o f(x)dx istnieje i jest skoniczona;
(ii) dla kazdego x > a istnieje f; f(t)dt iistnieje liczba M > 0 taka, ze dla dowolnych 21,22 > a

zachodzi nieréwnos¢é } [ f(t)de) < M.

Wtedy catka [ f(t)g(t)dt jest zbiezna.

Dowadd.
Nalezy sprawdzié, ze jest spelniony warunek Cauchy’ego zbieznosci calki niewlasciwej. Niech € bedzie
liczba, dodatnia. Poniewaz funkcja ¢ jest monotoniczna, wiec dla dowolnych liczb 1,2 € (a, oo)
x1 < o, istnieje liczba ¢ € (w1, x2) taka, Ze f;f ft)g(t)dt = g(zy f t)dt + g(z2) f“ JiQ)
Zalézmy, ze speliony jest warunek (i). Niech M > 0 bedzie takg liczba, ze dla kazdego z € (a, 00)
zachodzi |g(z)| < M . Poniewaz caltka fz f(t)dt jest zbiezna, wiec istnieje liczba d > a taka, ze

jezeli x1,x9 > d, to ‘ f;f f@@) dt‘ . Stad i z poprzednio napisanej rownosci wynika, ze jesli

d <1 <22, to ‘fff f(t)g(t)dt‘ < ‘g(xl)le Ft)dt + gla) [ f(t)dt‘ <M+ M-S =
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Drobne zmiany w tym dowodzi niezbedne dla przeprowadzenia dowodu przy zatozeniu warunku (ii)
czytelnik z tatwoscia wprowadzi sam.
Przykiad 6.

Wykazemy, ze calka fooo sinz?dx jest zbiezna, choé nie jest to zbiezno$é bezwzgledna.

Jesli n jest liczba naturalng i a, = /2nm+ % < x < (/2nm+ 2 := b, to sinz? > 3. Wo-
bec tego [, |sina?|dz > Zf |sinz?|dx > Z —ap) = Z 2n/3
n

: 02(\/2n7r+57r/6+\/2n7r+7r/6) -
n= =

> E — L — 0, co koficzy dowdd rozbiezmodei catki [ | sin 2| dz .
- 21/(2n+1)7r ’ y fo | |

t=x2

Mam sinz?dex ———
Y fl dt=2z dz

I # sintdt. Oczywiscie ‘ N sintdt‘ = |cosl — cosz| < 2, funkcja
\/- jest malejaca i zbiezna do 0 przy ¢ — oo, zatem calka f1 f sintdt jest zbiezna. B

Przyklad 7.

Calka f(oo sinz o jest zbiezna, ale nie jest zbiezna bezwzglednie. Oczywiscie w punkcie 0 nie ma
osobliwosci, bowiem % =1- —:c + 5,:c — 7,39 + ... dla x € R. Zbieznos¢ calki foo blna”d:::
wynika od razu z kryterium Abela-Dirichleta, brak zbieznosci bezwzglednej z tego, ze jesli 2nm+ & <

r < 2nm + %’T , to sinx > % i z tego, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny.

Wallis, Stirling, Poisson
Niech I, = fOW/Q sin” zdx. Dla n > 2 mamy wtedy I, = fOW/Q sin"zdx = I,, =

—j; (1 —cos?z)sin" ?xdr = I, 5 — = foﬂ/Qcosac(sinnf1 ac)ldajz

:In_g—ﬁcosx(sinnflx) 3/22 n_g—O—&—n% 7T/Qsin"acclﬂz:—ln 2+ I . Stad mamy od razu
I, = =11, 5. Mamy tez Io:foﬂ/Qsinoxda:: 7T/Qd:cfﬁifo sinzdr = —cos§ +cos0 = 1.
Wynika stad, ze
2n —1 2n—1 2n -3 1 2n—1 2n—3 1w
Iy = o Iy o =...= : Ry A . R
2n 2n 2n — 2 2 2n 2n — 2 2 2
~@2n)-(2n—-1)-2n—-2)-2n—-3)-...-2-1 ©  (2n)! 7
2 2n-(2n—2)-(2n—2)-...-2-2 2 4n(nl)2 2’
Analogicznie
2n 2n 2n — 2 2 2n 2n — 2 2
SR T n+1 2n—1 377 T 1 21 3
B 2n-2n-2n—-2)-2n—-2)-...-2-2 _4™(n!)?
*(2n+1)-(2n)-(2n—1) (2n—2)-...-3-2  (2n+ 1"
Dla kazdego n > 0 zachodzi nieréwnos¢ I, > Ip11 > Ih40 = In Wynika z niej, ze 1 > "“ >
Z—E—J. Mamy wiec
n—oo
. Topta ) 2n-2n-2n—-2)-2n—2)-...-4-2-2 2
1= lim = lim 2
n—oo Ipy,  moco(2n+1)-(2n—1)-(2n—1)-(2n—3)-...-3-3-1 =
Wobec tego mozemy napisaé wzér Wallisa
N A m-2m-(2n—2) (2n—2)-...-4-2:2 2.2.4.4....
— = lim —— = lim =
2 noco Ip, n—o(2n+1)-(2n—1)-2n—1)-(2n—3)-...-3-3-1 1-3-3-5-...
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— oczywidcie ostatni napis oznacza granice, wiec ostatnia rownoéé nalezy traktowaé jako definicje
symbolu wystepujacego po prawej stronie.

Zajmiemy sie teraz przyblizeniem n! dla duzych n. Chodzi o to, by znalezé wyrazenie, za po-
mocy, ktérego mozna bedzie przyblizaé silnie. Ona na ogét wystepuje jako czynnik jakiegos iloczynu,
wiec chodzi o wyrazenie, ktére podzielone przez n! bedzie dazyé do 1, wielkich szans na to by

réznica dazyta do 0 nie ma, jesli chcemy znalezé prosty wzoér oczywiscie nie zawierajacy silni. Po-

niewaz 0 < n%' < % — 0, wiec przyjrzymy sie ilorazowi dwoéch kolejnych wyrazéw ciagu (n%') ,
fnd S : . (n+1)! no_ n 11—"n 1
by zrozumie¢, jak szybko ten ciag dazy do 0. Mamy )T = (n"_s_—l) = [1 + ﬂ — e

Rozwazymy wiec ciag zdefiniowany wzorem a, = n! - (%)n 7 poprzednio uzyskanych réwnosci

wnioskujemy, ze a;—:l =e- [1+ %}ﬂl—&. Mamy dalej Ina, = In (% . 2=t . . a2 a) =

n—00 n—1 OGn-2
e 14 2] ) (e [14 k) ) (e [14 1))+ e =
= (1—(n—1)1n[1+ﬁ]> + (1—(n—2)1n[1+ﬁ]> ot (1—111[1—!—%]) 1.
Przyjrzymy sie jednemu sktadnikowi. Mamy

17 _ 1 1 1 1 _ 1 1 1 _ 1 :
].7]{31H[1+%} 717]6[%7@4»%7@4»} *ﬂfw+m*"'fﬁ*bk,gdZ1€

b = ﬁ - ﬁ +--- € (ﬁ — #, ﬁ) . Wyrazy szeregu zbieznego Y b, sa dodatnie, wiec jego ciag
sum czesciowych jest Scisle rosnacy. Mamy wiec
na, = (gegy = ba—1) + (g —bn2) +- +- -+ (3 —b1) +1=

=3[l+3+ -+ 2] +1—[br+ba+ ... b
Szereg > b; jest zbiezny, ale szereg harmoniczny niestety nie. Mamy

k k k (L k
0< 3y —Jia sdr = Jea (i —3]de = Jea la:(gckq;) dr < ﬁ Je [z~ (k=1)]de = ﬁ

Przyjmijmy cx—1 = ﬁ — f:ﬁl %d:c. Szereg Y ¢, jest zbiezny i ma dodatnie wyrazy. Z réwnosci

1 _ rk 1 . .
+ = [i 1 $dx+cr_1 wynika, ze

na, =1+ 31+ [Pldzt e+ [ lde+cot -+ [7 Ydw +cpa] = (b1 + by + . by] =
=341 [ Ldat[er+eat - Hen]—[brtbat.. . buo1] = E+Iny/nt[er oot +en]—[br+bot. . bui].

Wiynika stad, ze ciag (Ina, —In/n) ma granice skoriczona, zatem ciag ( n) ma granice skonczona,

an
vn
an e

. . . - ! n . . ERT . . ERT
i dodatnia. Niech «, = NVl n! - (;) i niech g = nlirgoan. Wynika stad, ze g = nan;oagn
(granica podciagu réwna jest granicy ciagu). Wnioskujemy stad, ze
R PR A T 1 2 (e\2" /5 1 m 27\ _ 1 > 2272 _
g= lim o> = nh_,ngo{ﬁ ()2 (3)7 V2 gy (3) } = n{ﬂ;o{\/; @n)! } =
T 2-2:4-4-...-(2n)-(2n) T 2 2:4-...-(2n) _
= nhj%o{ : 1~2~3‘4~...‘(2n—1)~(2n)} = T}LH;O{\/; 1~3~...~(2n—1)} =
_ 1 2 2:2:4:4:6-6-...-(2n)-(2n) T 202n+1) 1. 2:24-4-66-...-(2n)-(2n) __ __
= nhj{,lo n 1~3-3~5-5-7-m-(anll)-(2n+1) (2n+1) = ,}Ln;o V ran nhjfgo 1~3-3.5-5-7-m-(sz{)-(QZH) =
=2 \/g =/2r.
1

Udowodnilismy wzor znany pod nazwa, wzor Stirlinga lim T n!l- (%)n = /27 zapisywany zwykle
n—oo

By

nieco mniej precyzyjnie

n n
n! ~ 27771(—)
e
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Zajmiemy sie teraz catka fooo e~ " dx. Zwana jest ona calka Poissona. Znajdziemy jej wartosé
oczywiscie nie zajmujac sie funkcja pierwotna funkcji e"”z, bo ta nie jest funkcja elementarna,.

Mamy [, e’ dz = lim fo\/ﬁe*ﬁd:c %ﬁ = lim \/_f et dt > Jim \/_fo (1—t%)n
n—o0 —ndt n—o0

___t=coss 2n _ 7r/2 ip2n+1 i 4™ (n))?

= hm \/_f /o 8in s(—sins)ds = hm \/_f sds = hm \/_ (2n+1)' =
Stirling 4m.9 2n 2n+1 9 omn

== lim nn = /27 lim n_ . _.e. n =

dwa razy n~>oo\/_e2” \/27r(2n+1) (2n+1)2n+1 Nn— 00 2n+1  2n+1 [2n+1]

Analogicznie [;° e=*"dr = lim fo\/ﬁ e dx %\/ﬁ
n—oo

; 1 —nt? <
" nl;r{:o\/ﬁfo e " dt <
t=tgs
S hm \/— j‘O (1+t2 n dt ¢

_ . 2 _
= = lim /n- fw/ s?" 2 sds < lim \/ﬁ~f07r/ cos?" 2 sds =
n—00 dt=cos—2 sds n—00 n—o00
s=rm/2—0 71—/2 . 2n72 . (2n)! 5 _ Stirling ﬂ. \/2m(2n)-(2n)3"- 2"
— lim /n- [ sds = lim \/ﬁ-4n(n!)2 L =——=7 lim y/n- =
= o Nn—oo n—oo

dwa razy n—o0 am-e2n( 27"”) (nm)?2

N =
%

7 twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze fooo

e~ dy = iV,



