Calka Riemanna

Wydaje mi sie, ze ta wersja jest lepsza od poprzedniej.
Nie ma tu twierdzenia, wg. ktérego miara zewnetrzna sumy wstepujacego ciagu zbioréw zwartych jest
granicg ciag miar zewnetrznych tych zbioréw, cho¢ bylo podane na wykladzie. Jest ono prawdziwe,
ale dowdd podany na wykladzie ma istotna luke, ktorej bez wdawania sie w dodatkowe rozwazanie
nie umiem wypemié. Uznalem wiec, ze dowdd twierdzenia méwigcego, ze granica miar zewnetrznych
ciagu zstepujacego zbiorow otwartych o miarach skonczonych jest miara zewnetrzna czesci wspolnej
tych zbioréw nie powinien korzysta¢ z nie calkiem udowodnionego stwierdzenia, chociaz byloby
{adniej . ..

Przypomnijmy definicje

Definicja funkcji catkowalnej w sensie Riemanna
Funkcja f:[a,b] — IR jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista I, taka ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0, taka ze jezeli a = x¢p < 1 <
<2< ... <Tp 1 <Tp=0"b, x; 1 <t; <z oraz x; —x;_1 <04 dla i=1,2,...,n, to zachodzi

‘I - (f(tl)(xl —xo) + f(ta) (w2 — 1) + ...+ f(tn)(xn — mn_l))‘ <e.

Liczba I nazywana jest wtedy catks Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i oznaczana symbolem

/ ’ f(z)dx. m

’ 7Z tej definicji wynika od razu, ze jezeli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna, to jest
ograniczona. Jesli bowiem ustalimy punkty a = zg < 1 < 22 < ... < Tp—1 < T, = b dostatecznie
drobnego podziatu przedziatu [a, b] , to zmieniajac odpowiednio punkt ¢; mozemy dowolnie zwiekszy¢
warto$¢ bezwzgledns skladnika f(¢;)(z; — x;—1) zachowujac jednoczesnie wszystkie inne punkty
(funkcja nieograniczona na calym przedziale [zg, x,] musi by¢ nieograniczona na co najmniej jednym
z przedzialéw [xo,x1], [T1,22],. .., [Tn_1,2n]). WykazaliSmy wiec, ze

Twierdzenie

Funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona. B

Niestety istnieja funkcje ograniczone, ktore catkowalne w sensie Riemanna nie sa. Przyjawszy

np.
1, jesliz e Q;
@)= {0, jesliz ¢ Q.

otrzymujemy funkcje niecatkowalna, w sensie Riemanna, bo wybierajac wymierne tq,...,t, otrzy-

mujemy f(t1)(x1 —x0) + f(t2)(@2 —x1) + ... + f(tn)(@n — xn—1) = b — a, zas dla niewymiernych
t1,...,t, otrzymujemy f(t1)(x1 — o)+ f(t2)(we — 1)+ ...+ f(tn)(zn — Tn—1) = 0 niezaleznie od
tego jak drobno podzielony zostal przedzial [a,b]. Nie ma wiec kandydata na calke. Sformutujemy

i udowodnimy twierdzenie charakteryzujace funkcje calkowalne w sensie Riemanna, ale musi to
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by¢ poprzedzone definicja, uogdlniajaca pojecie dtugosci przedziatu i kilkoma twierdzeniami na ten
temat. Zaczniemy od dowodu bardzo waznego twierdzenia o pokryciach przedzialu domknietego
przedzialami otwartymi.

Twierdzenie o liczbie Lebesgue’a
Jesli {I;: ¢ € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa przedzial domkniety

[a,b], tzn. U I D [a,b], to istnieje liczba A > 0 taka, ze jesli zbiér A C [a,b] ma $rednice mniejsza
teT
lub réwna niz A (czyli odleglo$é kazdych dwéch punktéw zbioru A jest mniejsza lub réwna A), to

istnieje ¢(A) € T takie, ze A C I;(4) (maly zbiér musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym,
elemencie pokrycia przedziatami otwartymi).

Dowdéd.
Zalézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n istnieje zbior A,, , ktory
nie jest zawarty w zadnym z przedzialéw I; i ktorego érednica jest mniejsza niz % . Niech a,, € A,,.
Z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (an, ). Niech p = limg .o an, . Niech p € Iy, , indeks

t(p) istnieje, bo U Iy O [a,b] > p. Poniewaz I,y jest przedzialem otwartym, wiec istnieje liczba
teT
6 > 0 taka, ze (p —9d,p+0) C Iy . Dla dostatecznie duzych k& mamy a,, € (p — %,p + %) Stad

1
jednak wynika, ze dla kazdego = € A,,, zachodzi nieréwnosé |z —p| < |z —an, |+|an, —p| < —+ 7
Nk

Oczywiscie dla dostatecznie duzych k zachodzi tez nieréwnosé nik < g i wobec tego |z — p| < 4.
To jednak oznacza, ze An, C (p—9,p+0) C Iy whrew temu, ze zbiér A,, nie jest zawarty w
zadnym z przedzialow I;. Dowdd zostal zakonczony. B

Komentarz: W dowodzie wykorzystywaliSmy jedynie jedna wilasnos¢ przedziatu domknietego,
mianowicie to, ze z kazdego ciggu punktéw przedziatu domknietego mozna wybrac¢ podciag zbiezny
do granicy znajdujacej sie w tym przedziale. Wiasnosé ta nie przystuguje przedzialom otwartym,
np. z ciagu (ﬁ) punktéw przedzialu (0,1) nie da sie wybraé podciggu zbieznego do granicy
lezacej w przedziale (0,1), bowiem ciag ten jest zbiezny do punktu 0 ¢ [0, 1]. Jest jasne, Ze zamiast
przedziatu domknietego mozna rozpatrywaé dowolny zwarty podzbior prostej.

Przypomnijmy, ze zbiory zwarte mozna scharakteryzowac np. tak, jak w twierdzeniu ponize;j.

Twierdzenie charakteryzujace podzbiory zwarte R
Zbiér C C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i gdy jego dopemienie R\ C
jest suma, pewnej rodziny przedzialéw otwartych. B

7 tekstu zawartego w komentarzu po dowodzie twierdzenia o liczbie Lebesgue’a wynika od razu,
ze prawdziwe jest

Twierdzenie o liczbie Lebesgue’a dla zbioru zwartego
Jesli {I;: t €T} jest pewng rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa zbidr zwarty C', tzn.

U I; D C, to istnieje liczba A > 0 taka, ze jesli zbiér A C C ma $rednice mniejsza, lub réwna niz A
teT



(czyli odleglosé kazdych dwéch punktéw zbioru A jest mniejsza lub réwna A), to istnieje t(4) € T
takie, ze A C I;(4) (maly zbiér musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym, elemencie pokrycia
przedzialami otwartymi). W

Definicja liczby Lebesgue’a
Liczba A, o ktérej méwi powyzsze twierdzenie Lebesgue’a nazywana jest liczba, Lebesgue’a pokrycia
{I;: te€T} (nie jest wiec ona zdefiniowana jednoznacznie, kazda liczba dodatnia mniejsza od niej
tez jest liczba Lebesgue’a). B

Twierdzenie Heinego-Borela o pokryciach skonczonych
Jesli {I;: ¢ € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa przedzial domkniety

[a,b], tzn. U I D [a,b], to istnieje zbidr skorczony Ty C T taki, ze
teT

U I; O [a, b]

teTy

czyli z kazdego pokrycia przedziatu domknietego przedzialami otwartymi mozna wybraé podpokrycie
skoniczone tego przedziatu.

Dowdd.

Niech A\ oznacza liczbe Lebesgue’a pokrycia {I;: ¢ € T}. Niech n > b_T“ oznacza liczbe naturalna,.

Niech x; = a + %(b —a) dla ¢ = 0,1,...,n. Z twierdzenia o liczbie Lebesgue’a wynika, ze dla
kazdego z przedzialéw [x;_1,x;] istnieje t(i) € T' takie, ze [x;_ 1,24 C ;) dla i =1,2,...,n. Stad
oczywiscie wynika, ze [a,b] C U Iy , co koticzy dowdd. M

i=1
Definicja dowolnie dlugiej sumy liczb nieujemnych

Niech A ={a;: t €T} oznacza pewien zbiér ztozony z liczb nieujemnych. Piszemy

Z A= Z a; = sup { Z a: T CT, T —zbiér skoﬁczony} [ ]

teT teT

Moéwiac stowami (niedoktadnie!): suma dowolnego zbioru liczb dodatnich réwna jest kresowi gérnemu
sum skonczenie wielu jego elementow. Niedokladnosé polega na tym, ze sumujemy nie elementy
zbioru liczbowego, lecz indeksowane elementy. Jesli jakas liczba jest przypisana np. trzem réznym
indeksom t, to liczymy ja trzy razy a nie raz jakby to mialo miejsce w przypadku sumowania
elementéw zbioru.

Jasne jest, ze jesli T oznacza zbiér zlozony z kolejnych liczb catkowitych wiekszych od k — 1,
(oo}
to Z a: jest po prostu suma szeregu Z an , wiec obecna definicja ma jedynie rozszerzy¢ zakres
teT n=~k
poprzedniej, ktéra wymagata uporzadkowania zbioru numeréw liczb dodawanych.
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Stwierdzenie o liczbie skladnikéw sumy skonczonej

Jesli Zat < 00, to zbidr indekséow ¢t € T: ay > 0 jest skoniczony lub co najwyzej przeliczalny:
teT
card{t € T: a; > 0}) <Ry .*

Dowdéd.
Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy dla pewnej liczby naturalnej n zbiér T, :={t € T: a; > 1} musi
by¢ nieprzeliczalny, wiec tym bardziej nieskoniczony, bo {t € T: a; > 0} = Ufle T, .‘Wtedy jednak
+00 <D ier, < D ter A, whrew zalozeniu. W

Stwierdzenie banalne o dlugosci przedzialu

Jedli dla kazdego ¢ € T symbol I; oznacza przedziatl dodatniej dlugosci o konicach a; i by oraz

UIt D [a,b], to Z(btfat) >b—a.**

teT teT
Dowéd.

Wystarczy dowiesé, ze teza ma miejsce w przypadku b — a < oo, bo pdlprosta i prosta moga
by¢ przedstawione w postaci sumy wstepujacego ciagu przedzialéw skonczonych. Mozemy w tym

przypadku zalozy¢, ze Z(bt — at) < o0, bo w przypadku przeciwnym nic do dowodu nie ma.
teT
Jedli ta suma jest skonczona, to zbidr T jest co najwyzej przeliczalny (poprzednie stwierdzenie).

Zalézmy ze jest on zbiorem liczb naturalnych. Niech € > 0 oznacza dowolna liczbe dodatnia. Niech
In = (an — —— Jasne jest, zeZb +2n+27(an W *€+Z n— Qn) -

Wobec tego, ze ¢ oznacza dowolng liczbe dodatma wystarczy wykazac teze dla rodzmy {Jn}: jesli

by, +

2n+2 ’ 2n+2 )

5+Z(bnfan) > b—a dla kazdego € > 0, to réwniez Z(bnfan) > b—a. Przedzialy J, sa otwarte,

wiec istnieje liczba A > 0 taka, ze kazdy przedzial o dlugosci < A jest zawarty w pewnym przedziale
Jn. Niech a =20 <21 < ... <xpm_1 < x;m = b oznaczaja takie punkty, ze z; —x;_1 < A dla ¢ =
1,2...,m. Dla kazdego ¢ wybieramy numer n(i) w taki sposob, ze [x;_1, ;] C Jy() . Wykazemy,
ze suma dhugodci przedzialow Jy,(1), Jn(2), - -5 In(m) jest wieksza niz b —a, z czego teza wyniknie
od razu. Mamy [xg,21] C Jy(1) . Niech i; bedzie najwiekszym numerem takim, ze [xo, 2, ] C Jyu1) -
Poniewaz J,,(1) jest przedziatlem wigc punkty w; dla 7 > i1 znajduja sie poza J,(1). Oczywiscie
(@i, iy +1] C Jp(i,4+1) - Niech teraz io bedzie najwickszym numerem takim, ze [z, 2i,] C Jy,41) -
Tak jak poprzednio dla i > iz punkt z; znajduje si¢ poza przedzialem J,(;, 1) . Definiujac kolejno
numery 0 = ig,i1, i2,...,i; otrzymujemy ciag numeréw taki, ze [zi,_,,%i;] C Jn,_,41), ik =m,
Tij+1 & Jn(i;_,+1) - Wobec tego numery n(ip + 1), n(iy +1),..., n(ix—1 + 1) sa rézne. Liczba x;; —
T;;_, jest mniejsza niz dhugos¢ przedziatu J,,;,_, 4+1). Wobec tego b—a = > (v, —x;,_,) jest liczba

mniejsza niz suma dhugosci przedzialow Jy,(io11) s Jn(ii+1)s -5 In(in_ +1) > tu korzystamy z tego, ze

* symbol card(A) oznacza liczbg elementéw zbioru A, czyli jego moc, uzywane na innych przedmiotach oznaczenie |A|
oznaczaé bedzie juz niedlugo miarg¢ zbioru.
*% Nie precyzujemy czy przedzialty sg otwarte domknigte, czy otwarto-domknigte, czy skonczone, czy nieskonczone, a
oznacza lewy koniec, b; — prawy.



przedzialy Jy,(io41) s Jn(is41) s -+ » In(in_1+1) Sa rozne (przedzialy Jy, 1y, Jy(2), Jnm) nie musza byé
rézne). Ta zadziwiajaco skomplikowana — jak na tak oczywiste stwierdzenie — konstrukeja prowadzi
do przypisania przedzialom [xijfl,acij] réznych przedzialéw J,(;, .y, co pozwala na zastapienie
sumy dlugosci tych pierwszych suma dtugosci tych drugich. Dowdd zostat zakonczony. B

Osoby, ktérym wydaje sie, ze powyzsze rozumowanie jest za dlugie, ze to przerost formy nad
tredcig zapraszam do jego skrécenia (odrzucajac jednak metode polegajaca na opuszczeniu kilku
stéw lub stwierdzenia, ze jest to oczywiste!).

Teraz mozemy wprowadzi¢ zdefiniowaé miare (zewnetrzna) zbioru A C R.

Definicja miary zewnetrznej

|A| = in%{z |14]: U I, D A}, gdzie I; oznacza przedzial niezdegenerowany a |I;| jego dlugosé,
te
teT
czyli réznice koricéw. Liczbe |A| nazywamy miara zewnetrzng zbioru A .M

Dzieki stwierdzeniu banalnemu o diugosci przedziatu definicja ta nie prowadzi do zamieszania w
oznaczeniach: Jesli zbiér A jest przedzialem, to |A| jest jego dlugoscia!

Zupelnie oczywiste jest

Twierdzenie o monotonicznosci miary zewnetrznej
Jesli AC B, to |A|<|B|. m

Twierdzenie o podaddytywnosci miary zewnetrznej
oo
U 4.

n=1

(oo}
<D 1Al

n=1

Dla dowolnych zbioréw A;, As, ... zachodzi nieréwno$é:

Dowdd.

Niech € > 0 bedzie dowolna liczba. Dla kazdego n istnieje rodzina przedzialéw {I;: t € T,,} taka,

ze U I, DA, i Z || < |An| + 2% Niech T = U T, . Jasne jest, ze U I; D U A, oraz ze

te’l), te’l), n=1 teTl n=1
(o] (oo} [e.e]
Z |I;| = Z ( Z |It|) < Z <|An| + 2%) = Z |Ay| + €. Poniewaz ta nieréwnos¢ zachodzi dla
teT n=1 teT, n=1 n=1
(oo} oo
dowolnej liczby € > 0, wiec U Apl < Z |An|, a to chcieliSmy wykazaé. B
n=1 n=1
[e.e] (o]
Oczywiscie chcialoby sie stwierdzié, ze jesli zbiory {A,} sa parami rozlaczne, to U A, = Z |An|.
n=1 n=1

Tego niestety nie mozna udowodnié¢ bez dodatkowych zalozen. W tym roku nie bedzie nas ta kwestia
interesowaé, zajmiemy sie tym w roku przyszlym, bo wymaga to wiekszej pracy i znalazto miejsce w
programie roku drugiego, a do naszych aktualnych celéw wystarczy twierdzenie o podaddytywnosci
miary zewnetrznej. Jest natomiast prawdziwe stwierdzenie nastepujace

Twierdzenie o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej dla przedzialow

Jedli przedzialy I, I, I3, ... sa parami rozlaczne (tzn. I N I; = 0 dla k # 1), to zachodzi
réwnosé: [ UL UI3U...|=|I|+|Lo|+ |13+
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Dowdéd.
Nierownosé |Il UlbUlzU... ‘ < |Il| + ‘Ig| + |13‘ + .-+ wynika wprost z definicji miary. Jasne jest
réwniez, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé

|[hULU.. .UL|<|LhULULU...| < |L|+ |L| + |Is] +---. (*)

Jednak ze stwierdzenia banalnego o dtugosci przedziatu wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi nieréwnosé |11 UlhU...U In‘ = ‘I1| + |IQ‘ 4+ 4+ |In| *  astad
[LULULU...[ > [hULU...UL| = [L] + |[B| + 4 [In| —— [l + || + [Is] + .
Wobec tego |11 UlLUIzU... | > ‘Il| + |IQ‘ + ‘13‘ + -+, co w polaczeniu z nieréwnoscia, (*) dowodzi
twierdzenia.

Definicja zbioru miary 0
Moéwimy, ze zbiér A jest zbiorem miary 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |A]=0. &

7 twierdzenia o podaddytywnosci miary wynika, ze suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary
0 jest rowniez zbiorem miary 0. Dla rodzin wiekszej mocy to oczywiscie nie jest prawda: kazdy
niepusty zbidr jest suma zbioréw jednopunktowych, a nie kazdy ma miare 0, np.|[2,5]] =3 > 0.
W szczegodlnosci kazdy zbidr przeliczalny ma miare 0, np. Q. Istnieja tez nieprzeliczalne zbiory
miary 0.

Przyktad (zbiér Cantora).
Opiszemy tzw. zbiér Cantora C. Sktada sie z tych liczb z przedzialu [0, 1], ktére mozna zapisaé w
ukladzie tréjkowym bez uzycia cyfry 1. Zbidr ten otrzymujemy usuwajac z przedziatu [0, 1] kolejno
przedzialy otwarte (3,2), (3,2), (£,3), (3. 2), (&,2), (32,2), (£,%), ...: za kazdym

razem usuwamy z jakiego$ przedziatu jego srodkowsa czesé, ktérej dtugosé to = diugosci przedziatu,

1
3
z ktorego ja usuwamy. Otrzymujemy zbior, ktory nie zawiera zadnego przedziatu. liczba % jest jego

elementem, chociaz w ukladzie tréjkowym zwykle zapisujemy ja w postaci 0,1. Mozna ja jednak

zapisa¢ w ukladzie tréjkowym jako 0,02222222..., bowiem % + 2—27 + % +.-- = 13/19/3 = % . Zbioér
Cantora jest mocy kontinuum, bo ma dokladnie tyle elementéw ile jest ciagdéw, ktorych elementami
sg 0 i 2. Jest on miary 0, bo mozna go pokry¢ 2" przedziatami domknietymi o dlugosciach %,
wiec jego miara nie przekracza liczby g—z m 0. m

Przyktad (zbiér (R\ Q) N[0,1]).
Ten zbiér oczywiscie nie zawiera zadnego przedzialu, bo kazdy przedzial zawiera liczby wymierne.
Jego miara nie moze byé wieksza niz miara przedziatu [0, 1], czyli nie moze byé wieksza niz 1.
Mniejsza tez by¢ nie moze, bo

1=|[0,1]| <|(R\Q) n[0,1]|+|Q@Nn0,1]| = [(R\ Q) Nn[0,1]] + 0= |(R\Q) N [0,1]|. m

Stwierdzenie o gestosci dopelnienia zbioru miary 0

Jesli |[A] =0 i a <b, to istnieje liczba (a,b) \ A # 0.

* Jedli rodzina przedzialéw (I;) pokrywa zbiér I;UI2U...UI, , to mozemy zastapié przedzial I; przedzialami I;NI;,
IoNI, ... I,NIy, oczywiscie |I1NIy|+|IaNIy|4...4|(TnN1)|<|1¢] .
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Dowéd.

Niech {I;: ¢ € T} bedzie rodzing przedzialéw taka, ze Z|It| <b—-ailUerlt 2 A — taka
teT
rodzina istnieje, bo |A| = 0. Z banalnego stwierdzenia o dlugosci przedzialu wynika, ze nie jest

prawda, iz ,cp It 2 [a,b]. Dowéd zostal zakoriczony. B

Uwaga o postaci otwartych podzbioréw prostej
Jesli zbidér G jest sumg rodziny przedzialéw otwartych (by¢ moze nieprzeliczalnej), to istnieje
skoniczony lub nieskonczony ciag przedzialéw otwartych I, Io, ... taki,ze G = [;UILU. .. Przedzialty
I, I, ... nazywane sg skladowymi zbioru G.

Dowadd.
Niech p € G. Niech J, bedzie maksymalnym przedzialem zawierajacym punkt p i zawartym w
zbiorze G, czyli Jp, jest sumg wszystkich przedzialéw otwartych zawierajacych punkt p i zawar-
tych w zbiorze G. Jasne jest, ze jesli p,q € G i p # g to albo J, = J,, albo J,NJ;, =0 —
suma przedzialéw o niepustym przecieciu jest przedzialem. Rodzina {J,: p € G} jest co najwyzej
przeliczalna, bowiem kazdy z tych przedzialow zawiera liczbe wymierna, liczby przypisane réznym
przedzialom sa rézne, bo te przedzialy sa rozlaczne, zatem przedzialéw nie moze by¢ wiecej niz liczb
wymiernych, ktorych jest Np. B

Ograniczone stwierdzenie o mierze zewnetrznej dopelnienia sumy
Niech C C [a,b] bedzie suma skoriczonej lub przeliczalnej rodziny przedziatéw (niekoniecznie otwar-
tych) i niech D = [a,b]\ C. Wtedy |C|+|D|=|[a,b]| =b—a.

Dowadd.
Niech I, I, I5,... oznaczaja przedzialy takie, ze C = L UL UI3U..., i #j = LNI; = 0.
Niech C,, = [ UL UI3U...UI, i D, = [a,b]\ C,. Zbiér D,, jest suma parami roztacznych
przedzialéw Ji, Ja, ..., Jm, , niektore moga by¢ jednopunktowe, m, < n + 1. Z banalnego stwier-
dzenia o dlugosci przedziatu wynika, ze b —a = |I1| + |La| + - + | L] + | 1] + [ 2| + - + [T, |
|Cn| = || + |I2| + - -+ ||, |Dn| = |J1]| + |J2| + - - -+ |Tm,,| - Wynika stad, ze b—a = |Cp|+|Dy|.
IC| = L]+ ||+ = nlggo|0"| . Oczywiscie D =, Dn , zatem |D,| > |D|. Mamy

b—a=|[ab]|=|CuD|<|C|+|D|.
Mamy tez
b—a= lm [|Cul + Dal] = lim |Gyl + lim [Dy] = [C] + lim |Dy| > O] + D],

Udowodnili$my, ze |C|+ |D| >b—a > |C| + |D|. Dowéd zostal zakonczony. B

Wypada w tym miejscu powiedzieé, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe dla dowolnego zbioru
C, ale dla wszystkich, ktore autor tekstu potrafi zdefiniowaé nie uzywajac pewnika wyboru jest

prawdziwe. Szczegdlami zajmiemy sie za niecaly rok, a moze juz za 8 miesiecy.



Lemat o miarach sum i przecieé¢ monotonicznych ciagéw zbioréw majacych
skonczenie wielu sktadowych

Niech kazdy ze zbioréw Bi, Bs,... bedzie suma skonczenie wielu przedzialéw parami rozlacznych.
Jesli By 2By 2 B3 D ... 1 |B1] <oo,to ‘ﬂan‘ = nlir&|B"|
Jesli B C B, CB3C...,to }Uan} :nILrI;O|Bn|.

Dowdéd.
Zaczniemy od pierwszego przypadku. Kazdy ze zbioréw Bi\ B2, B2\ Bs, ... jest suma skoriczenie
wielu parami rozlacznych przedzialéw, niektére moga, by¢ zdegenerowane do jednego punktu. Niech
Bi\By = [[UILU.. .Ul , Bo\ Bg = I, 41 Ul 42 U... U, , ... Przedzialy I, I, ... sa oczywis-
cie parami roztaczne. Zachodzi réwnosé¢ By = (ﬂ;il Bj) ULULU.. .Ul Ul 1 Ul 42U,

oo
wiec oo > |By| > |11 Uulu... | = Z|In| Poniewaz

n=1

oo
B, = (nBz) U Ikn71+1 U Ikn71+2 Uu...uU Ik" U Ik;nJrl U Ik;"JrQ U...=
j=n
oo
= (ﬂBi) Ulp, 41Uk, 42U.. .Ul ULy, 1 ULy 12 U....
j=1
wiec
Bl <[ M721 Bi| + kw1 + Hiarzl oo 4 T [ [T+ [T + -
oo
Poniewaz oo > |Bi| > ‘Il UlhU... ‘ = Z|In|,

n=1

wiec lim [|Ik"71+1|+ [Tk, 42|+ -+ |k, |+ Lk, +1 + |1k, +2]| +. .. | =0 — reszta szeregu zbieznego
n—oo

jest zbiezna do 0. Stad wynika, ze

o0
lim | B| < [(\Bi| + lim (1T, yoal + Tooval 4o+ Uk |+ Tiin + Uizl + ] =
n—oo 1 n— oo
]_
o0
= N8| < 1im |5,
j=1
Stad lim |By| < |72, Bj| < lim [B,| i w koticu lim |B,| = |2, B;|.
n—oo J= n—oo n—oo )=
Zajmiemy sie drugim przypadkiem, chyba nie trudniejszym. Niech By = L1 UL U... U I, ,
BQ\Bl :Ik1+1UIk1+2U...UIk2, B3\B2 :Ik2+1UIk2+2U...UIk3, ... Mamy wiec
U,Br=LULU...Uli, Ul 1 Ul 42U .Ul Uljy1 Ulyp2 U UL, UL
Stad i z twierdzenia o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej wynika, ze

U5

= lim |[B|+ B + .+ I, || = lim |B,]. ®
n—o0 n—oo

= L]+ Lo+ A Ty |+ | Ty |+ [ Tz 4 T |+ T | [ T2 44 [ T |+ - =

Twierdzenie o ciaglo$ci miary zewnetrznej (staba wersja)
Jesli By O By 2 B3 D ... izbiory te sa otwarte (tzn. kazdym jest sume przedzialéw otwartych, by¢

moze nieskoriczenie wielu) i By C [a,b] , to lim [By| = |, Bnl.
n—oo
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Dowdéd.
Niech € > 0. Zbiér B; moze by¢ przedstawiony jako suma co najwyzej przeliczalnie wielu prze-
dzialéw otwartych parami rozlacznych, jego skladowych. Niech By = L1y ULip ULij3U.... Z
poprzednio wykazanych twierdzen wynika, ze |Bi| = |I1,1|+ |I1,2|+ |I1,3| 4+ - -. Poniewaz |B1| < o0,
wiec istnieje liczba naturalna ki taka, ze |I1 g, 1| + |11k, 42| + [Tk, 43| +--- < §. Niech G; =
=h1ULUlLi3U...Ul, . Zbiér Gy jest sumg skoniczenie wielu przedzialéw, G C By i

|B1\ G1| =< ‘Il,k1+1 U2 Uik 3 U | = Togy 1| + [ Tey 2| + [ Te 3] + - < 5.
Zbiér Bs NG jest otwarty, zatem jest suma, co najwyzej przeliczalnie wielu przedzialéw otwartych
parami roziacznych. Niech Bo NGy = Io1 Uy o Ul 3U. ... Poniewaz oo > |Ba| = |I21| + |I2,2] +
|I2,3] + - - -, wiec istnieje liczba naturalna ko taka, ze |[I gyq 1|+ [I2,ko12] 4 [T2,ky43| +- - < §. Niech
Go=I1UlboUlhsU...Ul, € BoNGp. Mamy wiec

|B2\ Ga| < |B2\ Gi| 4+ |B2nNG1\ Ga| < [Bi\ Gi| +|[B2NGi]\ Go| < £+ 2 =3¢
Nastepnie w taki sam sposob konstruujemy zbiér G3 C B3N Gy taki, ze
|Bs\ Gs| < 3e+ £ = Ze.
Otrzymujemy ciag zbioréw G1 O Go D G3 D ... taki, ze G,, C B, i }Bn \ Gn| <(1- 2—1")5, wiec
réwniez
|G| < [Bn| <|Gn|+(1— 2%)5
Wynika stad, ze
lim |G,| < lim |B,| < lim |G| +¢.
n—o0 =00 =00
Poniewaz kazdy ze zbioréw Gi,Ga,... ma skoniczenie wiele skladowych, wiec (odpowiedni lemat)
NG| = nan;o|Gn| Z tego, ze (\Gn C (Bn wynika nieréwnosé: |(Gn| € | Bn|. Poniewaz
B; DB, , wiec jlirgo|Bj| > | ﬂBn‘ . Z tego wszystkiego wynika, ze
|NGn| = lim |G| < |NBn| < lim [B,| < lim |Gy + ¢ = |NGn|+ec<|NBa| +¢.

WykazaliSmy, ze dla kazdej liczby € > 0 zachodzi nieréwnosé | N Bn| < nILrI;O |B,| < ‘ N Bn‘ +e,a
to oznacza, ze | () Bn| = nl;r{:o|Bn| . ;

Teraz mozemy juz sformulowaé twierdzenie opisujace funkcje catkowalne w sensie Riemanna.

Twierdzenie charakteryzujace funkcje caltkowalne w sensie Riemanna
Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczona
i jej zbidr punktéw nieciaglosci ma miare 0.

Przed dowodem tego twierdzenia sformulujemy warunek typu warunku Cauchy’ego dla zbieznos-
ci wystepujacej w definicji catki Riemanna i wykazemy, ze jest on konieczny i dostateczny dla jej

istnienia. Bedziemy potrzebowaé kilku terminéw.

Oznaczenia:
a =20 <z < T2 < ... <xp1 <z =Db, punkty zg,z1,...,2, nazywamy wezlami podzialu
przedziatu [a,b], najwieksza z liczb x1 — o, T2 — 21 ,...,2, — Tp—1 Nazywamy Srednica podziahy;
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my =inf{f(t): xj—1 <t<x;}, Mj=sup{f(t): =z1 <t<x;};

liczba w; = M; —m; oscylacja funkcji f na przedziale [x;_1,z;];

liczha wy(x) =inf | sup f(¢t)— inf f(¢) | nazywana jest oscylacja funkcji f w punkcie x;
6>0 [t—z| <5 [t—z|<d

n
suma Z M;(z; — xj—1) nazywana jest suma gérng Darboux funkcji f;
j=1

n
suma Z mj(z; — xj—1) nazywana jest sumg dolng Darboux funkcji f. W
j=1

Warto zauwazy¢, ze jedli podziat a = o < 21 < 2 < ... < 21 < T, = b zastapimy drobniej-
szym, tzn. do weztéw xg,x1,T2,...,Tn_1, T, dodamy nowe, to gérna suma Darboux zmniejszy sie
lub zachowa swa, wartos¢, a dolna — przeciwnie — zwiekszy lub zachowa, zatem oscylacja na przedziale
ulegnie zmniejszeniu lub zachowa swa warto$é (oscylacja na podprzedziale nie przekracza wartosci
oscylacji na przedziale). Wynika to od razu z tego, ze kres gérny funkcji moze jedynie zmale¢ w
wyniku zmniejszenia dziedziny, a dolny — wzrosnac.

Warunek CICR typu Cauchy’ego istnienia catki Riemanna
Dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze jesli dla kazdego j7 = 1,2,...,n zachodzi

n
nieréwnoé¢ z; —xj_1 < J, to ij(:cj —zj_1)<e. N
j=1

Twierdzenie o istnieniu calki Riemanna

Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
warunek CICR.

Dowadd.

Jedli funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka,
b n c

ze jeSli z;_1 < t; < z;, to / f(z)dx — Zf(tj)(a:j —zj_1)| < 3 Stad natychmiast wynika,
a ]=1

n

b
: € €
ze f(z)dz — E mj(z; —xj-1)| < 3 oraz /a f(z)dz — g M(z; —xj—1)| < 3 Wobec tego

j=1

n n
ij(xj —Tj_1) = ZMj(xj —Zj_1) — ij(a:j —xj_1)| < 2% < e, zatem funkcja f spelnia
= , ,

warunek CICR.

Zalézmy teraz, ze funkcja f spelnia warunek CICR. W niejawny sposéb zakladamy, tu ze funkcja
f jest ograniczona, bowiem mozna wykona¢ odejmowanie sum Darboux, wiec nie moga one by¢
jednoczeénie rowne +o0o ani tez —oo, musza by¢ skonczone, bo ich réznica jest mniejsza np. od 1

dla dostatecznie drobnego podzialu, oczywiscie sup f(t) = max M;, inf f({)=  min m;.
te(a,b] Jj=12,...n te(a,b] 2,...,m

Niech D,, oznacza gérna sume Darboux funkcji f dla podziatu przedzialu [a,b] na 2™ réwnych

podprzedzialéw a d,, warto$¢ dolnej sumy Darboux dla tego podziatu. Ciag (D,) jest oczywiscie

10



nierosnacy (rozdrabniamy podzialy wiec gérna suma Darboux nie moze wzrosnad), a ciag (d,)
jest niemalejacy. Oba maja wiec granice. Poniewaz dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢ d, < D,,,
wiec obie te granice sa skonczone. Musza one byé¢ réwne, bo z warunku CICR wynika od razu, ze
nhﬂngo (D,, — d,) = 0. Oznaczmy te wspdlng granice przez I. Wykazemy, ze I jest calka Riemanna
funkcji f. Mamy oczywiscie D,, > I > d,, dla kazdej liczby naturalnej n. Niech € > 0 oznacza
dowolna liczbe i niech n bedzie tak duza liczba naturalna, ze D, —d, < 5. Niech ¢ > 0 bedzie

n
liczba taka, ze jesli z; —x;—1 < 6, to ij(:cj —zj_1) <
j=1

, niech z;_1 <t; < x;. Oczywiscie

Wl m

n n n
ij(xj —zj_1) < Z ft)(z; —xj—1) < ZMj(xj —xj_1). Utwérzmy z punktéw xg,z1,..., 2,
j=1 j=1 j=1

i weztéw podziatu przedzialu [a,b] na 2™ réwnych podprzedzialéw nowy podzial przedziatu [a,b].
Niech punkty a = zq,21,...,2mn = b oznaczaja wezly tego nowego podzialu, d jego sume dolng,
Darboux, D — sume gérna Darboux tego podzialu. Oczywidcie mamy d, < d < D < D, oraz
n n

Z mj(z; —xj—1) <d <D< Z M;j(x; —x;—1), bo w wyniku rozdrobnienia podzialu suma gérna
j=1 j=1

moze tylko zmaleé, a dolna wzrosna¢. Poniewaz liczby d, D, I leza w przedziale [d,,D,], wiec

n

I = D| < |Dy—dn| <5 (i [I—d|<|Dy—dy|<§). Analogicznie |» M;(x; —x;-1) — D| < :

=1 3
n n e
oraz ;Mj(xj—xj_l)—;f(tj)(mj—xj_l) < g.MoZemy wiec napisac:
‘IZf(t])(:EJZC] 1) <|ID|+‘DZMJ(5CJ zj—1)|+
j=1 j=1
= = e € €

M. R - _ ts R - < - — R
JFJZ:; (@) — i) ;f(g)(xj Tj-1) 3 t3tg=e¢

Wykazali$my wiec, ze I = f;f(:c) dz. m
Dowéd twierdzenia charakteryzujacego funkcje calkowalne w sensie Riemanna

Wiemy juz, ze jesli funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna, to jest ograniczona. Trzeba jeszcze
n

wykazac, ze jej zbiér punktéw nieciagloéci ma miare 0. Zaldézmy, ze ij(:cj —x;j_1) < e. Niech
=1
o(a) bedzie sumg tych liczb z; — z;_1, dla ktérych w; > «. Zachodzi nieréwnosé a - o(a) <

n
€

E wj(x; —xj—1) < €, zatem o(a) < —. Niech o, (a) oznacza sume dlugosci tych przedzialéw z
a

Jj=1

podzialu przedzialu [a,b] na 2™ réwnych podprzedzialéw, na ktérych oscylacja funkcji f nie jest
mniejsza niz «. Z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze o, (o) —— 0. Stad natychmiast wynika, ze
n—oo

zbiér punktéw z, dla ktérych wys(z) > o ma miare 0: wezléw wszystkich podzialéw przedziatu [a, D]
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na 2" podprzedzialéw, n = 1,2,... jest przeliczalnie wiele, wiec tworza one zbiér miary 0. Inne
punkty, w ktérych oscylacja nie jest mniejsza niz « znajduja sie oczywiscie w przedziatach ktérych
suma dtugosci jest mniejsza niz oy, (a) — 0. W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd twierdzenia w
jedna strone.
Niech teraz f:[a,b] — R oznacza funkcje, C' — zbiér punktéw, w ktérych jest ona ciagla,
D = [a,b] \ C — zbiér punktéw, w ktérych f jest nieciagla i niech dla kazdego x € [a,b] bedzie
speliona nieréwnosé |f(z)| < M < +oo. Wykazemy, ze jesli |D| =0, to funkcja f jest catkowalna
w sensie Riemanna. Mozemy oczywiscie zaklada¢, ze M > 0, bo jesli M = 0, to funkcja f jest
tozsamosciowo réwna 0, wiec jest oczywiscie calkowalna w sensie Riemanna.

Niech & > 0. Dla kazdego x € C istnieje liczba §, > 0 taka, ze jesli |t — x| < 6, 1 ¢ € [a,b], to
lf(t) — f(x)] < ﬁ . Z definicji zbioru miary 0 wynika, ze istnieja przedzialy I, I, ...takie,

ze U I, oD i Z |I,| < —M Przedzialy I, I, ...moga by¢ domkniete, otwarto-domkniete,

n=1

itp. Niech I, oznacza przedzial otwarty, ktérego $rodkiem jest srodek przedzialu I,, i ktdry jest

dtuzszy od I, o Oczywiscie I, > I, , wiec

3
20- M -2
UIDDIZ”'_Z('IHMM%) Z|I|+ZZOM2" 5M 20M 415\4

Rodzina F = {(z — 0y, 24+ 6,: = € C)}U{l,: n e N} sklada sie z przedzialéw otwartych, jej

suma zawiera przedzial [a,b]. Wobec tego istnieje liczba A > 0 taka, ze kazdy przedzial [c,d] C [a, b]
dlugosci < A jest zawarty w ktoryms elemencie rodziny F. Niech a = 29 < 21 < ... <z, = b
oznacza podzial przedziatu [a,b] na przedzialy dlugosci < M. Niech N¢ oznacza zbiér zlozony
z tych numeréw j € {1,2,...,n}, dla ktérych istnieje punkt x(j) € C' taki, ze zachodzi inkluzja
[zj_1,2,] C (x(j)—ém(j), x(j)—&—ém(j)) ,za$ Np — zbidr ztozony z numerdw pozostatych, tj. takich, dla

ktérych taki punkt x(j) nie istnieje, zatem istnie¢ musi liczba n(j) taka, ze [x;—1,x;] C In(J) Jasne

jest, ze U [zj—1,2;] U In,zatem Z |£L'] 1, }7‘ [zj—1,; ‘ §Z|In|<m
n

JEND JEND JEND JEND
Dla kazdego j zachodzi nieréwnosé¢ M; —m; < 2M . Ma wiec miejsce nieréwnosé

€ €
‘ij(:c]f:c]1<2MZ a:j1<2Mom:§.
JEND JEND
Jesli |t—x| < 0, z € CLto |[f(t)—f(x)] < ﬁ . Stad wynika, ze jesli [t—x| < Jp 1 |[s—z| < &g,
—-a
to |[f(&)—f(s)| <|f@)—f(z)|+|f(z)—f(s)] < ﬁ . Stad wnioskujemy, ze dla j € N¢ zachodzi
nieréwno$é M; —m; < ﬁ . Dzieki niej mozemy napisaé:
€ €
> wiley —a1) S gp—as 3 i —me) S g (b—a) = 5



Wobec tego mozemy napisac:

E—I—E_E
2—.

[\

ij(fvj —xia) = Y wilzj—zi) + Y wiley —z) <

JEND jENc

WykazalisSmy wiec, ze réznica miedzy suma gérna Darboux i suma dolna Darboux funkcji f jest
mniejsza od ¢, jesli tylko przedzial [a,b] zostal podzielony na dostatecznie krétkie podprzedziaty, a
to oznacza, ze funkcja spelia warunek CIRC, czyli ze jest catkowalna w sensie Riemanna. B

7 twierdzenia charakteryzujacego funkcje catkowalne i tego, ze suma i illoczyn funkcji ograniczo-
nych sa funkcjami ograniczonymi oraz z tego ze suma dwoch zbioréw miary 0 jest zbiorem miary 0
wynika

Twierdzenie
Suma i iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna sa funkcjami catkowalnymi w sensie Rie-
manna. H

Mamy réwniez tatwe do wywnioskowania twierdzonka

b b
1. c/ flz)dzx :/ cf(x)dx dla dowolnej liczby ¢ € R i funkcji f:[a,b] — R;

N

b b b
/ (f(z)+g(z))de = / f(x)dx +/ g(z)dx
a a a
dla dowolnych funkcji f,g:[a,b] — R catkowalnych w sensie Riemanna;
b b
3. jesli f(x) <g(z) dla a<z<b,to / flz)dz < / g(x)dx
a a

dla dowolnych funkcji f,g:[a,b] — R calkowalnych w sensie Riemanna;
b b

4. jesli f(z) <g(z) dlaa<z<bi / fz)dx < gx)dz (f,g:[a,b] — R sa catkowalne w
a a

sensie Riemanna), to zbiér {z € [a,b]: f(z) < g(z)} jest miary dodatniej;
5. jesli f(x) < g(z) dla a < x < b izbidr {z € [a,b]: f(z) < g(x)} jest miary dodatniej

b b
(f,g:[a,b] — R sg catkowalne w sensie Riemanna), to / fz)dx < / g(x)dx;

6. jesli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna i a < ¢ < b, to jest calkowalna w

b c b
sensie Riemanna na obu przedziatach [a,c] i [¢,b] i / f(z)dx :/ f(z) dx—i—/ f(z)dx;

7. jedli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, to réwniez funkcja |f| jest

[t < [ e

8. jesli funkcja f:[a,b] — R jest monotoniczna, to jest calkowalna w sensie Riemanna;

catkowalna w sensie Riemanna i zachodzi nieréwnosé

9. jesli funkcje g, f:[a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna i zbiér

b b
{z €la,b]: f(z)#g(x)} jest miary 0, to / f(z)dx :/ g(x)dx.
a a
Wiedzac, ze calka istnieje mozemy we wszystkich przypadkach, w ktérych wystepuja dwie funk-
cje okredlone na tym samym przedziale rozpatrywac te same podzialy tego przedziatu i z nich wy-

biera¢ te same punkty t;. Wtedy wlasnoéci 1,2,3,7 wynikaja z odpowiednich twierdzen o ciagach.
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Calkowalnosé funkceji | f| wynika z catkowalnosci funkeji f, bo jesli f jest ciagla w pewnym punk-
cie, to |f| tez, z ograniczonosci f ograniczonosé |f| wynika natychmiast, stad wlasnoéé 7. Funkcja
monotoniczna na przedziale domknietym jest ograniczona, zbidr jej punktéw nieciaglosci jest przeli-

czalny, zatem jest miary 0. Stad wlasnosé 8. Catkowalno$¢ na podprzedziale wynika z calkowalnosci

na przedziale od razu, réwno$é /b f(z)dx = /C f(z)dx + /b f(z)dx wynika z tego, ze mozna
rozwazadé tylko te podziaty przedzi:du [a,b], w kt((l’)rych c pojav?zia sie jako wezel. Jesli zbidr D jest
miary zero, to dla kazdego przedzialu [c, d] zbiér [e,d]\D jest niepusty, bo ma miare > d—c¢ — wynika
to z podaddytywnosci miary. Wynika stad od razu wiasno$¢ 9: w charakterze punktéw t; wystapié
moga punkty, w ktérych wartosci f i g sa takie same. Z tej wlasnosci wynika od razu wlasnosé
czwarta. Pozostalo udowodni¢ whasnos$é 5. Niech D(f) oznacza zbiér punktéw nieciaglosci funkeji
f, D(g) — zbiér punktéw nieciaglodci funkeji g, A — zbidr tych punktéw x € [a,b], dla ktérych
f(z) < g(z). Zbiér A nie jest miary 0, zbiory D(f) i D(g) sa miary 0. Zbiér A\ (D(f)UD(g)) nie
jest miary 0, wiec jest mocy kontinuum*. Niech p € A\ (D(f)UD(g))U{a,b}. Mamy f(p) < g(p).
Niech «, beda takimi liczbami, ze f(p) < a < 8 < g(p). Poniewaz obie funkcje f i g sa ciagle,
wiec istnieje przedzial [c,d] C [a, b] taki, ze dla z € [¢, d] zachodzi nieréwnos$¢ f(x) < a < < g(z).

Mamy wiec

/bf(:c)dx = /cf(:c)dx+/df(:c)dx+/bf(x)dx < /bf(:c)dera(dc) +/bf(:c)dx <
‘ c ‘ ‘ b ‘ c ‘ d b ‘ b
< / g(z)dz + B(d —¢) —|—/ g(z)dx < / g(x)dx+/ g(x)dx+/ g(x)dzx = / g(x)dzx,
co konczy (lllzasadnienie wlasnoéci 5dw oparciu o \(zlvlasnos'ci 3i é [ ] ’ ’
Twierdzenie o wartosci Sredniej

Jesli f:[a,b] — R jest ciagla, g¢:[a,b] — R — calkowalna w sensie Riemanna i nieujemna, to
b b
istnieje liczba ¢ € [a,b] taka, ze / f(x)g(x)de = f(c)/ g(x)dx.
Dowéd.
Niech m = inf{f(t): ¢ € [a,b]}, M =sup{f(t): ¢ € [a,b]}. Dla kazdego z € [a,b] zachodzi
wiec nieréwnosé mg(x) < f(z)g(x) < Mg(x). Wobec tego

m [ (@) de = / " mo(z)da < /  fa)ge)de < / ' Mola)dr = 11 / @)
b b

1
Jesli / g(z)dx = 0, to przyjmujemy np. ¢ = 5(& + b). Jesli jednak / g(z)dx # 0, czyli

b
b : Jo f(@)g(x)dx o .
g(x)dz > 0, to otrzymujemy m < st————— < M, a poniewaz f ma wlasnos¢ Darboux,
a [, 9(x)dzx
b
x)g(x)dx
bo jest ciagla, wiec istnieje ¢ € [a,b] takie, ze f(c) = faffb(% . Dowdd zostat zakoriczony. W
g(x)dx
a

* Gdyby zbiér A\(D(f)UD(g)) byt miary 0, to zbiér A bylby suma 3 zbioréw miary 0, wigc zbiér A bylby miary 0.
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Latwo mozna zauwazy¢, ze w przypadku tej wersji twierdzenia o wartoéci sredniej nie da sie
ominaé zalozenia ciaglosci funkcji f — inaczej niz w wersji z poprzedniej czesci tego tekstu, gdzie
wlasnoéé Darboux i tak byla (pochodna, jesli istnieje w kazdym punkcie przedzialu, ma wlasnosé
Darboux). Funkcja catkowalna w sensie Riemanna wlasnosci Darboux mieé nie musi, np. funkcja

monotoniczna, ktéra ma punkt nieciaglodci.

Niech f:[a,b] — R oznacza funkcje catkowalna w sensie Riemanna. Niech F(x) = / ’ f(t)dt.

Twierdzenie o ciaglosci i rézniczkowalnosci catki ’
Funkcja F spelnia warunek Lipschitza na przedziale [a,b]. Jedli funkcja f jest ciagla w punkcie
p € [a,b], to F ma pochodna w punkcie p i zachodzi réwnosé F’'(p) = f(p).

Dowadd.

f jest ograniczona na [a,b]. Niech M > 0 bedzie taka liczba, ze |f(z)| < M dla kazdego z € [a, b].
Niech a <z <y < b. Mamy

F(y) - F(x)] = /ayf(t)dt—[f(t)dt‘= [ swat] < [Cirwla< [ara= - o).

Musimy jeszcze wykazaé, ze funkcja F' jest rézniczkowalna w punktach ciaglosci funkcji f. Zalézmy,

ze p<b, 0<h<b—p. Mamy

HEw+ 1)~ Fo) - 10| = |7 (/perhf(t)dt) 5| <[ [ (10 - ) ] <
< %/p”h 0= swlars s |70 - 1) 0.

Ostatnia réwnosé (chodzi o granice, znaku = nie ma, ale jest strzalka, ktéra go zastepuje ) wynika
z ciaglosci funkcji f w punkcie p, to jedyny moment, w ktérym ciaglos¢ jest wykorzystywana.
Wykazalidmy, ze f(p) jest prawostronng pochodng funkeji F' w punkcie p. W taki sam sposéb
wykazac¢ mozna, ze jest to réwniez pochodna lewostronna, gdy a < p. Dowdd zostal zakonczony. B

Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagla na przedziale jest pochodna pewnej
funkcji rézniczkowalnej, tym razem to nie szkic dowodu, lecz dokladne rozumowanie. Przy okazji oka-
zuje sie, ze w przypadku funkcji ciaglych oba podejécia do calkowania daja ten sam wynik: catka Rie-
manna réwna jest réznicy wartosci funkcji pierwotnej. Pozwala to znajdowad liczne calki Riemanna.
Podkresli¢ jednak wypada, ze istnieja, funkcje rézniczkowalne, ktorych pochodne sa niecalkowalne w
sensie Riemanna i oczywidcie funkcje, ktore sa catkowalne w sensie Riemanna i nie maja wlasnosci

przyjmowania wartosci posrednich. Jesli funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna i ma funkcje

b
pierwotna, F', to calka / f(z)dx réwna jest réznicy wartosci funkeji pierwotnej na koricach prze-
a

dziatlu. Wynika to latwo z twierdzenia o wartosci $redniej:
n

F(b)—F(a) =Y (F(x;) — F(zj1)) = ZF'(tj)(ﬂUj —xj-1) = Zf(tj)(xj —j-1).

j=1
Ostatnia suma jest bliska calce Riemanna funkcji f, bo zalozylidmy, ze ta funkcja jest calkowalna

w sensie Riemanna. Dodajmy jeszcze, bez dowodu, ze funkcja spelhiajaca warunek Lipschitza jest
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rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie, tj. zbior punktéw nierézniczkowalnosci funkcji lipschit-

zowskiej jest miary 0, ale to twierdzenie dosy¢ daleko wykracza poza program wykladu z analizy.
Twierdzenie o przyblizaniu funkcji calkowalnych funkcjami ciaglymi

Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby € > 0 istnieje

funkcja ciagla g¢:[a,b] — R, taka ze

/ |f(z x)de <e i inf f(t) < inf g¢(t) < sup g(¢t) < sup f(t). (PFC)
t€[a,b] t€[a,b] te(a,b] te(a,b]

Jedli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja $cisle monotoniczna ¢, dla ktorej
spelniona jest powyzsza nieréwnosé (PFC).

Dowadd.
Niech a = 29 < 1 < 22 < ... < x, = b bedzie tak drobnym rozbiciem przedziatu [a,b], Ze
‘f: f(z)dz — 2?21 f(t;)(x; —xj-1)| < § dla dowolnego wyboru punktéw ¢; € [z;_1,2;] i niech

M = sup |f(t)|. Mozemy zalozy¢, ze M > 0, dla funkcji zerowej twierdzenie jest oczywiste. Niech
t€la,b]

d > 0 bedzie takg liczba, ze 4(n —1)Mdé <e i 30 <zj—z;—1 dla j=1,2,...n. Niech P; oznacza
przedzial domkniety o srodku z;, 7 = 1,2,...,n — 1 i dlugosci 6. Niech Iy, Iz, ...,I, beda
kolejnymi przedziatami, z ktérych sktada sie zbiér [a,b] \ (PLUP,U...UP,_1). Niech g bedzie
funkcja, okreslona na przedziale [a,b], ktéra

(1) jest ciagla,

(2) we wszystkich punktach przedzialu I, przyjmuje wartos¢ m, ,

(3) jest postaci ax + b na kazdym przedziale Py, Pa, ..., P,_1.
Jest jasne, ze na kazdym z przedzialéw I, Is, ..., I, zachodzi nieréwnosé¢ f(z) > g(z), na
przedzialach Py, P,, ..., P,_1 zachodzi nieréwnosé¢ |f(z) — g(x)| < 2M . Mamy wiec

b n n T

57 f(x)_zmj(mj_xj—l):z:/x.‘. (f(@) —m; dx>2/ ) dz =
/1. (f(x)—g(x))datzg/fj |f(z) - g(2)|dx

—jedli I =[a,p], to [, h( dx—fﬁ dx .

Mamy tez Z/ |f(z) = g(z)|dz < 2M(n —1)§ < g Z dwu ostatnich nieréwnosci i z tego, ze

b
/|f(x)—g(w)\da?=/l \f(x)—g<x>|dx+/P \f(a?)—g(w)lda?Jr/I £(@) — g(a)| da +
+/PQ\f(x)—g(w)\da?+---+/P1\f(x)—g(x)lda?Jr/ln\f(x)—g(w)\da:

n

:z_:/P.‘f(a?)—g(m)|dx+2/1.‘f(a?)—g(m)|dat<%4-%:5

wynika pierwsza cze$¢ tezy. Z konstrukcji wynika natychmiast, ze wszystkie wartosci funkcji g znaj-
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duja sie miedzy kresami funkcji f. Jest réwniez jasne, ze jedli f jest funkcja monotoniczna, to
réwniez g jest funkcja monotoniczna,.
Wykazemy jeszcze, ze jesli funkcja f jest niemalejaca i nie jest stala, to mozna znalez¢ funkcje $cisle
rosnacy ¢ spehiajaca nieréwnosci (PFC). W dalszej czesci rozumowania g oznacza funkcje, ktéra,
skonstruowalidémy poprzednio. Poniewaz f nie jest stala, wiec dla dostatecznie malych ¢ funkcja
g réwniez nie jest stata. Niech ¢ € [a,b] bedzie takim punktem, ze g(a) < g(c) < g(b). Niech
0 <k <1 iniech gp(z) =k*((z —c)+g(c)) + (1 — k)g(z) . Mamy wiec
|9x(2) = g(2)| = k[k(z = ) + g(c) — g()| < k(b—a+2M)———0,
oraz  g(b) = k(k(b—c) +g(c)) + (1 = k)g(b) = g(b) + k[k(b — c) — (9(b) — 9(c))].
Z ostatniej réwnosci i z tego, ze g(b) > g(c¢) wynika, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi
nier6wnosé gx(b) < g(b). Analogicznie
g(a) = k(k(a — ©) + g(c)) + (1 = K)g(a) = g(a) + k((9(c) — g(a) — k(c — a))
Wynika stad, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi nieréwnosé gr(a) > g(a). Wobec tego dla
kazdego x € [a,b] zachodzi nieréwnosé¢ g(a) < gr(a) < gr(x) < gr(b) < g(b). Funkcja gy, jest Scisle
rosnaca, bo jest suma funkcji niemalejacej (1—k)g i Scisle rosnacej k?((x—c)+g(c)) . Ta obserwacja
koriczy dowdd. B
Wygladzimy uzyskana funkcje.
Twierdzenie o przyblizaniu funkcji calkowalnych funkcjami gltadkimi
Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby e > 0 istnieje
funkcja g:[a,b] — R klasy C! (réwniez klasy C°, a nawet wielomian), taka ze

b
/ |f(x) —g(@)lde <e i  inf f(t)< inf g(t) < sup g(t) < sup f(t). (PFG)
a t€a,b] t€la,b] t€(a,b] t€(a,b]

Jesli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja $cisle monotoniczna ¢, dla ktorej
speliona jest powyzsza nieréwnosé (PFG).

Dowdéd.
Wskazemy jedynie miejsce, w ktorym nalezy nieco zmieni¢ poprzedni dowdd, by uzyskaé¢ funkcje

klasy C'. Zauwazmy, ze jesli

322 — 223 dla0<a <1,
) =<0 dla z < 0,
1 dla z > 1,

to ¢ jest funkcja klasy C1, $cisle rosnaca na przedziale [0,1], bowiem dla 0 < z < 1 zachodzi

nieréwno$é ¢'(z) = 6x(1 —x) > 0. Niech ¢ < d i C # D beda czterema dowolnymi liczbami

rzeczywistymi. Niech ¢(x) = C+ (D — C)w(fl:g) . Poniewaz funkcja ¢ jest klasy C', wiec funkcja
Y réwniez jest klasy C'. Zachodza oczywiste wzory 9(c) = C oraz ¢(d) = D. Funkcja 9 jest
Scisle rosnaca na przedziale [¢,d], gdy C' < D i $cisle malejaca w przeciwnym przypadku. W do-

wodzie twierdzenia o przyblizaniu funkcji catkowalnych ciaglymi zastepujemy funkcje postaci ax +b
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funkcjami typu 1, co czyni konstruowana tam funkcje g funkcja klasy C!. Jest ona monotoniczna,
gdy f jest monotoniczna. Konstruowana dalej funkcja gx réwniez jest klasy C'. Jej pochodna g,
jest dodatnia ($cisle!) na przedziale [a,b]. Dla kazdej liczby n > 0 istnieje wiec wielomian v taki,
ze |gr(x) —v(x)|] <n dla kazdego = € [a,b]. Niech w bedzie takim wielomianem, ze w(a) = gi(a)
i w'(z) = v(z) dla kazdego x. Jasne jest, ze |gr(x) — w(x)| < n(r —a) < n(b —a) dla kazdego
x € (a,b]. Oczywiscie w jest funkcja Scisle rosnaca dla dostatecznie matych n, bo v(z) > 0 dla
takich 7. Jasne jest tez, ze jesli € > 0, to konstrukcja pozwala zdefiniowa¢ wielomian w w taki
sposéb, by f; |f(z) —w(z)|dz <e. M

Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami ciagltymi pozwoli nam w przysztosci
na przeprowadzanie dowodéw w przypadku funkcji ciaglych, a nastepnie wyciaganie ogdlniejszych
wnioskéw. Przyktady pojawia sie wkrétce. Liczbe f: |f(z)—g(z)|dz mozna traktowaé jako odleglto$é
miedzy funkcjami calkowalnymi f i g. Z formalnego punktu widzenia nie jest to najwlasciwsze ze
wzgledu na to, ze calka z réznicy funkcji przyjmujacych te same wartosci poza zbiorem miary 0 réwna
jest 0, wiec nalezaloby najpierw wprowadzié¢ relacje rownowaznosci: dwie funkcje sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér tych punktow, w ktoérych przyjmuja, one rézne warto$ci ma miare 0.
Oznacza to, ze z takiego punktu widzenia funkcje rézniace si¢ np. tylko w punktach wymiernych
pewnego przedziatu sa ta sama funkcja. Po przyjeciu takiej umowy liczba f: |f(x) — g(x)|dz moze
pelnié role odleglosci. Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych ciagltymi méwi, ze zbior funk-
cji ciaglych jest gesty w zbiorze funkcji catkowalnych. Stwierdzenie to w pewnym sensie przypomina
twierdzenie o gestosci liczb wymiernych w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych (w kazdym prze-
dziale znajduje sie nieskoriczenie wiele liczb wymiernych!).

Lemacik o szacowaniu calki
Niech f:[a,b] — R oznacza funkcje calkowalng w sensie Riemanna. Niech |f(z)| < M dla kazdego
z € [a,b]. Zalézmy, ze |{x € [a,b]: |f(x)| >e}| < &. Pray tych zalozeniach

b
/ |f(x)|de < M§+¢e(b—a).

Dowdéd.

Zalézmy, ze a = 29 < 1 < ... < Tp—1 < T, = b jest na tyle drobnym podzialem przedzialu
[a,b], ze suma Riemanna z nim zwiazana przybliza calke / ’ |f(x)|dz z bledem mniejszym niz
1> 0. Niech |f(t;)| < e, jedli tylko w przedziale [x;_1,x;] zna?duje sie taki punkt. Jesli musieliSmy
wybraé t; tak, ze |f(t;)] > €, to mamy |f(t)] > ¢ dla kazdego t € [zj_1,2;]. Wobec tego suma
dhugosci tych przedzialéw jest < § i wobec tego suma pozostalych jest jest < b — a. Stad wynika,
ze f: |f(z)|dx < Mo +e(b—a) < Md+e(b—a). Dowdd zostal zakoniczony. B

Twierdzenie o calkowalnosci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funkcyjnego

Jedli funkcje f1, fa, ...sa calkowalne w sensie Riemanna na przedziale [a,b] 1 f, = [, to réwniez
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funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna i zachodzi réwnoéé

lim fn dx*/f

n—oo
Dowéd.

Niech D,, bedzie zbiorem punktéw nieciagloséci funkcji f, . Jest on zbiorem miary 0, bo funkcja f,
o0

jest catkowalna w sensie Riemanna. Wobec tego zbiér U D,, jest tez miary 0, bo suma przeliczalnej
n=1

rodziny zbioréw miary 0 jest réwniez zbiorem miary 0. Jesli p € [a,b] \ D, to wszystkie funkcje
fi, fo,...sa ciagle w punkcie p, zatem — na mocy twierdzenia o ciaglodci granicy jednostajnie
zbieznego ciagu funkcyjnego — funkcja f réwniez jest ciagta w tym punkcie. Ciag (f,) spemia
jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem dla dostatecznie duzych liczb naturalnych %k, n zachodzi
nieréwnos¢ |fn(z) — fx] < 1, wobec tego 1 > nlingo|fn(x) — fr(x)] = |f(x) — fr(x)|. Poniewaz
funkcja fr jest calkowalna w sensie Riemanna, wiec jest ograniczona. Wobec tego réwniez funkcja
f jest ograniczona: |f(z)| < |fx(z)| + 1. Wykazaliémy wiec, ze funkcja f jest ograniczona i ze jej
zbiér punktow nieciaglo$ci ma miare 0. f jest wiec calkowalna w sensie Riemanna. Niech ¢ bedzie

liczba, dodatnia. Niech m bedzie tak duzg liczba naturalna, ze |f,.(x) — f(z)

x € [a,b]. Dla dostatecznie drobnego podzialu a = zg < 21 < x2 < ... < Tp_1 < z, = b przedzialu

[a,b] zachodza nieréwnosci

‘/f dfof:cj — 1)

Wobec tego

‘/f dxf/fm Ydz| < z)dx — Zf:c] — ;1)
j=1
fo] —Tj— 1 me :C] — X 1 me x] — T 1 / fm dIIZ

5 5
<€+Z‘f ;) — fm(25)|(z; —2j—1) +¢ <€+b_aZ(:cj—a:j,1)+sf€+bT(b a)+e=3e.
j=1

n

/fm Ydx — Z (xj)(x; —xj-1)

<ei <e€.

+

b
Z tej nieréwnosci wynika, ze lim fu(z)dx = / f(z)dx . Dowdd zostal zakoriczony. B
a

n—oo
Przechodzenie do granicy pod aznakiem calki jest bardzo wazne w wielu sytuacjach. Podamy
jeszcze jedno twierdzenie, w ogdlniejsze wersji jest ono nazywane twierdzeniem Lebesgue’a.
Twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej
Zatézmy, ze funkcje f, fi1, f2, ... okreslone na przedziale [a,b] sa calkowalne w sensie Riemanna oraz
ze f(x) = nlirgofn(x) dla = € [a,b] \ S, |S| = 0 i ze istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdego
x € [a,b] zachodza nieréwnosci M > |f(x),|f1(z)], |f2(2)],. ... Wtedy
J} f@)de = Tim [7 fu(w)de
Dowdéd.

Niech D bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich punktéw, w ktérych co najmniej jedna z funkcji
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7, f1, f2, ... jest nieciagla oraz z tych punktéw z, dla ktérych nie jest prawda, ze nler;Ofn (x) = f(z).
Zbiér D jest suma przeliczalnie wielu zbioréw miary 0, wiec |D| = 0. Niech C = [a,b] \ D. Niech
€ > 0 iniech A, = {z € C: Fizn|fulz) — f(x)] > ﬁ} Niech By D By D Bz D ...
beds takimi zbiorami, ze A, C B, dla n = 1,2,..., B, jest zbiorem otwartym, tzn. jest suma
przedzialéw otwartych i jesli x € B,, to istnieje k > n takie, ze |fr(z) — f(z)| > ﬁ . Zbiory A,
mozna powiekszy¢ do zbioréw B, , bo funkcje f, fi1, f2,... sa ciagle w kazdym punkcie zbioru C', a
nieréwno$¢ wystepujaca w definicji zbioru A,, jest ostra (wiec jesli jest speliona w jakim$ punkcie x,
to réwniez we wszystkich punktach dostatecznie krétkiego przedziatu o $rodku w punkcie z ). Niech
B = (\,_, By, . Jasne jest, ze jesli z € B, to dla nieskoniczenie wielu n € N zachodzi nierdwno$é
|fr(z) = f(x)| > 305y - Stad wynika, ze jesli = € B, to NIE jest prawda, ze nan;ofn(x) = f(x).
Wobec tego |B| = 0. Z twierdzenia o ciaglodci miary zewnetrznej wynika, ze nhHH;O |B,,| = 0. Istnieje
e

wicc taka liczba n. € N, ze jesli n > n., to |B,| < 737 . Stosujac lemacik o oszacowaniu calki

stwierdzamy, ze
b b . .
‘fa (fn(x) — f(x))da:| </, ‘fn(ac) — f(x)‘da: <2M - 357 + a) (b—a)=c¢.
7 definicji granicy ciagu wynika wiec, ze lim | f: fu(z) = f(2) dx| = 0. Stad od razu wnioskujemy,

ze lim f; fo(z)dz = f; f(x)dx . Dowéd zostal zakoticzony. W

Zadanie
Niech f, : [a,b] — R iniech f(x) = fn(z) dla = € [a,b]\ D, |D| = 0. Niech f, f1, f2,... beda
funkcjami ciaglymi w kazdym punkcie x € [a,b]\ D. Udowodnié, ze dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje
zbiér C. taki, ze |[a,b]\ Cc| <ei fn = f na C..

Zadanie
Niech a(z) = e /[*0=2)] dla z € (0,1) oraz a(z) =0 dla z ¢ (0,1). Udowodnié, ze funkcja o
jest klasy C'°°. Niech [ bedzie funkcja pierwotng funkcji «. Wykazaé, ze istnieja stale ¢y i ¢ >0
takie, ze ¢1 + cof(z) = 0 dla kazdego x < 0 i ¢; + c2fB(x) =1 dla kazdego > 1.
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