Analiza, czes$é 6sma

Ulamki proste

Przypomnijmy, ze na tym wykladzie obowiazuje nastepujaca

Definicja wielomianu
Wielomianem nazywamy funkcje w: IR — IR lub w: C — C taka, ze istnieja liczby ag, a1 ,...,an
takie, ze dla kazdego argumentu = zachodzi réwnosé f(z) = ag + a1z + agz? + - - + a,a™ . Liczby
ag, ai,---,a, nazywamy wspétczynnikami wielomianu w .l

Lemat.
Jezeli jedyna wartoscia wielomianu w jest liczba 0, to wszystkie jego wspdtczynniki sa rowne 0.

Dowéd. klay = w®(0)=0. m

Whiosek.
Jesli v 1 w sa wielomianami i w(x) = v(z) dla kazdego x, to wielomiany w i v maja réwne
wspdlczynniki. B

Zadanie.

Wykazaé, ze jesli E anx = g bpay dla j=1,2,3,..., limz; =01iz; #0dla j=1,2,3,...,
J—00
n=0 n=0

to ap, =b, dla n=20,1,2,3,.... &
Definicja stopnia wielomianu

" i a, # 0, to liczbe naturalng n nazywamy stopniem

Jesli w(x) =ap+arx+ - +an_12" 1 +a,x
wielomianu w. Jesli wszystkie wspoélczynniki wielomianu w sa réwne 0, to stopniem wielomianu
w nazywamy symbol —oo. Stopieri wielomianu w oznaczamy symbolem deg(w) W

7 definicji stopnia wielomianu wynika od razu, ze jesli w i v sa dowolnymi wielomianami, to
deg(w - v) = deg(w) + deg(v) oraz ze deg(w + v) < max(deg(w), deg(v)).

Twierdzenie o dzieleniu z reszta
Dla dowolnych wielomianéw w i v, deg(v) > 0 istnieje dokladnie jedna para wielomianéw g,r
taka, ze w=quv+r i deg(r) < deg(v).

Dowdéd. Jesli w jest wielomianem stopnia mniejszego niz wielomian v, to mozemy przyjac
g =0, r =w. Zalézmy teraz, ze wielomian w ma stopienl nie mniejszy niz wielomian v oraz ze
teza zachodzi dla wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego niz deg(w) . Niech w(x) = ag+ a1z +
o tanz, v(z) = by + bz 4+ -+ bpa®, a, # 0 # by. Niech w(r) = w(x) — Z—:x”_kv(x).

Jasne jest, ze stopienl wielomianu w; jest mniejszy niz n = deg(w). Wobec tego istnieja wielomiany

An n—k
—x

by,
otrzymujemy réwno$é w(z) = g(x)v(z) +r(x). Trzeba jeszcze wykazad, ze jesli w = qu+r = qu+7

g1 1 r takie, ze w1 = q1v + r przy czym deg(r) < deg(v). Przyjmujac ¢(z) = q1(x) +

i deg(7),deg(r) < deg(v), to ¢ =¢q i ¥ =r. Mamy réwnos¢ 7 —r = qu — quv, zatem deg((q— q)v) =
deg(7 — r) < deg(v), a poniewaz deg((q — §)v) = deg(q — ) + deg(v), wiec deg(q — §) < 0, zatem

0 =g — ¢, wiec réwniez r = 7. Dowdd zostal zakonczony. B
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Definicja najwiekszego wspolnego dzielnika dwéch wielomianéw
Najwiekszym wspélnym dzielnikiem wielomianéw w i v nazywamy wielomian d najwyzszego stop-
nia sposréd tych, ktore sa jednoczeénie dzielnikami w i v, ktérego wspélczynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej réwny jest 1 (tj. wielomian unormowany). Oznaczenie: nwd(w,v).H

Twierdzenie podstawowe o najwiekszym wspélnym dzielniku

Jedli co najmniej jeden z wielomianéw w i v jest rézny od 0, to istnieje dokladnie jeden
najwiekszy wspdlny dzielnik, kazdy inny wspdélny dzielnik wielomianéw w i v jest dzielnikiem
nwd(w, v), istnieja wielomiany p, ¢, takie ze nwd(w,v) = pv + qw.

Dowdéd.

Rozwazmy zbidr P wszystkich niezerowych wielomianéw postaci pv+ qw . Oczywiscie w,v € P
(o ile ich stopnie sa nieujemne): w=1-w+0-v, v =0-w+1-v. Wobec tego zbiér P ma co naj-
mniej jeden element. Niech d € P bedzie wielomianem unormowanym najnizszego stopnia sposréd
nalezacych do P.*. Wykazemy, ze d = qow + pov jest wspdlnym dzielnikiem obu wielomianéw
w i v. Niech w = gd+ r dla pewnych wielomianéw ¢q, r, przy czym deg(r) < deg(d). Wtedy
r = (1 — gqo)w — pov. Poniewaz deg(r) < deg(d), wiec r = 0, co oznacza, ze d jest dzielnikiem
wielomianu w. Ten sam argument przekonuje nas, ze wielomian d jest dzielnikiem wielomianu v .
Jasne jest tez, ze kazdy wspdlny dzielnik wielomianéw w, v jest dzielnikiem pgv + qow = d, co
konczy dowdd twierdzenia. B

Whiosek
Jedli D = nwd(w,v) i wielomian d jest wspélnym dzielnikiem wielomianéw w i v oraz zachodzi
réwnosé deg(D) = deg(d), to istnieje liczba a taka, ze d =aD.

Dowdéd.
Poniewaz D = pv+qw dla pewnych wielomianéw p, g, wiec wielomian d jest dzielnikiem wielomianu
D, a poniewaz stopnie tych wielomianéw sa rowne, wiec ich iloraz ma stopien 0, zatem jest liczba. B

7 tego wniosku wynika, ze najwiekszy wspolny dzielnik dwéch wielomianéw jest dobrze zdefni-
niowany: jest tylko jeden wielomian spemhiajacy nalozone warunki!

Definicja dzielnika wlasciwego
Dzielnikiem wiasciwym wielomianu w nazywamy kazdy jego dzielnik stopnia dodatniego i jedno-
czes$nie mniejszego niz deg(w). W

Definicja wielomianu nierozkladalnego
Wielomianem nierozkladalnym (czyli pierwszym**) nazywamy wielomian, ktéry nie ma dzielnikéw
witasciwych. B

Definicja wielomianéw wzglednie pierwszych

Wielomiany v i w sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy nwd(w,v) =1 &

Jesli do P nalezy wielomian stopnia «, to nalezy réwniez wielomian unormowany stopnia «

** termin angielski: prime ma znaczenie pierwszy, ale jako najwazniejszy, np. prime minister.



Nalezy sobie uswiadomié, ze przynajmniej jeden z tych wielomianéw musi by¢ niezerowy, bo
musi istnie¢ nwd(w,v).

Lemat podstawowy o podzielnosci
Jedli wielomiany u i v sa wzglednie pierwsze i u jest dzielnikiem vw, to u jest dzielnikiem w.

Dowdéd.
Istnieja wielomiany p,q takie, ze 1 = pu + qu. Wobec tego w = upw + quw. u jest oczywiscie
dzielnikiem iloczynu upv i iloczynu quw (z zalozenia), zatem jest dzielnikiem ich sumy, czyli wielo-
mianu w. W

7 lematu podstawowego o podzielnosci wynika, ze kazdy wielomian mozna przedstawi¢ i to
jednoznacznie w postaci iloczynu wielomianéw nierozktadalnych, czyli

Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu
Dla kazdego wielomianu unormowanego w stopnia wiekszego od 0 istnieja wielomiany nierozkla-
dalne, unormowane vy, vs,...,v; takie, ze w =wvy-v9-... v przy czym jesli w =01 U2 ... 7.
jest innym przedstawieniem w postaci iloczynu wielomianéw nierozkladalnych, unormowanych, to
I =k i po ewentualnej zmianie numeracji czynnikéw zachodzg réwnosci v; = v; dla j =1,2,...,k.

Dowadd.
Jedli wielomian jest rozkladalny, to ma dzielnik wlasciwy, wiec moze by¢ przedstawiony w postaci
iloczynu dwéch wielomiandéw nizszego stopnia. Wielomiany stopnia pierwszego sa oczywiscie nie-
rozkladalne, wiec jasne jest (prosta indukcja wzgledem stopnia wielomianu), ze kazdy wielomian
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw nierozkladalnych. Jednoznacznos¢ wynika tatwo

z tego, ze jesli wielomian nierozkladalny dzieli iloczyn dwdéch wielomianéw, to dzieli jeden z nich

(lemat podstawowy o podzielnosci): jesli 01 jest dzielnikiem iloczynu vy -ve-...-vp = v1-(va-... V),
wiec U7 jest dzielnikiem v; lub dzielnikiem vy - ... - vy, jesli jest dzielnikiem vy, to poniewaz oba
sa unormowane i nierozkladalne, wiec v; = 1, jedli nie, to jest dzielnikiem iloczynu wvs - ... - vk,

czyli iloczynu krétszego o jeden czynnik od iloczynu wyjsciowego, prosta indukcja przekonuje nas o
tym, ze wtedy ©1; musi by¢ rowny jednemu z wielomianéw wvo,vs, ..., v, a to oznacza, ze kazdy z
wielomianéw ¥; jest jednym z wielomianéw vy, ..., v, co konczy dowéd jednoznacznosci. M
Wypada stwierdzi¢, ze wedtug zasadniczego twierdzenia algebry jedynymi nierozkladalnymi wie-
lomianami o wspétczynnikach rzeczywistych sa wielomiany stopnia pierwszego i te wielomiany stop-
nia drugiego, ktore nie maja pierwiastkéw rzeczywistych. Inaczej jest w przypadku wielomianéw
o wspolczynnikach zespolonych — kazdy taki wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wie-
lomianéw stopnia pierwszego, zatem jedynie wielomiany stopnia pierwszego sa w tym przypadku
nierozkladalne. Jeszce inaczej jest w przypadku wielomainéw o wspolczynnikach wymiernych. W
tym przypadku jest wiele wielomianéw, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielo-
miandw stopnia nizszego niz ich wlasny. Mozna np. wykazaé, ze jeéli p jest liczba pierwsza, to

wielomianu 2P~! + 2P=2 + ... + 22 + 2 + 1 nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch wie-
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lomianéw o wspélczynnikach wymiernych stopnia mniejszego niz p — 1. Nie jest to trudne, ale to
nie jest tematem naszych rozwazan, zostawiamy to ambitnym, zainteresowanym studentom, inni
zaczekaja na wyklad z algebry. W kazdym razie zaznaczy¢ nalezy, ze kwestia rozktadalnosci zalezna
jest tego, jakie wspdtczynniki dopuszczamy w rozkltadach.

Definicja funkcji wymiernej
Funkcja wymierna nazywaé¢ bedziemy funkcje, ktora mozna przedstawié w postaci ilorazu dwdéch
wielomianéw. Jej dziedzinag bedzie zbiér tych liczb rzeczywistych (lub zespolonych), dla ktérych
mianownik ilorazu zapisanego w postaci nieskracalnej jest rézny od 0.H

Wypada od razu stwierdzi¢, ze w takiej sytuacji licznik i mianownik nie maja wspdlnych
pierwiastkéw (w zbiorze dopuszczalnych wspétezynnikéw). Definicja ta nie jest calkiem zgodna z
uzywanymi w standardowych podrecznikach szkolnych, ktérych autor tego tekstu nie jest w stanie
pojac.

Definicja utamkéw prostych
Utamkiem prostym nazywamy funkcje wymierna, ktérej mianownik jest potega wielomianu nie-
rozktadalnego, a licznik wielomianem stopnia nizszego niz wielomian nierozkladalny, ktérego potega,

jest mianownik. W
T+ 7 x—13 23
z+1" 22 +z+1" (22457 (z—9)100

Utamkami prostymi sa wiec np. funkcje Funkcje

r—3 x+1000
z—1" 22+3zx+2
Twierdzenie o przedstawianiu funkcji wymiernej w postaci sumy utamkéw prostych

utamkami prostymi nie sa. Jasne jest, ze utamki proste sa nieskracalne.

Kazda funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i utamkéw prostych. Przed-
stawienie takie jest jednoznaczne z dokltadnoscia do kolejnosci sktadnikéw, jesli kazdy mianownik
moze wystapi¢ tylko raz, a wszystkie liczniki sa rézne od 0.
Dowadd.

Jasne jest, ze kazda funkcje wymierna, % przedstawi¢ mozna w postaci sumy wielomianu i funkcji
wymiernej, ktorej licznik jest wielomianem stopnia nizszego niz mianownik — wystarczy podzieli¢
licznik z reszta przez mianownik: L = QM + R, wtedy % =Q+ % . Druga obserwacja to stwier-
dzenie, ze jesli mianownik M jest iloczynem dwdéch wielomiandéw wzglednie pierwszych M = My Ms ,
to mozna funkcje wymierna zapisa¢ w postaci sumy funkcji wymiernych o mianownikach M; i Ms.

Wystarczy skorzystac z twierdzenia podstawowego o najwiekszym wspélnym dzielniku: istnieja wie-

R R(L1 My + Lo M. RL RL
lomiany Ly i Lo takie, ze 1 = LM + LaMsy, zatem i = (Ly ]\411]4\_42 2M>) = M12 + M;'

Te uwagi pozwalaja na stwierdzenie, ze funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy wie-

lomianu i funkcji wymiernych, ktérych mianowniki maja stopnie wieksze niz liczniki i nie mozna ich
przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw wzglednie pierwszych (stosujemy indukcje wzgledem
stopnia mianownika). Jesli wielomianu nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw

wzglednie pierwszych, to musi by¢ on potega wielomianu nierozktadalnego: w rozkladzie na czynniki
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nierozktadalne moze wystepowaé tylko jeden czynnik, oczywiscie moze on wystapi¢ wielokrotnie.
Nastepnie mozna zmniejsza¢ stopien licznika dzielac go z reszta przez nierozkladalny czynnik mia-
nownika. To konczy to nieco gawedziarskie uzasadnienie istnienia rozktadu. Kolej na jednoznacznosé.
Zalézmy, ze w1 + % = wy + %, gdzie w1, wa, pP1, P2, q1, g2 Sa wielomianami przy czym
deg(p;) < deg(q;) dla i = 1,2. W tej sytuacji mamy (w; — w2)q1g2 = p2¢q1 — p1g2 . Oczywiscie
deg(q1g2) > deg(p2qi — p1g2), zatem deg(w; — we) < 0, ale to oznacza, ze w1 — we = 0, czyli

w) = wsy . Stad automatycznie wnioskujemy, ze h_ b2 . Wobec tego mozemy sie zajmowaé jedy-

nie funkcjami wymiernymi, ktérych mianownik r(Izlla stoq;ieﬁ wigkszy niz licznik. Zauwazmy jeszcze,
ze sumujac ulamki proste o réznych mianownikach i niezerowych licznikach otrzymujemy utamek
nieskracalny. Jesli bowiem v jest wielomianem nierozkladalnym, ktéry wystepuje w mianownikach
rozwazanych utamkéw prostych, m jest najwiekszym wykladnikiem z jakim v wystepuje, to po
sprowadzeniu sumy do wspdlnego mianownika najnizszego stopnia liczniki wszystkich pozostatych
sktadnikéw beda podzielne przez v, a tylko w tym jednym przypadku bedzie inaczej. Wobec tego
otrzymany ulamek nie da sie skréci¢ przez v, a w rozkladzie mianownika na czynniki pierwsze zadne
wielomiany poza wystepujacymi w mianownikach sktadnikéw rozpatrywanej sumy nie moga sie po-
jawi¢. Wobec tego kazde dwa ,0szczedne” przedstawienia jednej funkcji wymiernej musza daé¢ ten
sam mianownik: ten ktory otrzymujemy zapisujac ja w postaci nieskracalnej.

Zalézmy teraz, ze Ly _ +2—3 oraz —oo < deg(u) < deg(v), —oo < 4 < deg(v),
MG q um q

—o0 < deg(p) < deg(q), —oo < deg(p) < deg(q), p,q sa wzglednie pierwsze, p,{ tez sa wzglednie
pierwsze, wielomian ¢ nie dzieli si¢ przez v, wielomian ¢ jest niepodzielny przez v" . Wykazemy,
ze wtedy m = n i u = @. Zalézmy np., ze m > n. Mamy (v — @™ ™)qq = (pg — pg)v™.

Niech k oznacza mniejszy z dwéch wyktadnikéw z jakimi v wchodzi w rozklad na czynniki pierwsze

m—+k

wielomianéw ¢ i ¢. Wtedy prawa strona otrzymanej réwnoéci jest podzielna przez v , natomiast

iloczyn qq przez te potege v nie jest podzielny (ani ¢ ani ¢ nie dzieli sie przez v™ ). Wobec tego
wielomian u — wv™ ™" jest podzielny przez v. To jednak jest mozliwe jedynie wtedy, gdy m = n
(bo u przez v sie nie dzieli) i jednoczesnie w = @ (bo stopnie u i @ sa mniejsze niz deg(v)).
Wykazalismy, ze przy danych zalozeniach vim = ’ui" , Wiec rowniez g = 1—3

. Ta obserwacja pozwala na
zakonczenie dowodu jednoznaczno$ci przedstawienia: zmniejszamy indukcyjnie maksymalny stopien
z jakim wystepuja potegi wielomianéw nierozkladalnych w naszej sumie utamkéw prostych. B
Uwaga. W zasadzie wykorzystywaé bedziemy jedynie istnienie rozkladu, ale ze wzgledow es-
tetycznych podaliSmy réwniez twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na sume ulamkéw prostych.
Warto tez dodaé, ze rozwazane bywajg réwniez nieskorniczone sumy utamkoéw prostych. Przedstawia-

nie funkcji w takiej postaci pozwala niejednokrotnie na zreczniejsze badanie ich wilasnosci.



CALKI

Operacja odwrotna do rézniczkowania nazywana jest calkowaniem. Dana funkcja traktowana
jest jako pochodna pewnej funkcji, ktéra trzeba znalezé. Zaczniemy od definicji.

Definicja funkcji pierwotnej czyli calki nieoznaczonej
Niech G C IR bedzie suma pewnej rodziny parami rozlacznych przedzialéw. Jezeli f:G — IR jest
funkcja na zbiorze G, to kazda funkcje F: G — R, dla ktdrej réwnosé F’'(x) = f(x) ma miejsce
dla kazdego x € G nazywamy funkcja pierwotna lub calka nieoznaczona funkcji f. Stosujemy
oznaczenie F(z) = [ f(z)dz. &

Zauwazmy, ze jesli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to dla kazdej liczby rzeczywistej C
funkcja F + C' tez jest funkcja pierwotna funkcji f. Zachodzi

Twierdzenie o jednoznacznos$ci funkcji pierwotnej
Jesli P jest przedzialem, f:P — IR funkcja a F; i F5 jej funkcjami pierwotnymi, to istnieje
liczba C' € IR, taka ze dla kazdego x € P zachodzi réwnosé Fa(z) = Fi(x) + C'.

Teza wynika natychmiast z tego, ze pochodna funkcji F» — F} jest funkcja tozsamosciowo
réwna 0, wiec funkcja Fo — F} jest stala. B

Podkresli¢ od razu wypada, ze jesli dziedzina nie jest przedziatem, to teza przestaje by¢ prawdzi-

1
wa. Funkcja In|z| jest funkcja pierwotna funkcji —. Niech Fj(z) = In|z|. Niech Fy(z) =1+ Inzx
x

dla z > 0 1 Fy(x) = In(—2z) dla « < 0. Jasne jest, ze F5(x)

= é dla kazdego x # 0, wiec
F5 jest funkcja pierwotna funkcji In, podobnie jak Fj. Funkcja Fp — F; przyjmuje jednak dwie
wartosci, mianowicie 0 dla x < 0 oraz 1 dla = > 0. Nie jest wiec stala, chociaz jest stala na
kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f. Czasami taka funkcje nazywamy lokalnie stala,.

W dalszym ciagu bedziemy, zgodnie z przyjetym zwyczajem, pisaé

/f(at)dx:F(m)—&-C,

jesli F jest jakas funkcja pierwotna funkcji f, przy czym C oznaczaé tu bedzie zawsze funkcje

lokalnie stala, czyli funkcje, ktora jest stala na kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f .

Przyklady
1. [de=2+C.
2. [e"dx=e"+C.
3. [cosxdr = —sinz+C.
4. [sinazdr =cosz + C'.
5. /édx:1n|x|+0.

6. [2%dr = %H:E’”l + C dla a # —1 i kazdego z, dla ktérego funkcja x® jest okreslona (jesli

a > 0 jest liczba wymierna postaci , k, m —calkowite, to dziedzing tej funkcji jest IR,
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jesli @ < 0 jest liczba wymierna postaci , k, m —calkowite, to dziedzina, jest zbidr

k
2m+1
wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem 0, jesli a > 0 jest liczba rzeczywista innej postaci

, k, m —calkowite,

k
to dziedzina jest [0,00), w przypadku a < 0, ktére nie jest postaci ol
m

dziedzing, jest (0,00)).

7. /Tlﬂda: = arctgx + C'.
Te wzory nalezy zapamietac. Jasne jest, ze nie kazda funkcja ma funkcje pierwotna. Niech
f@) =0 dla x <0 iniech f(z) =1 dla z > 0. Jesli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to
dla z < 0 mamy F’'(x) = 0, wiec funkcja F jest stala na pélprostej (—oo,0]. Dla z > 0 mamy
F'(x) =1, wiec musi istnieé stala liczba ¢, taka ze F(z) = z+c¢ dla kazdego « > 0. Poniewaz F' ma
by¢ funkcja rézniczkowalna w kazdym punkcie, w szczegélnosci w punkcie 0, wiec musi byé¢ F(z) = ¢
dla x <0 oraz F(z) = x + ¢ dla = > 0. Niestety tak zdefiniowana funkcja nie ma pochodnej w
punkcie 0: lewostronna pochodna to 0, a prawostronna to 1. Jest to ilustracja ogdlnego zjawiska.
UdowodnilisSmy przeciez, ze jesli funkcja ma funkcje pierwotna, czyli jest pochodna pewnej funkcji,
to na kazdym przedziale przystuguje jej wlasnoéé przyjmowania wartoéci posrednich, czyli wlasnosé
Darboux. Warunek ten jest konieczny, ale niestety niedostateczny. UdowodniliSmy poprzednio, ze
Twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji ciaglej
Jedli f: P — IR funkcja ciagla na przedziale P, to f ma na nim funkcje pierwotna. B
W wielu podrecznikach mozna spotkaé¢ inne rozumowanie, ktére przytoczymy, chociaz z naszego
punktu widzenia nie jest ono dowodem, bowiem korzysta z pojecia pola i jego wlasnosci, a my$my
o polu nic jeszcze nie méwili.
Szkic innego dowodu istnienia funkcji pierwotnej
Zatézmy najpierw, ze funkcja f jest dodatnia. Niech zg € P iniech > 0. Niech F(z) oznacza pole

obszaru ograniczonego z dotu odcinkiem [z, ], z géry wykresem funkcji f, z lewej strony prosta,
pionowsq przechodzaca przez punkt (IOO ), z prawej strony — prosta pionows przechodzacs przez

punkt (g) W przypadku x < xg zamiast pola analogicznego obszaru rozwazamy liczbe ujemna,

ktérej wartoscia bezwzgledna jest odpowiednie pole. Wykazemy, ze F'(x) = f(z) w przypadku z >
Ty pozostawiajac rozwazenie drugiego przypadku, calkowicie analogicznego, czytelnikom. Zalézmy,
ze h > 0 jest tak malg liczba dodatnia, ze x +h € P. W tej sytuacji F(x + h) — F(z) jest polem

obszaru ograniczonego z dotu odcinkiem [z,x + h], z géry — wykresem funkcji f, z lewej strony

— prosta pionowsa przechodzaca przez < 0 ), z prawej strony — prosta pionows przechodzaca przez

(I —(f)' h ) Z rysunku i ze znanego wzoru na pole prostokata wida¢, ze

<sup{f(t): z<t<zxz+h}



— obszar opisany przed chwila, zawiera prostokat o wysokosci inf{f(¢t): « <t < z+h} ipodstawie h
i jest zawarty w prostokacie o wysokosci sup{f(¢): x <t <axz+h} ipodstawie h.Z ciaglodci funk-
cji f wynika, ze hlirg+ inf{f(t): z<t<z+h}=f(z)= hli»nol+ sup{f(t): x <t<ax+h}. Stad
F(z+h)— F(x)

i z twierdzenia o trzech funkcjach wynika od razu, ze lim = f(z). Minimalna

h—0+ h
F h)—F
modyfikacja tego rozumowania pokazuje, ze réwniez lim (z+ i)z (z) = f(x). Jedli funkcja
h—0—

f przyjmuje rowniez wartoéci ujemne, lub tylko ujemne, to mozna do niej doda¢ liczbe dodatnia
tak duza, by wartosci nowej funkcji w punktach z¢, x i * 4+ h oraz wszystkich lezacych miedzy
nimi byly dodatnie. Mozna to zrobié¢, bo funkcja ciagla na przedziale domknietym jest ograniczona
— rozpatrujemy by¢ moze tylko czes¢ dziedziny, ale tak wolno postepowaé, bo interesuja nas jedynie
wartosci przyjmowane przez nia, w okolicach x. Na tym zakoriczymy szkicowanie dowodu. B

Dowdd istnienia funkcji pierwotnej ma wyjasni¢ zwiazek calki z polem. w istocie rzeczy pierwsze
wzory na pola figur bardziej skomplikowanych uzyskano juz w starozytnosci (koto, parabola, po-
wierzchnia kuli itd.). Istotny postep uzyskany zostat dzieki Archimedesowi. Jednak jego pomystowe
rozumowania dlugo musialy czekaé¢ na kontynuatoréw. W praktyce nastepne powazne osiagniecia w
tej dziedzinie uzyskano dopiero dzieki zauwazeniu zwiazku liczenia pdl, objetosci z rézniczkowaniem.
Rezultaty Archimedesa i jego wspdlczesnych staty sie teraz banalnymi zadaniami, z ktérymi radzi
sobie wielu studentéw, choé¢ wielu z nich mialoby istotne trudnoéci ze zrozumieniem tego, co pisal
Archimedes (nawet po przettumaczeniu na polski lub inny jezyk dla nich zrozumialy).

Warto tez wyraznie stwierdzi¢, ze cho¢ wiemy, ze funkcje ciagle maja funkcje pierwotne, to jed-
nak nie zawsze daje sie je wyrazi¢ za pomoca funkcji, ktérymi do tej pory operujemy, wiele z nich to

*" . Jej funkcji pierwotnej nie mozna wyrazi¢ za

tzw. funkcje nieelementarne. Wazny przyktad to e~
pomoca wielomiandw, sinusa, kosinusa, funkcji wyktadniczej, funkcji odwrotnych do wymienionych,
jesli dopuscimy dziatania arytmetyczne i sktadanie funkcji. Tego typu twierdzenia udalo sie wykazaé
w drugiej potowie XIX wieku. Ich dowody, a nawet dokladniejsze oméwienie, daleko wykraczaja poza
program nauczania matematyki w wyzszych uczelniach, z wyjatkiem niektérych wydzialéw matema-

2? jest jedna z czeSciej uzywanych w

tyki. Wspominamy jednak o tych twierdzeniach, bo funkcja e~
statystyce. Z przyczyn podanych przed chwila stworzono tablice jej calek, mozna wybiera¢ funkcje
pierwotna tak, by jej granica przy * — —oo byla liczba 0. Druga przyczyna to ostrzezenie, ze pro-

blemy wygladajace na elementarne czasem sa nierozwigzywalne. Jest wiele innych funkcji tego typu,

sin x

, sina?, VAx* + Bx3 + C22 4+ Dz + E przy zalozeniu, ze wyrazenie pod pierwiastkiem

np.
jest wielomianem stopnia > 2 i to nie szczegélnie dobranym (2* + 222 4+ 1 nie powoduje zadnych
klopotéw, bo pierwiastek to tylko dekoracjal!). Czesto tez pozornie mala zmiana zmienia zasadniczo

2
x

trudno$¢ problemu, ktory trzeba rozwiazaé¢: calka z funkcji e~

[xe " dx = —%6_12 +C'!

jest nieelementarna, natomiast

Whniosek z dowodu twierdzenia o istnieniu pochodnej funkcji ciaglej
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Jedli funkcja f jest ciagla i nieujemna na przedziale [a,b], F jest funkcja pierwotng funkcji f, to

pole obszaru A = {(

jest

X

y > a<z<bh 0<y< f(x)} , tzw. ,pole pod wykresem funkcji f”, réwne

F(b) — F(a).

Dowdd. W dowodzie twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji wskazaliémy funkcje
pierwotna, F' funkcji f, dla ktérej wzor wypisany we wniosku ma miejsce. Ze wzgledu na twierdzenie
o jednoznacznosci funkcji pierwotnej réznica F'(b) — F'(a) nie zalezy od wyboru funkeji pierwotnej
(r6zne funkcje pierwotne na przedziale réznia sie o stala). B

Definicja calki oznaczonej Newtona
Calka oznaczong funkcji f:[a,b] — IR nazywamy liczbe f(b) — F(a), gdzie F' oznacza funkcje

pierwotna, funkcji f. Stosujemy oznaczenie

/ f@)de = F(b) — Fla). m

b b
Stosujemy tez inne oznaczenie: F(b) — F'(a) = F(z)| , wiec mozna pisaé / f(x)dz = F(z)
a

a a

Przyklady

b
8. / dxr =b— a, bo pole prostokata o podstawie b — a i wysokosci 1 réwne jest b —a. B
a

b b2 _a2 1 b
9. / rdr = —5 bo /acda: = 5352 + C'. To tez zadna sensacja. Jeli 0 < a, to / xdx to
a a

1
pole trapezu o podstawach a i b, ktérego wysoko$é réwna jest b—a, czyli 3 (b+a)(b—a). Jesli

b < 0, to podstawy trapezu réwne sg |a| = —a oraz |b| = —b, a wysoko$é réwna jest b—a , zatem

b% — a?
. Pozostal

1
calka jest liczba przeciwng do pola, wiec réwna, jest ~5 ( —b+ (fa)) (b—a)=

b

0 b
jeszcze jeden przypadek: a < 0 < b. Mamy oczywiscie / rdr = / rdx +/ xdx . Wobec
a 0

a
tego tym razem calka réwna jest réznicy pdl dwoch tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych

1 1 1
o ramionach |a| 1 b. Te pola to oczywiscie 51)2 i 5(12 , catka réwna jest 5(1)2 —d?). m

o 3 1 1
10. / 22de = %, bo z?dx = §x3 + C'. Wobec tego ,pole pod parabola” réwne jest 3 pola
0

a
0

ale jego wyprowadzenie — nie znano jeszcze wtedy calek — bylo bardzo trudne. B

2
prostokata o wierzchotkach (8), ( ), (a ), (;)2 ) Wz6r ten znany byt juz Archimedesowi,

a

Obliczanie calek jest na ogoét dosyé trudne, wymaga pomystowosci. My podamy kilka prostych
wzordw i pokazemy jak mozna je stosowaé¢ w prostych sytuacjach. Obecnie istnieja liczne programy
komputerowe, np. Mathematica, Maple, Derive, za pomoca, ktérych mozna obliczy¢ wiele catek. Tym

nie mniej warto zna¢ podstawowe wzory i umie¢ stosowa¢ w prostych sytuacjach.
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Twierdzenie o calce sumy dwu funkcji.
Zal6zmy, ze funkcje f i g maja funkcje pierwotne. Wtedy funkcje f+g tez maja funkcje pierwotne

i zachodza wzory

/(f(x)ig(x))d:c:/f(x)dxﬁ:/g(x)dx oraz

b

/ab (f(x)ig(x))dx:/:f(ﬂf)dxi/a g(z)dz.

Pierwszy z tych wzoréw wynika od razu z tego, ze pochodna sumy jest suma pochodnych,
réznicy — roéznica, pochodnych. Wzor drugi wynika z pierwszego. B
Twierdzenie o calce iloczynu funkcji przez liczbe

Jedli funkcja f ma funkcje pierwotna, to dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ funkcja cf ma funkcje

/cf(x)dx:c/f(:v)dx.

bcf(x)dx =c bf(a:)dx.
J /

Wzory wynikaja od razu z odpowiednich wiasnoéci pochodnej. B

pierwotna, i zachodzi réwnosé

Dla calki oznaczonej

7 obliczaniem calki iloczynu jest o wiele gorzej, bo wzér na pochodna iloczynu jest bardziej
skomplikowany, zreszta istnieja funkcje (nieciagle), ktére maja funkcje pierwotne a ich iloczyn — nie.
Podamy teraz dwa twierdzenia, ktére w niektorych sytuacjach pozwalaja uprosci¢ obliczanie calki z
iloczynéw bardzo szczegdlnej postaci.

Twierdzenie o calkowaniu przez czesci

Zalézmy, ze funkcje f i g maja ciagle pochodne. Wtedy zachodzi wzér:

/ F(@)g(@)de = f(2)g(x) - / f(2)g (@) d.

Dla calki oznaczonej

[ #@g@)ds = 1@ - [ 1@ @ = 10)90) - f@)gla) - [ fog' (@)

Wzér ten jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o pochodnej iloczynu. B
Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie

Zatézmy, ze funkcje f i ¢’ sa ciagle oraz ze F jest funkcja pierwotna funkcji f. Wtedy

/ f(g(@))g (x)dz = F(g(x)) + C

10



Dla calki oznaczonej

g(b)
/ Flg(2))d (x) dw = / F(y)dy = F(g(b)) — f(9(a)).
g(a)

Ten wzor wynika natychmiast z twierdzenia o pochodnej zlozenia dwu funkcji. H

Ostatnie dwa twierdzenia w polaczeniu z poprzednimi stanowia dobra podstawe do znajdowania
calek z licznych funkcji zdefiniowanych elementarnie. Zanim pokazemy, jak mozna to robi¢ powiemy
jakie oznaczenia sa czesto stosowane.

Umowa w kwestii oznaczen
Zamiast pisa¢ ¢'(z)dz bedziemy pisaé¢ dg(z); jesli y = g(x), to piszemy dy = ¢'(z)dz = dg(z). &

Zauwazmy, ze jedli funkcja g jest réznowartosciowa, czyli ma funkcje odwrotna, ¢!, to réwnosé
y = g(x) réwnowazna jest réwnosci x = g~ !(y). Wtedy, zgodnie z przyjeta umowa, mozemy
napisa¢ dz = d(g~1)(y) = (¢71)(y)dy . Na mocy twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej mamy

1/ 1y 1 1

(7)) = (97") (9(x)) = ok e

dy = dg(x) = ¢'(x)dx, wyglada na zupeie oczywiste stwierdzenie. Jednak nalezy pamietaé¢ o

Wobec tego da = d(g71)(y) =

dy, co w $wietle wzoru

tym, ze symbole dx, dy nie oznaczaja liczb, w ogdle nie byly przez nas zdefiniowane. Wystepuja
jedynie w polaczeniu z innymi. Wobec tego nie jest calkiem jasne, czy reguly dzialan na liczbach

maja zastosowanie réwniez w tym przypadku, a dokladniej: ktére reguly pozostaja, w mocy. Okazato

sie, ze wnioskowanie, jesli dy = ¢'(z)dx, to dx = g’(lx)
funkcji odwrotnej! Przypomnie¢ wypada, ze oprdcz stosowanego przez nas oznaczenia pochodnej
y' = ¢'(x) stosowane jest oznaczenie ;l_gy: = ¢'(x). Symbol ;l_gy: jest oznaczeniem pochodnej, nie jest
utamkiem. Mozna go jednak traktowac jak iloraz. Czytelnicy przekonaja sie jeszcze wiele razy, ze
upraszcza to manipulowanie wzorami. Zauwazmy jeszcze, ze jesli © = h(t), to oprécz réwnosci dy =
¢'(z)dz mamy tez dx = h'(t)dt. Chcialoby sie wywnioskowaé z tych wzoréw, ze dy = ¢'(x)h'(t)d¢.
Mozna to zrobi¢, bo y = g(h(t)), wiec dy = (g o h)'(t)dt, ale na mocy twierdzenia o pochodnej
zlozenia (go h)/(t) = ¢'(h(t))W(t), zatem réwniez dy = g’ (h(t))h/(t)dt. Wida¢ wiec znéw analogie
z utamkami: % = % % czyli dy = (goh)'(t)dt = ¢'(h(t))h/(t)dt = % % dt . Zakoriczymy te
przydlugie rozwazania na temat oznaczen stwierdzeniem, ze wzdr na calkowanie przez czesci zwykle

zapisywany jest w postaci:

[ @5 @da = [ dg=t9- [ gdf = r@gte) - [ gta)s') o

a wzOr na calkowanie przez podstawienie — w postaci:

[ e @z = [ way

11



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Przyklady

2x y=2x 1 1 1 2x
dr —=————= V—dy=-eV+C = C.n
/e xdy:de/GQyQEJr ¢
o y=a? 1 1 1 1,
d [ — y—d = — yd = —e¥ C: — C | ]
/ze xdy:Q;cdx/GQy g | C W= FO=5e *
i = 1
/tg:cdx:/smxda: $7/—dy:fln|y\+C:fln\cosx|+0. [ |
COST dy=—sinzdx
/\/7‘2 — g2 dy =2=C8RE /\/ —r2sin®t rcostdt = /\/’I“QCOS2t recostdt =
dx=rcostdt
1+ cos2t =2t l4+cosu du 72 [u sinu
2 .2 2 u 2
= tdt = dt ——= =513 C=
/TCOS T/ 2 du:2dtr/ 2 2 —2\2" =2 )"
r2 1 r? r?
5 t+§sm2t +C = 2(t+81ntcost)+0—Earcsm——i—2\/ —224+C - w tym
przypadku przyjelismy z = rsint, mozemy przyjaé, ze —5 < = < 3§, bo wtedy z bedzie

przyjmowaé wszystkie wartosci z przedzialu [—r,r], w tej sytuacji cost > 0 i wobec tego

zachodzi réwnosé¢ vcos?t = cost. B
" 1 r —r
/ V2 —22dx = 5 [7"2 arcsin — + /12 — r2 — r? arcsin — — (—1)/r2 — (r)Q] =
T T
T

1 m mr?
3 [27"2 arcsin 1} = 7"25 = 5 Skorzystaliémy tu oczywidcie z wyniku otrzymanego w

przykladzie poprzednim. Obliczana catka okazala sie polowa kola o promieniu 7, co nie jest

specjalnie dziwne, bo wykresem funkcji v/r2 — x2 jest gérna polowa okregu o srodku (8) i

promieniu r, wiec ,,pole pod wykresem” to polowa pola kola o promieniu . B

[wetdr = [z (e®) dx %zezff(:c)’exda::xezffe“’d:c:xexfeerC. [

przez czesci

[a?edr = [2%(e”) dx _celkujony 2 — [ («? ) e“dr = z%e” — [2ze”dr =

przez czesci
poprzedni o

2ev—2 [ze®dr =——= 2%e®—2 (ze” — ")+ C = €% (22 —22+2)+C. W tym przykladzie
przyktad

skorzystaliémy z wyniku uzyskanego w poprzednim. Widaé, ze postepujac analogicznie mozna

4 x

obliczaé calki z funkcji z3e®, z*e® itd. — jednokrotne calkowanie przez czesci obniza stopien

wielomianu, przez ktéry mnozymy funkcje wykladnicza o 1, wiec wielokrotne pozwala na po-
zbycie sig go, czyli sprowadzenie problemu do obliczenia calki [ e”dz, a z tym juz umiemy sobie

poradzi¢. m

tkuj
Jze3®dr = [z (%631)/ dx %%xe% — 3 [(x) e dx = Jze3® — 1 [ dx =
przez czesci

= %xeg"” — 563“‘ + C' — ostatnie catkowanie przez podstawienie (y = 32 ) potraktowalismy juz

jako na tyle oczywiste, ze nawet tego specjalnie nie zaznaczyliSmy. B

Jwcos(bx)dr = [z (% sin(5z)) dz %%z sin(5z) — £ [(x) sin(5z)dz =

przez czesci

= Lasin(5z) — 1 [sin(5z)de = Ltasin(5z) — 1 (=1 cos(5z)) + C =

= txsin(bz) + 5= cos(5z) + C. W
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catkujemy

1
20. [Inzdx :Eln:cff:cd(lnx):xlnxff:c—d:c:xlnxf/da::
T

przez czesci

=zlhnhz—a+C. 1R

catkujemy

21. / arcsin z dx xarcsinz — / xd(arcsin x)

1
=zarcsinr — | x——=dx =
/ V1—2z2

_ 1
- - ———=vrarcsinz + — /—dy—xarcsmx—l— 2/y’l/Qdy:

dy=—2xdx

przez czesci

1
= warcsinz + +7(1/2)—l—C:xarcsinm—&—Z(1—x2)1/2+C:

1
:a:arcsinx—&—zx/l—xQ—i—C. [ |

dﬂj y=2zx—3 1 1 1 1
22 e A e C=-l2z—-3+C.m
/21—3 dy—20da /y pdy =gyl +C =gz =3[+

x x
23. P e —
d /:EQJr?)x+2ngj /(az+1)(m+2)dﬂlj

Mozna spodziewac sie, ze wyrazenie

x A i
224+324+2 x+1 x4+2
wszystkich liczb rzeczywistych x # —1, —2 .1 Wobec tego musi by¢ A+B=11i 24+ B =0,

. . . T -1 2
wiec A=—11 B =2. Mamy wiec /mdx:/mdx+/mdx:
2
(@+2)
|z + 1]
W przykladzie 23 skorzystaliémy z tego, ze funkcja wymierna jest sumg ulamkéw prostych.

2(1+ vumy

jest suma, utamkéw postaci oraz
x

X
22 +3x+2 +1 T+2°

Aby réwnosé miala miejsce musi by¢ x = A(x+2)+ B(z+1) dla

=—Injz+1|+2njz+2/+C =1 +C. m

Pokazemy na kilku przyktadach jak ta metoda dziala.

z (22 +22+2)(z —2)+22+4 2(z +2)
1. | ————dz = do = — 24— dr =
/:E2+2x+2 v / 2+ 2z + 2 . /(I +x2+2x+2) v

1, 2z + 2 2 1 (22 + 22+ 2)/
— 229 ey t dr =22 W 2rve) g
2% x+/$2+2x—|—2 x+/x2+2x+2 TTaT x+/ Pt T

catkujemy
+ | —————d(z+1 —
/ (33 + 1)2 +1 ( ) przez podstawienia 2
To wyglada troche na stosowanie jakichs sztuczek. Tak jednak nie jest. Mozna bylo przewidzieé¢

2% — 2z +1In(z? 4 22 +2) + 2arctg(z + 1) + C.

jak beda wygladaé utamki proste, ktérych suma bedzie dana funkcja wymierna. Stopien licznika
jest o jeden wiekszy niz stopien mianownika, wiec powinien wystapi¢ wielomian stopnia pierw-
szego oraz ulamek, ktérego licznik jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz 1, a mianownik
réwny jest 224 2x+2. Mozna wiec bylo sprébowaé napisaé #iw =ar+b+ % .
Po pomnozeniu przez mianownik otrzymujemy réwnosé 2 = (ax + b)(2? + 22 +2) + pr +q =
= az® + (2a + b)x? + (2a + 2b + p)x + (2b + q) . Z réwnoéci wielomianéw wynika réwnosé ich
wspdlczynnikéw przy odpowiednich potegach zmiennej x. Musza, wiec by¢ spelnione réwnosci

l=a,0=2a+b, 0=2a+2b+p oraz 0 = 2b+ ¢q. Otrzymalismy uklad czterech réwnan z

czterema niewiadomymi. Teraz trzeba go rozwiazaé, co w tym przypadku nie stanowi zadnego

W rzeczywistos$ci poniewaz funkcje = oraz A(z+2)+B(z+1) sa ciaglte we wszystkich punktach, w tym w punkcie
z=—1 i w punkcie x=-—2, réwnos¢ musi mie¢ miejsce rowniez dla z=—1, —2.
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25.

problemu: a +1 b = —2a = =2, p = —2a — 2b = 2 i wreszcie ¢ = —2b = 4. Pozniej
po prostu obliczyliémy pochodna mianownika i zapisaliSmy licznik w postaci stata- pochodna

mianownika+ inna stata, co utatwito ostateczne obliczenie catki. B

dx . Zaczniemy od rozkladu na utamki proste. W tym celu przedstawimy

) 1
Obliczymy /1 g
mianownik w postaci iloczynu wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 2. Mamy z* + 1 =
(Jc2 + 1)2 — 222 = (Jc2 + 1)2 — (x\/Q)Q = (x2 — V2 + 1) (ac2 +2v2 + 1) . Teraz znajdziemy

liczby rzeczywiste a, b,c i d, takie ze dla kazdej liczby rzeczywiste] x zachodzi réwnosé
1 ar +b n cx+d Muogac to 16 o L4 2t ok . .
= . Mnozac te réwnosé przez x*, skracajac co sie

L+t 22 —2v24+1  224+2v24+1 P ’ !

tylko da i porzadkujac otrzymujemy: 1= (az+b)(2?+2vV2+ 1)+ (cx+d) (2> —2v2+1) =
= (b+d)+m(a+b\/§+c—d\/§)+x2 (b +av2+d— c\/§) +23(a+c) . Poréwnujac wspétezynniki

przy tych samych potegach zmiennej x otrzymujemy

b+d=1, atc+(b—d)v2=0, b+d+(a—c)V2=0, a+c=0.
Jest wiec to uklad czterech réwnan z czterema niewiadomymi. Poniewaz a + ¢ = 0 (réwnanie
czwarte), wiec z drugiego réwnania mozemy wywnioskowaé réwnosé b = d, a z niej i z réwnania

pierwszego wynika, ze b = d = % . Z réwnania trzeciego i juz uzyskanych wynikéw wynika, ze

-1 1 1 1
1 1 —Lz+1 L4l
a = —c = ——=. Wobec tego mamy réwnosé 1= 2v2 2 + 2v2 > Teraz
22 1+ 22 —2vV2+1 224+avV24+1

wystarczy scatkowaé oba skladniki. Scatkujemy drugi, bo ma lepszy wyglad zewnetrzny (mniej

sl T3 VE [ 22122
22+ 1v2+ 1 = /x2+a:f+1
_ﬁ/(x2+a:\/§+1)’ V2 f/ 22 +av2+1) dm+1/ 1

8 22+ 2v/2 4+ 1 22 4aV2+1 4) 22 +2v2+1

zﬁln(x +avV2+1 ) i/(—2dx:£1n<x +2vV2+1 )

minuséw). Mamy /

dr =

8 1 1 8
IE+E) + 35

+1/;2da:=ﬁln(ac +a:\/_—|—
L) (@v2+1)" +1 8

:gln(acQ—l—a:\/i—i—l)—i—

2\// x\/_+1) (a:\/§+1):

1
2—\/5 arctg (I\/E + 1) + C'. Teraz mozna obliczy¢ druga catke w taki
sam sposéb, ale nie ma takiej potrzeby. Wystarczy zauwazy¢, ze /

1 1
_[_aattE s V2 _
7/u2+ux/_+1( du) = 3 ln(u +ux/§+1)

\é_ln(ac — V241 )

ﬁdm _u=—z
LL‘Q — :C\/_ + 1 du=—dzx

2—\1/5 arctg (U\/§+ 1) +C=
arctg (—x\/i + 1) +C =

:—gln(acQ—x\/i—l—l)—i—%arctg(x 2—1>+C.

2\/5

Dodajac obliczone calki otrzymujemy
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26.

1 \/§ l‘2+93\/§+1 1 (
- dr=""In + arcteg (2v2 + 1) + arct xﬂ1)+0.
/1”4 s 51t o g ( ) g ( )

W ten sposéb obliczylismy te calke. Pokazemy jak mozna to zrobi¢ nieco inaczej. Zauwazmy,

1 1/1—2% 1 2 1— a2
7€ T = 5<1 +z4 + 11;) . Wobec tego mozna obliczy¢ dwie calki: /mda: oraz

1 2
/ T i x 7 dx. Mozna je oczywiscie obliczy¢ rozkladajac funkcje podcatkowe na ulamki proste,
T

ale nie jest to konieczne. Zachodza réwnosci

1 — 22 # -1 d(iﬂ + %) y=z+1/z dy
—4d$: ﬁd&?:— ) = — 3 =
1+ F+Qj‘ (x_i_%) -9 dy=1—1/z2 Yy -2

O

1 y+\/§ 1 T+ 42 1 224+ av2+1

=——1In +C = In 0 +C = In
2V2 |y -2 2V2  |z+1-V2 2V2 a2 —av2+1

Pierwsza calka zostala znaleziona. Teraz zajmiemy sie druga,.
1 2 1 —+ ]. d xr — 1 =x—1/x d
1+ =tz ( 1) dy=1+1/x2 Y2 +2
r——] +2
x

d(y)
1 V2 2=y/(v/2) 1/ dz 1
—_ - =t ——— — arct Z+C:_arCt z =
V2 1+( )2 de=dy/(v2) V2.) 1422 & V2 &

1 Y 1 T 1
=—arctg| —= | = —arctg| =—— ——= | + C.
V2 V2 V2 V2 1V/2
. dx 1 22 4+2vV2+1 1 x 1
Wobec tego otraymujemy / Trad 25 a2 —avarl 2B E (ﬁ - ﬁ) s

Widzimy wiec, ze otrzymalidémy wynik nieco inny niz poprzednio! Mozna jednak sie przekonad,

+

ze jest to ten sam wynik. Wystarczy skorzysta¢ z wzoru arctga + arctgb = arctg <1a_+abb)
— by przekonac sie o jego prawdziwosci wystarczy obliczy¢ wartos¢ tangensa obu stron tej po-
dejrzanej rownosci korzystajac z wzoru na tangens sumy dwéch katéw a potem jeszcze troche
pomeczy¢ sie z jej interpretacja np. dla x = 0; wg drugiej wersji wzoru funkcja pierwotna w
punkcie 0 okreslona nie jest, wg. pierwszej jest, z cytowanych twierdzen ogdlnych wynika, ze
powinna by¢ okreslona na calej prostej. PokazaliSmy wiec dwie metody, otrzymalisémy na tyle
réznie wygladajace wyniki, ze niewielu studentéw pierwszego roku stwierdzitoby, ze to w istocie
rzeczy ten sam wynik rézniacy sie jedynie zapisem. To dosy¢ czeste zjawisko przy catkowaniu,
ale nie bedziemy tych probleméw omawiaé, zasygnalizowaliSmy jedynie zjawisko. W

5

X

Obliczymy catke / T
x

calkowa w postaci utamkéw prostych, ale w tym konkretnym przypadku widaé od razu prostsza

dx . Mozna jak w przykladach poprzednich przedstawi¢ funkcje pod-

metode. Mamy bowiem

Powinna wystapi¢ suma dwu statych, ale to i tak jest dowolna stala, a raczej funkcja stala na kazdym przedziale
zawartym w dziedzinie, wigc nie ma potrzeby zmieniaé oznaczen.
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27.

28.

5 2 2
——dy =—=—— dy = = 1l———)dy=
/1+x4 . dy=2z da 2/1+y2 Y 2/( 1+y2) Y
1 1
= §(y7arctgy)+0: 3 (:EQfarctg:nQ)JrC’. ]

Obliczymy caltke / e?® sin 3z dx . Bedziemy calkowaé przez czeéci dwukrotnie. / e?® sin3xdr =

1 1 1 1,5, 3 .
=3 / (62”)/sin3xdx = 562;8 sin 3x — 3 /62‘” (sin3z)" dx = 562" sin 3x — 3 /62“ cos3x =

1 3 1,5, 3 3 .
= 562;8 sin 3z — 1 / (eQx)/cos 3xdr = 562" sin 3x — 162;8 cos3x + 1 /62“ (cos3x) dx =

1 3 9
= 5621 sin 3z — Ze% cos 3T — 1 /62z sin3zdz.

2z

Udalo nam si¢ wiec w wyniku kilku przeksztalcen sprowadzi¢ obliczanie catki / e“*sin3xdx do

obliczania tej samej calki! To nie jest bez sensu wbhrew pozorom: uzyskaliSmy réwnanie, w ktorym

niewiadomg jest poszukiwana catka. Starczy je teraz rozwigzacé. Otrzymujemy réwnosé
€2 sin 3z dx = 362’” sin 3z — 362’” cos3x + C
13 13

Stalej C' w réwnaniu nie bylo, ale teraz musi sie pojawi¢. Réwno$¢ calek nieoznaczonych oznacza
jedynie, ze réznica miedzy tymi funkcjami pierwotnymi jest funkcja lokalnie stala, wiec gdy
wszystkie calki znajduja sie po jednej stronie réwnosci trzeba dopisa¢ C' po drugiej stronie tej

rownosci. |

VAt a2de —=2E o [ A 4tgZ (1 + te2 ) dt = 4 [ /L (L) dt =

dx=2(1+tg2 t)dt

=4[ Gpdt =4[ Z5bdt =4 [ 28 dt

5 Y
sin® t) dy=costdt

y=sint

(leJFFly) dy:f((l s y1+y+(1+y)2> dy =
=f((1fy)2+—+1+y+(1+y)2)=
J (1—y)‘2+(1—y)—1+(1+y)—1+(1+y)—2)dy:

=(1-y ' -Wml-yl+ml+yl-(1+y) ' +C=
= 2y2+ln‘1+y‘+0

Wypada powréci¢ do zmiennej x. Podstawialiémy x = 2tgt. Mozemy oczywiscie zakladac,ze

[t| < &, bowiem kazda liczbe x mozna przedstawi¢ w postaci 2tgt wybierajac liczbe t z

przedzialu (=%, 7%). Ten wybor liczby ¢ gwarantuje, ze cost > 0, z czego zreszta juz raz

skorzystaliémy. Mamy wiec Cost = /1 +tg? = \/1 + ﬁ \/ 4+ 22 . Stad wnioskujemy,
. . L. 2 i 1
ze zachodza réwnoéci 17‘22 = 2sipt — gL = V4 +22. Mamy tez In +y

=In ¥ — ln% — I @bsin® oy Lhsing QID(E +tgt) = 21n(—v2“’2+%>.

1—y 1—y cos2 t cost

Ostatecznie [V4+2%dz = - 2-V4i+22+2n (—V42+x2 + %) + C'. Te ré6wnos$é mozna uzy-

skaé nieco szybciej stosujac tzw. podstawienia Eulera. Podstawimy y — xz = Vz2 + 4, czyli
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y?—2zy =4, tzn. x = L= . Wtedy dx = d(y _4) = d(%f%) = (%er ) dy . Mamy wiec
JVIFRde =] (v - [“—*“J) (3+5) dv= ity = [ 14+

2y

s taldy=

=L 2l - Z+C =L@+ V@ T2 +2m (o +Va? +4) - A +C =

=L@+ V1A 42 (e + Va2 +4) - L(VAt+a® —2)  + O =

=leva? + 442l (z+ Va2 +4) +C

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze ten wynik i poprzednie réznig sie jedynie o stala. B

Ogodlnie rzecz biorac wyrazenia zawierajace jeden pierwiastek kwadratowy z wielomianu pierw-
szego lub drugiego stopnia mozna scalkowaé stosujac jakies podstawienie trygonometryczne, jak w
tym przykladzie, lub podstawienia Eulera lub tez podstawienia hiperboliczne. To sa zamienne me-
tody. W niektorych sytuacjach jedne daja wynik szybciej niz inne, ale ktére to zalezy od calkowanej
funkcji. Opowiemy o tym nieco dokladniej niebawem.

Definicja
Jesli wo, w1, ..., w, sa wielomianami zmiennej z i P(x,y) = wo(z) + wi(x)y + - -+ + wn(x)y™, to
funkcje P nazywamy wielomianem zmiennych z,y. Jesli funkcje P, @ sa wielomianami zmiennych

z,y 1 R(z,y) = % , to funkcja R nazywana jest funkcja wymierng zmiennych z,y. B

2‘ # 0, to catke fR(xv \/%)dx

Jesli R jest funkcja wymierna dwu zmiennych i

mozna sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej podstawiajac w = Zﬁ'g . Wtedy = = j;”;jfa ,
tem de=| ¢ TPl 2w g i wobec ¢
zatem dr =| | =gegye dw i wobec tego

2w
(—cw? + a)?

dw .

27 —
Rz, oz +b d:cf/R 7dw b,w . d b
cx+d —cw? +a —c a

Jedli R jest funkcja wymierng dwu zmiennych to catke [ R(cosz,sinz)dz mozna sprowadzié

do cakki z funkcji wymiernej podstawiajac ¢ = tg 3 . To podstawienie nazywane jest uniwersalnym.

2z 2

. . cos” £ —sin” £ 42 . .
Wykazemy, ze jest to prawda. Mamy cosz = m = % +§2 — ostatnie przeksztalcenie po-
2
_ 2singcosy 9t
legalo na podzieleniu licznika i mianownika przez cos? Z. Podobnie sinz = o T’ — i
Wreszcie z wzoru x = 2arctgt wynika, ze dx = 1+t2 dt , zatem

_ 1—t 2 2
/R(cosx,smx)dw/R<1+t271+t2> 1+t2dt'

Znéw R jest funkcja wymierna dwu zmiennych. Teraz zajmiemy sie catka

/R(:c, (a:c2+b:c+c)) dzx .

Dobierajac odpowiednio liczby p,q i podstawiajac = = py + ¢ mozemy sprowadzié¢ catke do jednej

z trzech postaci

[Ru Ty, [ ReP D [ R /T P,
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gdzie R oznacza odpowiednio dobrana funkcje wymierna dwu zmiennych. W pierwszym przypadku
1

cosa ’

mozemy podstawi¢ y = tga, w drugim — y = w trzecim — y = sin . We wszystkich trzech
przypadkach problem zostaje sprowadzony do znalezienia calki z wyrazenia wymiernego zmiennych

cosa i sina. To jedna z mozliwosci, ale sg inne. Korzystali$my tu z réwnosci cos? a + sin® a = 1
1

lub jej wariantu 1+tg2a = i dzieki temu mozna uwolni¢ sie od pierwiastka. Mozna uzy¢ tzw.

cos?
funkcji hiperbolicznych.

Definiowane one sa tak: coshz = cos(iz) = 1(e"™® 4+ e (@) = L(e” + e7%) i sinhz =
= —isin(iz) = —ig ("™ + e (@) = L(e® — 7). Z tego okreslenia wynika natychmiast, ze
cosh? z — sinh?z = cos?(iz) — (—i)?sin®(iz) = cos?(iz) + sin®(iz) = 1. Mamy tez (coshz) =
z(cos(ix))l = —isin(iz) = sinhz, (sinhz) = (- isin(ix))/ = —i-icos(ix) = coshxz. Wynika

stad, ze w calce [ R(y, \/gm) dy podstawienie y = sinht doprowadzi do zlikwidowania pier-
wiastka: [ R(y,/y% + 1)dy = [ R(sinht,cosht)coshtdt, a w calce [ R(y,/y% — 1)dy podstawie-
nie y = cosht zlikwiduje pierwiastek fé(y, \/ﬁ) dy = fé(cosht,sinh t)sinhtdt. Oczywiscie
nalezy przy pierwiastkowaniu zwraca¢ uwage na znaki, czego nie robimy w tym momencie w ogole.

Teraz kilka stow o podstawieniach Eulera, ktére sa jeszcze innym narzedziem pozwalajacym
na pozbycie sie pierwiastkéw kwadratowych z wielomianéw kwadratowych. Zajmuje sie jak po-
przednio catka [ R (Jc, (ax? + bx + c)) dz . Rozwazymy trzy przypadki, ktére nie wykluczaja, sie
wzajemnie.

Pierwszy przypadek to a > 0. Definiujemy nowa, zmienna wzorem t —xz+v/a = vax? + bz + ¢. Mamy

2 ¢ _2t(2ty/a+b)—2/a(t?—c) _
Taib’ zatem dx = Givath)? dt =

wiec t2 — 2xt\/a + ar® = ax® +br +c, czyli * =

2 .
:W dt . Mozemy wiec napisaé

= ?—c 2_¢ ) 2t2\/a+2tb+2cV/a)
IR (x (az® + bz + C)> do=J R (2tt¢6+b’t - 2tt¢a+b) Grvatne At

Oczywiscie taki sam sukces osiggniemy podstawiajac w tym przypadku ¢ + zv/a = Vaz? + bx + c.

Drugi przypadek to ¢ > 0. Teraz podstawmy tx — /¢ = Vaz? + bx + ¢. Z tej réwnosci wynika, ze
t?20? — 2tz \/c+c=ax® +br +c, czyli v = 2L/eth  wiee dy = _oBVerbitave gy 5 wohee tego

t2—a (t>—a)?

fR(x, \/m> dr = _QIR(Qi;/E;rb,tQi;/_Ezb 3 \/E) Wdt.

Trzeci przypadek to sytuacja, w ktérej wielomian ax? + bz + ¢ ma pierwiastki rzeczywiste «, 3.

Wtedy ax? + bz + ¢ = a(x — o)(z — ), wiec (z dokladnoscia do znakéw, co zalezy na ogét od prze-

dziatlu) otrzymujemy vaxz? +br +c = (z — «) aZ=8 o jak wiemy, mozna sprowadzi¢ do catki z

T—a
funkcji wymiernej za pomoca podstawienia ¢t = w/a% .

Podamy teraz jeden przyktad calkowania za pomoca podstawien Eulera. Szukaé¢ bedziemy
Il 2222 — bz + 6dz . Zastosujemy najpierw pierwsze podstawienie Eulera. Przyjmujemy ¢ — z =

=V22 -5z +6, czyli t? — 2tx = —5x + 6, tzn. x = Z—:g. Mamy wiec dx = 2’5(2225?);? dt. Stad

wynika, ze
2 /2 Fo L e — 2—6\2/,  t2—6\t>=5t+6 7, _ t2-6\2 (t2=5t+6)% ;,
[2*Va? —ba+6dr =2 [ (5=5)"(t - 7=3) @5 dt = 2 [ (5=3) @5y At =
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5 25 5 1 _
8(t—3) 8(t—3)2 + 16(t—3)3 + 32(t—3)4 + 256(t—32)3 dt =

2
%(t——)—%lnhﬁ— |+128(t__) 1_%(t %)_2_

=37~ -3+ C.
Teraz to juz wladciwie koniec, wystarczy podstawié¢ t = x + V22 — 5x + 6, nieco uproscié i juz.
Widzimy wiec, ze to wyrazenie jest dosy¢ dlugie i niekoniecznie musie to by¢ najlepsza metoda na
znalezienie tej calki. Sprobujemy nieco inaczej. Nalezy pamietaé, ze warto sprowadzac trojmian kwa-
dratowy do postaci kanonicznej. Niech v = 2z — 5. Wtedy
VAT TBrG= (52) 0 6= B ViE T
Prowadzi to do wzoru fx2\/mmv = % J(u+ 5)2 - Vu? — 1du, co wyglada lepiej od po-
przedniego wyrazenia, bo wyrazenie pod pierwiastkiem jest prostsze. Do znalezienia sa, catki
fﬁMﬁdu, f’umwu i f\/mwu
Zaczniemy od $rodkowej, bo jest najlatwiejsza:
Ju-vVu?—Tdu=12 [(u?*—1)"2d(u® — 1) = $(u* — 1)3/2 + const .
Teraz zajmiemy sie trzecia calka stosujac podstawienie Eulera. Przyjmiemy
t—u=+vu2—1,czyli t?+1=2tu, zatem u= (t+1), du=3[1 - L]dt.
Wtedy
V= Tdu= [[t—L+1)] 20— L)de =2 [ D g = L[l 21 4 4-3)dt =
= £[t? —4Int — t7%] 4 const = t;‘; — 3Int + const = § - W — 2In(u+ Vu2 — 1) + const =
:”?2 — 55 = —ln(u+\/—)+const = “2—2 — %(u — VuZ—1) — LIn(u + Vu? — 1) + const =
75\/—1—lln(u—l—\/uQ—)—&—const

Zostala jeszcze pierwsza z tych trzech calek. Mozemy scatkowaé przez czesci:
Ju? Vu?—Tdu=%@w?—1)%2 = 1 [(u® = 1)%2du = %(u? —1)3/2 —

— 1 [P (u? = D)Y2du+ L [(u® — 1) 2du,

zatem
2 [u*(u 1/2du*%(qu1)3/2+%f(u271)1/2du:
=% 132+ 1[4Vu2 —1— LIn(u+ vuZ —1)] + const.
7 tego wzoru otrzymujemy réwnosé
Ju(w? = 1)V du = %(u? — 1)*? + fuv/u2 =1 — 2 In(u + Vu? — 1)] + const.
Pozostaje powrdcié do zmiennej x .
fo\/mdx:%f(u—Hi) \/—du—64(u —1)32 4 U\/UQ——
— = ln(u+ Vu? = 1)] + 2 (u? = 1)3/2 + Zu(u? - )1/2 — B n(u+ Vu? — 1) 4 const =
=& W =1)32 4+ 2 (u? - 1)%2 + 1%u(u? - 1)1/2 — Bl n(u + vu? — 1) 4 const =
= 22552 — 524 6)%/2 + 3(22 — 5 + 6)%/2 + 10 (22 — 5) (22 — 5z + 6)1/2 —
— (22 — 5 + 2v/2% — 5z + 6) + const.
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No i w koricu otrzymali$émy wynik.
Zastosujemy jeszcze podstawienie hiperboliczne. Niech x = %(5 +cosh s). Wtedy 2% —5z+6 =
z(ac — %)2 — i = i(cosh2 s — 1) = isinh2 s. Oczywiscie dr = %sinhsds7 zatem
Ja?Va? —bx+6dr =% [[5+ coshs]2 sinh® sds = & [[25+ 10 cosh s + cosh® s] sinh® sds =
= 15 [ [Z(cosh(2s) — 1) 4+ 10 cosh s sinh? s 4 isinhQ(QS)] ds =

= Z5inh(2s) — Bs+ & 5 sinh® s + L smh(4s)

512 + const =

128

— _ loi 3 —
= 32 5 sinh s cosh s 1985 1+ o1 5 sinh® s + 128 sinh s cosh® s + 128 sinh® s cosh s + const =

=222 -5)Va2 —52+6— 1% In(z — 2 + Va2 — 52 +6) + 3(2? — bz +6)%? +
+ L2z —5)(2? — 52 + 6)3/2 + L (22 — 5)* - Va2 — 5z + 6 + const.

Nie twierdzimy, ze ktéras z tych metod jest akurat najkroétsza, ale chcieliSmy pokazaé, jak
moze wygladaé stosowanie réznych podstawien na stosunkowo prostym przykltadzie. Mamy nadzieje,
ze to przekona cze$é studentéw o koniecznosci nabycia pewnej wprawy rachunkowej. Nie chodzi o
klaséwki lub egzaminy, chodzi gtéwnie o to, by by¢ w stanie w razie potrzeby przeliczy¢ rézne rzeczy,
a pamietac trzeba, ze programy komputerowe pisuja ludzie, ktorzy co$ maja na mysli, niekoniecznie
akurat problem, ktéry nam przyjdzie rozwigzac . ..

Dodaé nalezy, ze przedstawione przyklady nie wyczerpuja tematu, nie omoéwiliSmy tu wszyst-
kich popularnych sztuczek stuzacych do znajdowania funkcji pierwotnych, ale mamy nadzieje, ze
przedstawione przyklady stanowia w miare sensowng ilustracje najprostszych metod.

Teraz pokazemy kilka twierdzen i nieco zastosowan calek.

Twierdzenie o poréwnywaniu calek

Jedli funkcje f i ¢ maja funkcje pierwotne na przedziale [a,b] i dla kazdego z € [a,b] zachodzi
b

b
nieréwnoséé f(z) < g(x), to réwniez / f(z)dx g/ g(x)dz.

a

Dowéd. Niech F' i G oznaczajg funkcje pierwotne funkcji f i g. Mamy G'(x) — F'(z) =
=g(z) — f(x) > 0, zatem funkcja G — F' jest niemalejaca. Wobec tego / x)dx — / flx

=G(b) — G(a) — (F(b) — F(a)) = (G(b) — F(b)) — (G(a) - F(a)) >0. .
Twierdzenie o wartosci Sredniej

Niech f:[a,b] — IR bedzie funkcja ciagla. Wtedy istnieje liczba ¢ € [a, ] , taka ze zachodzi réwnosé

/f FO)b—a).

Dowdéd. Wynika natychmiast z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do
funkcji pierwotnej funkcji f. R

Wartosé srednia funkcji.

1 b
Liczbe v / f(z)dx < f (c)) nazywamy wartoscia Srednia funkcji f. Mozna mys$leé, ze jesli
—a ),

funkcja f przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, to liczba / f(z)dx jest wysokoscia pro-
—al,
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stokata o podstawie b — a, ktérego pole réwne jest ,polu pod wykresem” funkcji f. Jesli f(x)

oznacza predkosé¢ w chwili z, to wtedy ﬁ /a f(z)dz oznacza iloraz przebytej drogi fab flz)dz*

przez czas b — a zuzyty na jej przebycie, czyli srednia predkos¢ w tym ruchu. Nastepne przyktady,

ktére motywuja te definicje pojawia sie niebawem i czytelnik z pewnoscia je dostrzeze.
Twierdzenie o addytywnosci caltki wzgledem przedziatu

Jedli a < ¢ < b i funkcja f ma funkcje pierwotng na przedziale [a, b], to zachodzi réwnosé

/abf(a:)dx _ /:f(af)dx—i—/cbf(a?)dx

b
Dowdd. Niech F' oznacza funkcje pierwotna funkcji f. Wtedy / f(z)dz = F(b) — F(a),

/ flz)dz = — / flz F(b)— F(c). Z tych réwnosci teza wynika natychmiast. B
Punktem wyjécia do wielu zastosowan calki jest
Twierdzenie o sumach Riemanna
Jedli funkeja f:[a,b] — IR jest ciagla, to dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0, taka ze jezeli
a=20 <21 <2< ...<Tp1<xTp=>b, v;_1<t;<wxjoraz t;—t;i_1<ddlai=1,2,...,n,to

zachodzi nieréwno$é

<eg.

x)ds - (f(tn(xl o)+ FE) @ — o)+ F () ))

Dowdéd.  Poniewaz funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b], wiec na kazdym z przedzialéw
[€i—1,x;] przyjmuje kresy. Niech m; oznacza kres dolny, a M; — gérny. Wobec tego dla kazdego

x € [wi_1,2;] zachodzi nieréwno$é m;—1 < f(z) < M;. Wobec tego, na mocy twierdzenia o
x5

poréwnywaniu calek zachodza nieréwnosci: m;(z; — 2,-1) < flx)dx < M;(x; — x;—1) dla
Ti_1

i =1,2,...,n. Dodajac te nieréwnoéci stronami i korzystajac z twierdzenia o addytywnodci calki

wzgledem przedziatu otrzymujemy

Zmi(%—ﬂ?i—l)ﬁ/ f(x)d SZ P — Tiz1) -

Poniewaz f jest ciagla na przedziale domknietym [a,b], wiec jest jednostajnie ciagla, czyli dla

kazdego € > 0 istnieje liczba § > 0, taka ze jesli |t —s| < d, to |f(t) — f(s)| < ﬁ. Wobec tego

€
jesli x; —x;—1 <6, to M; —m; < —— dla wszystkich i. Stad od razu wynika, ze zachodzi:
—a

n n
Z (M; —m;) (m;—x5-1) Z — ;1) = €. Stad teza wynika natychmiast: obydwie liczby
—a
i=1

i=1

* Przypomnijmy, ze jesli F(z) oznacza polozenie poruszajacego si¢ punktu w momencie z, to f(z)=F'(z) oznacza

predkosé¢ w tym momencie, méwiliSmy o tym przy okazji definicji pochodnej funkcji jednej zmiennej.
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n

b n
Z f)(z; —x-1) oraz / f(z)dz leza miedzy sumami Zmz(:cz —x—1) 1 ZMZ(:EZ —xi—1),
i=1 a i=1 i=1
ktorych réznica jest mniejsza od €. Dowdd zostal zakoniczony. B

n n
Sumy Z mi(x; —xi—1) 1 Z M;(z; — x;—1) nazywane sg dolng i gérna suma Darboux, suma
i=1 i=1

n
Z ft:)(xz; — x;—1) — suma Riemanna. Istnieja funkcje nieciagle, ktére maja funkcje pierwotne,
=1

czyli sa calkowalne w sensie Newtona, dla ktérych teza twierdzenia o sumach Riemanna nie zachodzi.
Przykladéw podawaé nie bedziemy, zainteresowany czytelnik moze je znalezé w pozycjach obszerniej-
szych, np. we wspominanym juz drugim tomie ksiazki G.M.Fichtenholza, ,,Rachunek rézniczkowy i
catkowy”. Podamy jednak definicje catkowalno$ci w sensie Riemanna.
Definicja funkcji catkowalnej w sensie Riemanna

Funkcja f:[a,b] — IR jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista I, taka ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0, taka ze jezeli a = x¢p < 1 <
<xTo< ... <Tp 1 <xTp=0b, x; 1 <t;<xjoraz t; —t;_1 < dlai=1,2,...,n, to zachodzi

‘I - (f(tl)(xl —xo) + f(t2) (w2 — 1) + ...+ f(tn)(xn — mn_l))‘ <e.

Liczba I nazywana jest wtedy catks Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i oznaczana symbolem

/ ’ f(z)dx. M

" 7 twierdzenia o sumach Riemanna wynika, ze funkcje ciagle sa catkowalne w sensie Riemanna
i ze ich calki Riemanna oraz Newtona to te same liczby. Stosowanie tego samego symbolu jest wiec
w peli uzasadnione tym bardziej, ze mozna udowodnié, ze jesli funkcja (nieciagla) jest calkowalna

zaréwno w sensie Riemanna jak i w sensie Newtona, to obie calki sie pokrywaja,.

Prosty dowdd niewymiernosci liczby =

Michat KI'yCh, artykulik z ,,Delty”

W 1761 roku niemieckiemu matematykowi, J.H.Lambertowi udato sie udowodnié, ze liczba =«
jest niewymierna. Jego dowéd wykorzystywat tzw. utamki tancuchowe. Podobny dowdd znalazt nieco
p6zniej Francuz A.Legendre. Okoto stu lat pézZniej Liouville sformutowat i udowodnit twierdzenie,
ktére pozwolitlo wskazaé konkretne liczby przestepne, tj. takie, ktére nie sa pierwiastkami zadnego
niezerowego wielomianu o wspétczynnikach catkowitych. Po uptywie niewielu lat Hermite udowodnit,
ze jedna z najwazniejszych liczb w matematyce, liczba e jest przestepna, a wkrotce Lindemann
wykazal, ze znana od starozytnosci liczba m réwniez jest przestepna.Tym samym, okazalo sie, ze
kwadratura kola nie jest wykonalna. O ile mi wiadomo, okolo 1956 roku I.Niven wzorujac sie¢ na

wspomnianym wyzej dowodzie Hermite’a, podal dowdd niewymierno$ci m wykorzystujacy jedynie
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najprostsze wlasnoéci calek, znane obecnie uczniom szkét srednich. Jego rozumowanie przytoczymy
ponizej.

Zalézmy, ze ™= P , gdzie p oraz ¢ oznaczaja liczby naturalne. Zdefiniujmy ciag (c,) wzorem
q

n T

Cn = q_' [x(m — z)]" sinxdx . Wykazemy, ze
n: Jo

1° lim ¢, =0;
n—oo

2° ¢, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n;
3° ¢, jest liczba calkowita dla kazdej liczby naturalnej n .

Oznaczaé to bedzie, ze przyjete zalozenie, ze m = 1—; prowadzi do sprzecznosci, bo ciag dodatnich
liczb calkowitych nie moze by¢ zbiezny do liczby 0.

Udowodnimy wlasnosci 1°, 2° i 3° ciagu (c,).
2
e ™ . . c e, L.
Jedli 0 <z <7, to a(r —x) < T i sinxz > 0, zatem zachodzi nieré6wno$¢:

2n - 7w [ qm? " a”
(%) > Jo lx(m—=)]" sinzdr > 0. Stad mamy 0 < ¢, < o <T) . Poniewaz nh—»Igo = 0 dla

2

kazdej liczby rzeczywistej a, np. dla a = wiec lim ¢, = 0, co koniczy dowdd wiasnosci 1°.

1 n—oo

Caltkowana funkcja jest dodatnia WewnZ‘.crz przedziatu [0, 7], wiec calka z niej na tym przedziale
jest dodatnia, zatem ¢, > 0, co dowodzi, ze wlasnos¢ 2° réwniez ma miejsce.

Wykazemy, ze wlasno$é 3° réwniez przystuguje ciagowi (c,,). Ten fragment rozumowania jest
najdtuzszy. Niech w oznacza wielomian stopnia k. Pochodne funkcji w sa wiec réwne 0 poczawszy
od k4 1-¢j, czyli w¥(xz) =0 dla j > k4 1 i dowolnej liczby . Zaczniemy od obliczenia catki
nieoznaczonej [ w(z)sinzdzr. Calkujac dwukrotnie przez czesci otrzymujemy:

Jw(z)sinzdr = —w(x) cosz + [w'(z)coszdr = —w(x)cosz +w' (z)sinz — [w”(x)sinwdz. Spro-
wadzilismy zatem problem do obliczenia catki [w”(z)sinzdz , a wiec do tego samego zadania z tym
jednak, ze udalo sie nam zmniejszy¢ o 2 stopiert wielomianu, przez ktéry wymnazamy sinus. Powta-

rzajac to rozumowanie wielokrotnie i biorac pod uwage to, ze pochodne wielomianu w poczawszy

od pochodnej k + 1-ego rzedu zeruja sie otrzymujemy wzor:
/w(:c) sinzdz = cos z[—w(z) + w" (x) — wP (z) + .. ] +sinz[w’ (z) — w® (z) +.. ],

przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skoriczone, bo od pewnego momentu ich wszystkie

skladniki sa zerami. Niech w(z) = [z(7 — )] . Oczywiscie w(x) = w(r —z). Wobec tego w) (z) =

(—1)w(r —z) dla j = 0,1,2,.... Jest réwniez sin0 = sinm = 0 oraz cos0 = 1, cosm = —1.
n n n
Do stwierdzenia catkowitosci liczb ¢,, wystarczy wiec, by liczby q—'w(O), q—'w”(O) , q—'w(4) (0),...

byly catkowite. Zachodzi réwnosé:
wd (z) = (ﬂ.nmn _ (T)ﬂnqmnﬂ + (721)7.(.71721.n+2 _ ('g)ﬂ.n731.n+3 I (71)711,271)(‘7.) .
Jezeli j < n, to kazdy skladnik sumy w®) (z) zawiera zmienng x z dodatnim wyktadnikiem, wiec

w)(0) = 0. Dalej mamy w™(0) = nla™ , wD(0) = —(n+ 1)!(])a" ",
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w2 (0) = (n+2)!(3)7"2,...,w@(0) = (-1)"(2n)! .
n

Jedli wiec m = B, to liczby q—'w(J)(O) sa, catkowite dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej j. To
q n!

stwierdzenie konczy dowéd. W podobny sposéb mozna udowodnié, ze jesli cosr jest liczba wymierna,

to r jest liczba niewymierna,.
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