Analiza, cze$é sibdma

Zaczniemy od drobnego uzupehienia dowodu twierdzenia Arzeli—Ascoli’ego.

Lemat o o$rodkowosci zbioru zwartego
Jesli K jest zbiorem zwartym, to istnieje zbiér przeliczalny lub skonczony D C K taki, ze dla
kazdej liczby ¢ > 0 i kazdego = € K istnieje punkt y € D taki, ze ||z —y| < 0.

Dowadd.
Zalézmy, ze A C K jest zbiorem ¢-rozdzielonym, tzn. ze jesli x,y € A i z # y, to ||z —y| > 4.
Wtedy zbiér ma skoriczenie wiele elementéw. Gdyby miat ich nieskoriczenie wiele, to istnialby ciag (ay,)
taki, ze |lam — an|| > 5, gdy m # n, ale z takiego ciagu nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego,
bo podciag zbiezny musialby spelnia¢ warunek Cauchy’ego. Niech A; bedzie maksymalnym zbio-
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rem 1-rozdzielonym, A; — maksymalnym zbiorem 3 -rozdzielonym, A3 — maksymalnym zbiorem

%ﬂrozdzielonym itd. Jesli x ¢ Ay, to istnieje a € Ay taki, ze ||z —al < %, w innym przypadku

1_

7 —Tozdzielony, wbrew temu,

moglibysmy dolaczy¢ x do zbioru Ay i otrzymaé wiekszy niz Ay zbidr
ze Ay jest maksymalnym o tej wlasnosci. Przyjmujemy D = UZOZI A, . Jest jasne, ze zbidr ten spelia
zadany warunek. Wl

Komentarz
Zbiér (przestrzen) X nazywany jest osrodkowym, jesli istnieje zbidr skoriczony lub przeliczalny D C X

gesty w zbiorze X czyli taki, ze dla kazdej liczby 6 > 0. Mozna wiec udowodniony witasnie lemat

sformutowaé tak: przestrzen zwarta (metryczna) jest osrodkowa. B

Operacje na szeregach potegowych i nie tylko.

Zaczniemy od uogdlnienia twierdzenia o zmianach kolejnosci sumowania szeregu bezwzglednie
zbieznego.

Twierdzenie o duzej zmianie kolejno$ci sumowania
Jedli zachodzi jedno z dwdch zalozen:
(i) dla kazdej liczby catkowitej m > 0 szereg > oo |am,n| jest zbiezmy i 3°0° o (307 lam,n|) < +o0,
(if) 272 las(j] < oo dla pewnej bijekcji & : N — N x N,
to dla kazdej bijekcji o : N — N x N zachodzi réwnosé Yoo (30 amn) = Dm0 Ao (s) -

Dowadd.
Wykazemy najpierw, ze warunki (i) oraz (ii) sa réwnowazne.
Zatézmy, ze speliony jest warunek (i). Dla dowolnej bijekcji 0 : N — N szereg Z;io lag;)| jest
zbiezny, bo Zé’:o laoiy| < S0 o (30 o lam,n|) dla kazdej tak duzej liczby naturalnej p, ze kazda
z liczb |agy|, lac)|, -, lac@| jest skladnikiem ktéregos z szeregéw S olamml, m=0,1,....p
(np. p jest najwiekszym z pierwszych elementéw par o(0), o(1), ..., o(l)). Wobec tego drugi warunek
wynika z pierwszego.

Zalézmy teraz, ze spelniony jest warunek (ii). dla kazdej liczby naturalnej m i dla kazdej liczby natural-
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nej k speliona jest nieréwnosé Zizo |@m.n| < Z;‘io las(j)| . Oznacza to, ze dla kazdej liczby naturalnej
. . o0 . . 7’ o0 3

m ciag sum czeSciowych szeregu Y 7 [am,n| jest ograniczony z gory przez Y .7 |as(j)|, wiee szereg

>0 o lam,n| jest zbiezny i 307 Jamn| < Z;X’O laz(j)| - Z twierdzenia o sumie szeregéw (skoriczenie

wielu) wynika, ze dla kazdej liczby [ € N zachodzi nieréwnosé Zm 020 o lamn] < ZJ olasls

a wiec réwniez Yoo 307 | amn| < Z _o las(j) |- Wykazalismy, Ze z zalozenia (ii) wynika zalozenie (i).

W istocie rzeczy wykazaliémy nieco wiecej:

(oo} oo (oo}
Z Z |am,n| = Z |a6(j)| )
=0

m=0n=0

przy czym rownosé jest prawdziwa zawsze, rowniez wtedy, gdy sumy nie sa skonczone.

Niech € > 0. Niech k(m) oznacza taka liczbe naturalna, ze fo:k(m)ﬂ |@m,n| < srgs - Wtedy

(oo} (oo} €
2o Gna| S D lamal < g
n=k(m)+1 n=k(m)+1
zatem
a ) < = + —t+ 5+ ==
e 8 16 32 4’
n k(m)+1
Niech r(g) i p(e) beda takimi liczbami naturalnymi, ze
o0 € ) o0 o0 c
4 Z |a0(j)|<1 1 Z (Z|am,n|) <Z'
j=r(e)+1 m=p(e)+1 n=0

Niech p(¢) oznacza taka liczbe naturalna, ze

{00),0(1), ... 0(r(e))}

c {(0,0),(0,1),...,(O,k(O)),(l,O),(1,1),...,(1,k(1)),...,(u(5) 0)

C {0(0), o(1), 0(2), ..., o[p(e)] }
Wredy zachodza, nieréwnosci

2 (D) Lo

) o0 u(e)  k(m) p(e)
S| (S| X (X ) - | +
m=0 n=0 7=0

m=pu(e)+1 n=0

S > o0 %0 p(e)
Y0 w)dH S wnls S (Sl S lan ¢
m=0 n=k(m)+1 j=p(e)+1 m=p(e)+1 n=0 j=r(e)+1
() 00 00
3 e 3 £
£ (2 damal)t D i< ieieietoc
m=0 n=k(m)+1 j=p(e)+1

Poniewaz e oznacza dowolna, liczbe dodatnia, wiec zachodzi réwnosé

i ( i am,n) = iaa(j) -

m=0 n=0

W ten sposéb zakoniczyliSmy omawianie zmian kolejnoéci sumowania szeregéw podwdéjnych. Twierdzenie
to przyda sie nam do wykazania, ze ztozenie funkcji analitycznych jest funkcja analityczna,.

Zaczniemy od definicji funkcji analitycznej.



Definicja funkcji analitycznej

Funkcje f okreslona na otoczeniu punktu p nazywamy analityczna w punkcie p wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ciag (an) taki, ze dla pewnej liczby r > 0 réwnosé¢ f(z Zan x — p)™ zachodzi dla

kazdego x, dla ktérego |x — p| < r. Jedli funkcja f jest analityczna w kazdym punkcie zbioru A, to

moéwimy, ze jest analityczna w zbiorze A. B
Przykiad

Kazdy wielomian jest funkcja analityczng w R a nawet w C. Niech w(z) = Zanx", aqg # 0.

Przyjmujac a, =0 dla n > d mozemy napisaé w(z) = Zanx”. Wobec tego

- Zan(ﬂf —p—l—p)” - ZZ“” (?) (.17 _p n i = Zzan pn_j =
o [ R w) DI I » o N

k
w® .
=2 -y
§=0

Podalismy dowdd bezposredni, ale oczywiscie ten wzér wynika tez z wzoru Lagrange’a na (k + 1)—4

reszte we wzorze Taylora. B
Twierdzenie o analitycznosci funkcji zdefiniowanej za pomoca szeregu potegowego
Jesli f Zan x —p)" dla kazdego x, dla ktérego |x —p| < r, gdzie r >0 i |¢—p| <7, to dla
()
kazdego x takiego, ze |z —¢q| < r — |p — q| zachodzi réwno$é¢ f(z) = an—,((l)(x —q)"™, zatem funkcja

n=0
jest analityczna w kole o srodku p i promieniu r.

Dowéd.

7 twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego wynika, ze

F9(g) Zn (n=1)-...-(n—j+Danlg —p)" 7 = Zy Jan(g —p)"~

n=j

Mozemy wiec napisaé, ze

x):Zanx— Zanx—q+q p)" Zanz (z—q)(qg—p)"7 =

n=0 n=0 j5=0

=2 Z g =303 ) (=07 =D (@ =0y Y an(})la—p)" 7 =

7=0n=0
)
J .
_ 2 :f ].!(Q)(x—q)],
=0

jesli tylko potrafimy uzasadni¢ zmiane kolejnosci sumowania. Kolejno$é¢ sumowania moze by¢ zmieniona,
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o0

bowiem ZZIanI )z = ql’lg = pI" 7 =Y lan|(Je = al + g = pl)" < 00, bo |z —ql+lg—p| <.
n=035=0 n=0

W istocie rzeczy korzystamy w tym miejscu jedynie z tego, ze suma szeregu bezwzglednie zbieznego jest
niezalezna od kolejnosci, w jakiej sumujemy jego wyrazy. B

1

Uwaga. Oczywiscie promien zbieznosci szeregu potegowego moze ulec zmianie. Funkcja - jest
(o) (o)
—1|<1
analityczna w punkcie 1, bowiem 1 = xjH %Z(l —x)" = Z(—l)”(m —1)™. Jest tez
n=0 n=0
analityczna w dowolnym punkcie p # 0, bowiem
o0 o0
1 _ 1 _ 1 1 p—z\" _ D" o \n
= = s = 359 = G
n=0 n=0

Bez trudu stwierdzamy, ze promieni zbieznosci réwny jest w tym przypadku |p|, jasne jest wiec, ze
przechodzac od 1 do % zmniejszamy promien, a przechodzac od 1 do % — zwiekszamy. To ostatnie
stwierdzenie wynika z zachowania sie tej akurat funkcji, oczywiscie w innych przypadkach moze by¢

inaczej. W

Twierdzenie o analitycznosci zlozenia funkcji analitycznych
Jedli funkcja f jest analityczna w punkcie p a funkcja g jest analityczna w punkcie f(p), to zlozenie

tych funkcji jest analityczne w punkcie p.

Dowdd.

Niech f(x Zan x—p)™, jesli |[x—p| < r, r >0 iniech g(y Zb y—f()]",jesli ly—f(p)| < p,
n=0

p > 0. Poniewaz funkcja zdefiniowana szeregiem potegowym jest 01agla 1 szereg potegowy jest wewnatrz
swego przedziatu (kola) zbieznosci jest zbiezny bezwzglednie, wiec istnieje liczba dodatnia rg < r taka,
ze jesli |x — p| < 7o, to Z lan| - |z — p|™ < p. Wynika stad, ze ZW(Z lan] - |z fp|”) < 00,

n=1 j=0 n=1
dzieki czemu mozemy zmieniaé kolejnosé sumowania dowolnie. Z twierdzenia O mnozeniu szeregdéw

wynika mozna szereg potegowy podnies¢ do dowolnej naturalnej potegi. W wyniku otrzymujemy szereg

o0 . o0
j
potegowy. Niech (Z an - (z — p)”) = Zajm(a: - ZaJ n(x — . Z nieréwnosci tréjkata
n=1 n=0
o0 .
j
wynika, ze prawdziwa jest nieréwnosé Z'aj7"| o —pl™ < (Z |an| - |z —p|”> . Wobec tego w szeregu
n=j n=1

podwéjnym ZZajm(a: — p)" mozna zmieniaé¢ kolejno$é wyrazéw dowolnie nie wplywajac na jego

j=0n=j
oo oo
zbiezno$¢ ani sume. Mamy wiec ZZ% n(x—p)" ZZ% n(x—p)™. Dowdd zostal zakonczony. B
j=0n=j n=05=0

Nastepne twierdzenie, ktorym sie zajmiemy zwykle nie jest dowodzone w ramach wykladu z analizy
na pierwszym roku i studenci poznaja je na wyktadzie z funkcji analitycznych z zupeknie innym dowodem

niz pochodzacy od Cauchy’ego, ktory przedstawimy za chwile.
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Twierdzenie o analitycznosci funkcji odwrotnej
Jedli funkcja f jest analityczna w punkcie p i f/(p) # 0, to po ograniczeniu jej dziedziny do dostatecz-
nie malego otoczenia punktu p otrzymujemy funkcje réznowartosciowa, ktorej funkcja odwrotna jest
analityczna.

Dowdéd.
Poniewaz funkcje: T przypisujaca liczbie y liczbe y — f(p) i funkcja S przypisujaca liczbie z liczbe
T + p sa analityczne i odwrotne do nich tez, wiec mozemy zajaé sie istnieniem funkcji odwrotnej
do funkcji g := T o f o S. Jedli wykazemy, ze to zlozenie ma funkcje odwrotna, to bedziemy mogli

napisa¢ f~ ! =S80 (T o foS) !oT, wiec na mocy poprzedniego twierdzenia f okaze sie byé funkcja

analityczng. Oczywiscie ¢g(0) = T o f o S(0) = 0. Niech g(z) =T o fo S(x) = Zanm". Oczywiscie
n=1

1

ar = ¢'(0) = f'(p) # 0. Chcemy udowodnié, ze funkcja g—' jest analityczna w punkcie 0. Niech

[e.e]
g Hz) = anac". Udowodnimy, ze liczby b1,b2,... mozna wybraé tak, ze w pewnym otoczeniu 0
n=1
bedzie speliona réwnosé
= = n 2 3
xr = Zan(ijxj) =ai(biz+ba® + -+ ) +as(biz+box® + )" +ag(byz +box? + )" + -+
n=1  j=1

(oo}
Oczywiscie ze zbieznosci szeregu g bnx™ wynika, ze dla x dostatecznie bliskich 0 zachodzi wzér:
n=1

T =aibjx+ [ale +a2bﬂ 2+ [albg +2a9b1bs + agb?] 3+ [a1b4 +2asb1b3 + agb% + 3a3b%b2 +a4b‘11] a4

Wiynika z tej réwnosci, ze

1
by =—;
ai

1
by = *a—l [GQbﬂ 5

bs = 7i [2a2b1b2 + asbﬂ )

ax
by = —— [2&2()1()3 + agbg + 3@3[)%()2 + a4bﬂ
ax
Widzimy wiec, ze udaje sie obliczy¢ kolejno by, bs,... Wobec tego mozliwe jest napisanie wzoru na

funkcje odwrotna w postaci szeregu potegowego, co nieomal koriczy dowdd. Pozostaje jednak kwestia
zbieznosci otrzymanego szeregu. Teoretycznie mogloby sie zdarzy¢, ze promien zbieznosci otrzymanego
szeregu réwny jest 0. Zajmiemy sie tym problemem teraz. Poniewaz promieri zbieznoéci szeregu . a,
jest dodatni, wigc istnieje liczba ¢ > 0, dla ktérej szereg Y. anc™ jest zbiezny bezwzglednie. Wobec
tego nan;oanc” = 0, zatem ciag (anc") jest ograniczony. Oznacza to, ze istnieje liczba M > 0 taka,

ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosé |a,c"| < M, zatem |a,| < Mc™". Zdefiniujemy

pomocnicza funkcje analityczna h(z) = aiz — Mc 22? — Mc=323 — -+, Znajdujemy wspdlczynniki
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di,ds, ... szeregu Maclaurina funkcji h~!. Wyrazié je mozna za pomoca tych samych wzoréw, ktére

otrzymaliémy w przypadku wspétczynnikéw funkeji g =1 z tym tylko, ze liczby a1, as, as, ... zastepujemy

kolejno liczbami |a1|, —Mec=2, —Mc™3, ...

Mamy wice d = k> by, do = f%[ Me2 @) = ok [Me?d] = | = L [aatd]] = Pl
=+

dy = = by [~ 2Me2didy —2Me 3] = [k [2Me~2didy +2Me 8] = | = L [2asbiby+aghd] | = [bs

Ial

art |
Analogicznie dy > |bs] itd. INDUKCJA!). W nika stad, ze wystarczy wykazaé, ze promien zbieznosci
szeregu Yy d,z" jest dodatni! Mamy

, Mc 222 2r — Ma?
y = h(z) = |ar]e — Mc2a% — Me32® — - = |ay|o — et |alr — (larle + Ma ),
1—clz 2 —cx

czyli (Jai|e + M)x? — (cy + a1c®)x + c*y = 0. Otrzymane réwnanie kwadratowe rozwiazujemy bez

(cy + |ai|c?) £ \/(cy + |a1|c2)? — 4c2y(|ar|c + M)} . Poniewaz h(0) = 0, wiec

o 1
trudu: z = S ES)

réwniez h~1(0) = 0. Oznacza to, ze x = m [(cy—l— lai|c?) —/(cy + |a1|c®)? — 4c2y(lar|c + M)} :
WyraziliSmy x jako funkcje zmiennej y i to funkcje analityczna, bowiem zlozenie funkcji analitycznych,
suma i réznica funkcji analitycznych sa funkcjami analitycznymi, wielomian jest funkcja analityczna,

pierwiastek kwadratowy tez, bo jesli ¢ > 0, to

e e £ () ()

— skorzystalismy z szeregu dwumianowego Newtona, promieniem zbieznosci otrzymanego szeregu po-
tegowego jest liczba |¢q|. Dowdd zostal zakoniczony. B

7 udowodnionych twierdzen wynika od razu, ze funkcje analityczne w ustalonym punkcie two-
rza zbidér zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez te, ktére nie
przyjmuja wartosci 0. Mozna je tez skltadaé i odwracaé¢. Wyjasnia to, dlaczego praktycznie wszystkie,
ktérymi sie zajmujemy, sa analityczne, czasem z wyjatkiem nielicznych punktow.

Zasada identycznosci
Jedli funkcje analityczne f i g pokrywaja sie w punktach zbioru, ktéry ma punkt skupienia p, to

pokrywaja sie w pewnym otoczeniu punktu p.

Dowad.
Niech f(x,) = g(xn), limax, =p i n # m = x, # . Niech f(x Zan 2 — p)" i niech
g@) = Y bale —p)". Mamy ao = f(p) = lim f(zs) = lim g(zx) = g(p) = bo. Wobec tego
n=0

dla kazdego j zachodzi réwnosé Zan(:cj —p)nt = an(zj —p)"~1 — otrzymujemy ja dzielac
n=1

réwnosé f(x) —ap = g(x) — by stronami przez xz; — p. Z tej réwnosci i ciaglosei funkeji analitycznych

o0 oo (o) (o)
zjlan(xj —p)" 1, z:lbn(xj —p)"~" wynika, ze a1 = jlirgozjlan(ﬁj —p)" = zjlbn(xj —p)" ' =b1. To
n= n= n= n=



rozumowanie indukcyjne mozna kontynuowaé¢. W rezultacie rownosé a,, = b,, ma miejsce dla wszystkich
[ee]

liczb naturalnych n, co dowodzi, ze w calym przedziale zbieznosci szeregu Zan(:cj — p)™ zachodzi
n=0

réwnosé f(z) =g(z). |
Przykiad
Tangens jest funkcja analityczng we wszystkich punktach x, w ktérych cosx # 0. Wynika to z tego,

ﬁ . Funkcje sinus i kosinus sa analityczne w calej prostej (w calej plaszczyZnie), bo

ze tgxr = sinx -
promienie zbieznosci ich szeregéw Maclaurina sa réwne +oo. Funkcja % jest analityczna w kazdym

1
cosT

punkcie p # 0. Wynika stad, ze funkcja jest zlozeniem funkcji analitycznych i wobec tego tez
jest analityczna. Wobec tego tangens jest iloczynem dwu funkcji analitycznych, zatem jest funkcja
analityczna. Podkresli¢ wypada, ze od tego stwierdzenia do uzyskania rozwiniecia tangensa np. w szereg
Maclaurina droga nie jest krotka. Mozna natomiast wylicza¢ wspdlczynniki tego rozwiniecia korzystajac
z réwnosci (tgx) = 1+ tg2z: jedli tgax = a1x +azaz® +asz® +--- (0 =ap =az =as = ..., bo
tg(—z) = —tgx), to a; +3azx® +5asz* + - = 1+ (a12 + a3z +asza® +- )% = 1 +a?2® + 2a1a32* +
+(2a1a5 + a3)x® + (2a1a7 + 2a3as)x®, co prowadzi do réwnosci a1 = 1, 3az = a?, 5a5 = 2a1a3, - ..

a z nich mozemy kolejno obliczyé¢ aq,as,as,... R



