Analiza 1, czes$¢ piata
Jest tu ,troche” przykladéw, ktérych na wykladzie nie bylo, ale ktére warte sa obejrzenia. Niektdre
dowody sa przeprowadzone w nieco inny sposob, ale student nie jest zobowigzany do powtarzania
tekstow z wykltadu — ma podawaé poprawne rozumowania wychodzace z tych samych zalozen! Tekst
jest dlugawy, ale moze czes¢ z Was przynajmniej skorzysta z niego.

W razie znalezienia bledéw prosze o informacje, z gory przepraszam za pomyiki.

FUNKCJE CIAGLE

1. Definicja funkcji.

Jednym z najwazniejszych poje¢ w matematyce jest pojecie funkcji. Przypomnimy definicje.

Definicja funkcji, wartosci, obrazu, dziedziny i przeciwdziedziny
Przyporzadkowanie f elementom zbioru A elementéw zbioru B w taki sposéb, ze kazdemu elementowi
zbioru A przypisany jest dokladnie jeden element zbioru B nazywamy funkcja ze zbioru A w zbiér B.
Jedli a jest elementem zbioru A, symbolicznie a € A, czyli argumentem funkcji f, to przypisany mu
element zbioru B oznaczamy symbolem f(a) i nazywamy wartoscia funkcji f w punkcie a lub obrazem
punktu a.* Zbiér A nazywamy dziedzing funkcji f, zbiér B — przeciwdziedzina, zbiér f(A) zlozony
ze wszystkich wartosdci funkeji f, czyli elementéw zbioru B postaci f(a), gdzie a € A nazywamy
obrazem zbioru A (przez funkcje f) lub zbiorem wartosci funkcji f. Jedli f przeksztalca zbior A w
zbiér B, to piszemy f: A — B. Jesli zbiér f(A) wartosci funkcji f pokrywa sie z przeciwdziedzing B
funkcji f, to méwimy, ze f przeksztalca zbiér A na zbiér B i piszemy czasem f: A ——B. R

Przykladem funkcji jest ciag: jest to funkcja okreslona np. na zbiorze IN = {0, 1, 2, ...}. Innym
przyktadem, dobrze znanym ze szkoly, jest funkcja liniowa: f(x) = ax + b, gdzie a, b sa ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, = jest elementem zbioru wszystkich liczb rzeczywistych IR, na ktérym funkcja
f jest okredlona, f(z) jest elementem przeciwdziedziny IR ; jesli a # 0, to funkcja f przeksztalca zbiér
IR na siebie; jesli a = 0, to jedyna wartoscia funkcji f jest liczba b. Jeszcze innym przykladem jest
funkcja kwadratowa: f(x) = ax? +bx + ¢, gdzie a, b, c sa liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0,

funkcja ta jest okreslona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych IR, przeciwdziedzina, jest réwniez IR,

dac — b?
4a

dac — b?
4a

n—elementowego, mozna je traktowaé jako funkcje przeksztalcajace zbiér {1, 2, ,n} na dany zbiér

zbiorem wartosci jest polprosta [ ,+oo) w przypadku a > 0, za§ w przypadku a < 0 zbiorem

wartosci jest pélprosta ( — 0, ] . Inny przyklad funkcji znany ze szkoly to permutacje zbioru
zlozony z n elementéw: mamy ustawi¢ elementy danego zbioru w kolejnosci, pierwszy w tym ustawieniu
element to wartos¢ permutacji w punkcie 1, drugi — wartos¢ w punkcie 2, ..., n—ty — warto$¢ w punkcie
n. Zadanie na ile sposobéw moze 10 o0séb wsigs¢ do trzech wind to pytanie: ile jest funkcji ze zbioru
10—elementowego w zbidr tréjelementowy (osobie przypisujemy winde, do ktérej ta osoba wsiada).
Przyklady mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego robi¢ teraz. Na razie bedziemy zajmowac sie funkcjami
rzeczywistymi jednej zmiennej rzeczywistej, co oznacza, ze warto$ciami funkcji beda liczby rzeczywiste
i dziedzing, funkcji bedzie jaki$ zbior zlozony z liczb rzeczywistych. W rzeczywistosci dziedzinami beda,

albo przedzialy, albo sumy skonczenie wielu lub nieskonczenie wielu przedzialéw, np dziedzina, funkcji

*  Czasem bedziemy méwié: ,, f —obrazem”, cho¢ to nie brzmi dobrze, ale czasem nalezy wyraZnie zaznaczy¢ o jaka funkcje
chodzi.



T
tg jest zbidr zlozony z tych wszystkich liczb rzeczywistych, ktére nie sa postaci (2n + 1)5 , czyli jest

to suma przedzialéw postaci ( —(2n+ 1)%7 (2n + 1)%) , gdzie n oznacza dowolna liczbe catkowita. w
2
przypadku funkcji zdefiniowanej wzorem f(z) = ﬁ mozna powiedzie¢, ze jej dziedzing jest
z—1)(z

zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem —2 i 1, czyli zbidr (—oo0, —2) U (=2,1) U (1, +00).
7 punktu widzenia formalnego dopdki nie powiemy na jakim zbiorze funkcja ma by¢ zdefiniowana,
to nie zostala ona okredlona. W szczegdlnodci z formalnego punktu widzenia zadania: znalezé dziedzine
funkcji okreélonej wzorem ..., nie maja sensu. Pytanie o dziedzine nalezy traktowaé jako pytanie o
maksymalny zbidr, na ktérym mozna zdefiniowaé funkcje w sposéb zaproponowany przez autora zadania.
Nawet przy takiej interpretacji moga, powstawaé watpliwosci: np. czy funkcja okreslona wzorem f(x) =
%2 moze tym wzorem by¢ zdefiniowana na calej prostej, czy tez w punkcie 0 tym akurat wzorem nie
da sie jej zdefiniowa¢. Autorowi tego tekstu wydaje sie, ze specjalidci od tak formulowanych zadan w
wiekszosci przypadkow uznaja, ze ta definicja w punkcie 0 nie dziala, ale nie wydaje mu sie, by ten

problem wart byl dyskusji — mozna po prostu takich zadan nie dawaé, a jedli sie je daje, to unikaé
42? — 132 — 167

23 —4x + 3
dziedzing jest zbior wszystkich tych liczb rzeczywistych, dla ktérych mianownik jest rézny od 0. Funkcja

wieloznacznosci. Bedziemy jednak moéwi¢ np. o funkcji , zakladajac przy tym, ze jej
V/1 — e bedzie automatycznie zdefiniowana na zbiorze zlozonym z liczb rzeczywistych niedodatnich. W
przypadku jakichkolwiek wieloznacznosci bedziemy wyraznie okresla¢ dziedzine. Czasem tez dziedzina
z jakich$ przyczyn bedzie mniejsza niz maksymalna, np. zmienna bedzie mie¢ jakies pozamatematyczne
znaczenie i wtedy interpretacja bedzie zrédtem ograniczen dziedziny. Np. pytanie o maksymalne pole
prostokata o obwodzie 4 prowadzi do rozpatrywania funkcji (2 — ) na przedziale otwartym (0,2) :
x oznacza tu jeden wymiar prostokata, a 2 —x — drugi. Funkcje x(2 —x) mozna rozpatrywaé nie
tylko na przedziale (0,2), ale z punktu widzenia zadanego pytania, nie ma to sensu.

W dalszej czesci zajmiemy sie réwniez funkcjami okre$lonymi na podzbiorach ptaszezyzny (czyli
zbioru wszystkich liczb zespolonych C), przestrzeni tréjwymiarowej i ogélnie n—wymiarowej. Wartos-
ciami tych funkcji beda zazwyczaj liczby rzeczywiste, ale wystapia rowniez funkcje przeksztatcajace
pewne podzbiory plaszczyzny w plaszczyzne. Takie funkcje beda nazywane na ogdl przeksztatceniami
lub odwzorowaniami. Nie oznacza to, ze funkcji z R na R danej wzorem f(x) = x + 1 nie mozna
nazwal odwzorowaniem — czesto termin ten jest uzywany, zwlaszcza wtedy, gdy méwimy o geometrii
zwiazanej z ta funkcja — jest przesuniecie o 1 w prawo.

2. Funkcje réznowartosciowe, funkcja odwrotna

Wazna klasa funkcji sa funkcje réoznowartosciowe, tj. takie ktore réznym punktom dziedziny przy-
pisuja rézne wartosci: (z # y) = (f(x) # f(y)). Jesli f jest funkcja, réznowartosciows prze-
ksztalcajaca zbiér A na zbiér B, to mozna okresli¢ funkcje f~! odwrotna do danej funkcji f:
1) =a < b= f(a). Jesli f(x) = 2% dla kazdej liczby rzeczywistej =, to funkcja f prze-
ksztalca réznowartogciowo zbiér IR na siebie, wiec mozna okresli¢ funkcje odwrotna: f~1(z) = ¥/ .
Jedli f(x) = e® dla kazdej liczby rzeczywistej x, to zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr wszystkich
liczb dodatnich i wobec tego f~!(x) = Inx dla kazdej dodatniej liczby z. Jedli f(z) = x? dla nie-
ujemnych liczb x, to f~1(x) = /z dla kazdej liczby nieujemnej z. Jesli f(x) = 2% dla kazdej liczby

niedodatniej z, to funkcja f przeksztalca zbiér wszystkich liczb niedodatnich na zbiér wszystkich
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liczb nieujemnych. Funkcja odwrotna do niej dana jest wzorem f~!(z) = —y/x. W ostatnich dwéch
przyktadach wzor byt identyczny, ale dziedziny byty rézne. W zwiazku z tym wzory na funkcje odwrotne
tez byly rézne.

W dalszym ciagu bedziemy uzywac jeszcze dwu funkcji zdefiniowanych jako odwrotne do funkcji
sinus i tangens. Oczywiscie funkcje sinus i tangens jako okresowe nie sa réznowartoéciowe, wiec nie maja
funkcji odwrotnych. Mozna wiec postapi¢ tak, jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, ktory jest
zdefiniowany jako funkcja odwrotna do funkeji 22 rozpatrywanej nie na calej dziedzinie, lecz na zbiorze,
na ktérym funkcja z2 jest réznowartosciowa, i to mozliwie najprostszym o tej wlasnosci.* Wybieramy

mozliwe najbardziej naturalne dziedziny. W przypadku sinusa ograniczamy sie do przedziatu [f g, g} ,a

w przypadku tangensa — do przedziatu (72’ g) . Zbiory wartosci to odpowiednio Przedzial domkniety

[~1,1] i cala prosta (—oo,+o0). Tradycyjnie zamiast pisaé sin~' piszemy arcsin, a zamiast tg~'

piszemy arctg**, co zreszta pozwala na unikniecie dwuznacznosci zwiazanej z oznaczeniami sin~' i
tg~!. Podamy teraz definicje tych funkcji w jawny sposéb.

Definicja funkcji arcsin i arctg
Jesli z € [—1,1], to arcsinz jest jedyng liczba z przedziatu [—g, g} , dla ktorej zachodzi réwnosé
sin(arcsinz) = .
Jedli = jest liczba rzeczywista, to arctgx jest jedyna liczba rzeczywista z przedzialu (fg, g) , dla

ktérej zachodzi réwnosé tg(arctgz) = 2. B

1 2
Podamy przyklady arcsinl = g, arcsini = %, arcsin <§> = 72, arctg\/§ = g,

arctg(—1) = —g , arctg0=0.
3. Granica funkcji

Wprowadzimy oznaczenie: R = [—00,4+00] oznacza zbidr zlozony ze wszystkich liczb rzeczywi-
stych uzupelniony symbolami nieskoniczonymi —oo i +o0. Mozna mysle¢, ze R to prosta z koncami.
Podkresli¢ wypada, ze symboli nieskoriczonych nie traktujemy jak liczb, bo np. nie wszystkie dzialania
z ich uzyciem sa wykonalne.

Definicja punktu skupienia
Punkt p € R jest punktem skupienia zbioru A C IR"™ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (an)
punktéw zbioru A, o wyrazach réznych od a, zbiezny do p. B
+00 jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb naturalnych IN — by sie o tym przekonaé¢ wystarczy
przyja¢ a, = n. Innych punktéw skupienia zbiér IN nie ma. W gre moglyby wchodzi¢ jedynie liczby
nieujemne, bo granica ciagu liczb naturalnych jest albo réwna +oo, albo tez jest liczba nieujemna,. Jesli
ciag liczb naturalnych ma skonczonga granice, to ze wzgledu na warunek Cauchy’ego odlegloéci miedzy
wyrazami tego ciagu, ktérych numery sa dostatecznie duze, sa mniejsze niz 1, a poniewaz sa to liczby
catkowite, wiec te odleglosci sa réwne 0. Wykazalidmy, ze ciag liczb naturalnych, ktéry ma skoriczona
granice musi by¢ od pewnego miejsca staly, a wiec granica jest rowna pewnym wyrazom ciggu. Jest
niezgodne z definicja punktu skupienia.

Kazda liczba z przedzialu domknietego [0, 1] jest punktem skupienia przedziatu otwartego (0, 1) . Innych

* Zbioréw, na ktérych funkcja 2 jest réznowartosciowa, jest bardzo duzo, np, [—1,0]JU(1,4+00), (—00,—2), (—o00,0],
[0,400) , zbiér zlozony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich oraz ujemnych liczb niewymiernych i wiele innych.

oW niektérych krajach arctan.



punktéw skupienia przedzial (0,1) nie ma. To drugie zdanie jest prawdziwe w oczywisty sposéb —
granica ciagu liczb z przedziatu (0,1) musi sie znajdowaé¢ w przedziale [0,1]. Jest tez jasne, ze dla
kazdej liczby p z przedzialu [0,1] istnieje ciag (a,) liczb z przedziatu (0,1) , taki ze p= nh_)rr;o an
oraz a, # p dla kazdego n.
Kazda liczba rzeczywista i oba symbole nieskoriczone sa punktami skupienia dziedziny funkcji tan-
gens, tj. zbioru tych liczb rzeczywistych, ktére nie sa nieparzystymi wielokrotno$ciami liczby g . Latwe
uzasadnienie tego stwierdzenia pozostawiamy czytelnikom.

Teraz mozemy juz zdefiniowa¢ granice funkcji.

Definicja granicy funkcji w punkcie.*
Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f. Méwimy, ze g € R jest granica funkcji
f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,) zbieznego do p, ktérego wszystkie
wyrazy sa rézne od p, ma miejsce réwnosé 71113;0 f(x,) = g . Granice funkcji f w punkcie p oznaczamy
symbolem ilg; f(z). m

Zwrécié nalezy uwage na to, ze wéréd wyrazéw ciagu zbieznego do p, wystepujacego w definicji
granicy, nie ma p. Oznacza to w szczegdlnosci, ze nawet wtedy, gdy p jest argumentem funkcji f, to
wartos¢ w tym punkcie nie ma wplywu na istnienie granicy w punkcie p, ani na jej wartos¢ — mozna
dowolnie zmienia¢ warto$é¢ funkcji w punkcie p nie zmieniajac granicy w tym punkcie. Oznacza to, ze
jesli funkcja ma granice w punkcie p, to w dostatecznie bliskich punktach = wartosé f(x) jest bliska
granicy g, pod warunkiem jednak, ze x # p. Poniewaz ciag ma co najwyzej jedna granice, wiec réwniez
funkcja moze mieé tylko jedna granice w jednym punkcie. Pojecie granicy funkcji jest bardzo wazne,
jest rozszerzeniem pojecia granicy ciaggu. Podamy teraz kilka przyktadéw.

Przyklady granic.

. sinx P . e
1. hmO =1 . Réwnosé ta zostala udowodniona wczesniej. B
xT— X
. In(l1+=z . . . ..
2. hrnO ¥ = 1. Réwniez ta réwnosé zostala udowodniona wczesniej. B
r— X
z J—
3 limO = 1. Te réwnos¢ wykazaliSmy poprzednio. R
xr—

Tr—00

1 x
4. lim (1 + —) = e . Te réwnos¢ wykazemy teraz. Trzeba wykazaé, ze dla kazdego ciagu (z,),
x

1 Tn
ktorego granica jest oo zachodzi rownos¢ lim (1 + —) = e . Wiemy, ze jest tak w przypadku

n— o0 Tn

1 n
T, = n — z definicji liczby e. Przypomnijmy tez, ze ciag (1 + —) jest rosnacy. Stad wynika,
n

1\" 1\*
ze jesli k > n jest liczba naturalna, to (1 + —) < (1 + E) < e . Stad i z definicji granicy
n

k
1 n
wynika, ze jesli lim k, = +o00 ,to lim <1 + —> = e —jesli bowiem m jest jakakolwiek liczba,

n— o0 n— o0 k‘n

naturalna, to dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n, zachodzi nieréwnos$é¢ k, > m , zatem

1\™ 1\
(1 + —) < (1 + —) < e . Teraz mozemy przejé¢ do wlasciwego dowodu. Niech lim x, =
m

kn, n—o0

400 . Bez straty ogdlnosci rozwazan mozna przyjacé, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé z,, > 1,

bo jest tak dla dostatecznie duzych n. Niech k,, bedzie taka liczba catkowita, ze k, < x, < k,+1

* Ta definicja jest nazywana ciggowa lub definicja Heinego



— taka liczba k, istnieje dokladnie jedna. Poniewaz =z, —1 < k,, , wiec lim k, = +oo . Stad i

n—oo

k 1+k
1 n 1 n
z tego, co wykazaliSmy poprzednio, wynika, ze lim (1 + Tk ) =e= lim (1 + k_) .
n

n—00 n—00 n

Mamy réwniez

kn Ty x Tn 1+kn

1 n 1 n 1 " 1 n 1 "

1 <|1 < (14— <14 — < (14— .
( +1+kn> _< +1+kn) < +$n> _< +kn) < +kn>

7 tej nieréwnosci i twierdzenia o trzech ciagach wynika dowodzona przez nas teza. B

1
5. Funkcja —, okreslona dla x # 0, nie ma granicy w punkcie 0, bowiem lim — = +oo0 i
T n—oo 1/n

jednoczesénie lim = —o00, udalo si¢ nam wiec wskazaé¢ dwa ciagi argumentéw zbiezne do 0,

n—oo —1 / n
takie ze odpowiadajace im ciagi wartoéci maja rézne granice. B
1 1
6. Funkcja sin —, okreslona dla x # 0, nie ma granicy w punkcie 0, bowiem sin ——— = 0 oraz
x 1/(2nw)
1

si = 1. WskazaliSmy wiec dwa ciagi argumentéw, takie ze odpowiadajace im ciagi

M1/ @nr+ 7/2)
wartosci sg stale i rézne. B
Oprocz granicy funkeji rozpatrywane sa, granice jednostronne funkcji w punkcie. Zdefiniujemy gra-
nice lewostronna, definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.
Definicja granicy lewostronnej
g jest granica lewostronna funkcji f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy mozna znalezé w dzie-
dzinie ciag (z,) o wyrazach mniejszych (Scisle!) niz p, zbiezny do p i gdy dla kazdego takiego ciagu

odpowiadajacy mu ciag wartosci (f(x,)) ma granice g. Stosujemy oznaczenie lim f(z). B

T—pT

Latwo mozna udowodnié, ze funkcja — ma jednostronne granice w punkcie 0: prawostronna jest
x

réwna o0, zas lewostronng jest —oo. Funkcja sini nie ma granicy prawostronnej w punkcie 0 —
wykazaliémy to w przykladzie 6, wskazujac dwa ciagi dodatnich argumentéw tej funkcji zbiezne do 0,
takie ze odpowiadajace im ciagi wartosci maja rézne granice.

Bez trudu mozna udowodnié ,funkcyjna”’ wersje twierdzenia o scalaniu.

Twierdzenie o scalaniu
Funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym ciag liczb mniejszych niz p, zbiezny do p oraz ciag liczb
wiekszych niz p, zbiezny do p, ma granice w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma obie granice
jednostronne i sa one réwne.

Dowdéd. Jest jasne, ze z istnienia granicy wynika istnienie granic jednostronnych — zamiast
wszystkich ciagdéw zbieznych do p, ktérych wyrazy sa rézne od p, rozpatrujemy jedynie ich cze$é. Jesli
natomiast wiemy, ze istnieja granice jednostronne, to ciag o wyrazach réznych od p mozemy rozbi¢ na
podciag o wyrazach mniejszych niz p i na podciag o wyrazach wiekszych niz p. Odpowiadajace im
ciagi wartoéci maja te sama granice, wiec ciag wartosci odpowiadajacy naszemu ciagowi ma granice i to
réwna wspolnej wartosci obu granic jednostronnych. Oczywiscie jesli ciag argumentow zawiera jedynie
skoniczenie wiele wyrazow wiekszych niz p, to nie mozemy rozpatrywaé granicy prawostronnej, ale to
niczemu nie przeszkadza, bo w tym przypadku wystarczy skorzystaé z istnienia granicy lewostronnej.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia o scalaniu, mozna przenie$¢ inne twierdzenia dotyczace

granic ciagdéw na ogdlniejszy przypadek granicy funkcji.
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Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach granicy
A1. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(z) i okreslona jest ich suma, to istnieje granica
lim (f(z) + g(x)) 1 zachodzi wzér: lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z).
T—p T—Dp T—p T—p
A2. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(x) i okreslona jest ich réznica, to istnieje granica
T—p T—p
lim (f(x) — g(z)) 1 zachodzi wzér: lim (f(z) — g(z)) = lim f(x) — lim g(x).
T—p T—p T—p T—p
A3. Jedli istniejg granice lim f(z), lim g(z) i okreslony jest ich iloczyn, to istnieje granica
T—p T—p

lim (f(z) - g(x)) 1 zachodzi wzér: lim (f(z) - g(z)) = lim f(z) - lim g(z).

T—p T—Dp T—Dp T—=p

Ad4. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(z) i okreslony jest ich iloraz, to istnieje granica lim M
T—p z—p z—p g(x)

lim f(x)
. . 1. 37) T—p
i zachodzi wzdr lim = — .
22 g@) ~ Tm g(a)
:E‘)p

Dowdd tego twierdzenia jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o arytmetycznych wias-
nosciach granicy ciagu. B
Przed podaniem nastepnego twierdzenia przypomnijmy, ze operujemy terminem dla dostatecznie
duzych n. Oznacza to, ze interesuja nas liczby naturalne wieksze od pewnej liczby. Wlasciwie chodzi
o to, by byly one bliskie +o00. W przypadku funkcji argument, ktérym w przypadku ciagu jest numer
wyrazu, czyli m, ma by¢ bliski punktowi p, ktéry moze — lecz nie musi — by¢ réwny 4oo. Wymaga
wiec zmiany sposéb méwienia. Méwiac x jest dostatecznie bliski p bedziemy mieé na mysli, ze:
(+00) x> M dla pewnej liczby rzeczywistej M, gdy p = +o0 ,
(—o0) x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M, gdy p = —o0,
(R) |z — p| < § dla pewnej dodatniej liczby d§, gdy p € R.
Twierdzenie o szacowaniu

N1. Jesli C < lim f(z), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé¢ C' < f(z).

T—p

N2. Jesli C > lim f(z), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nier6wnosé¢ C' > f(z).

z—p
N3. Jesli ilg; g(z) < ilir}g f(x), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé
g(x) < f(x).
N4. Jesli g(z) < f(x) dla x dostatecznie bliskich p, to zachodzi nieréwnosé il_}H; g(z) < alclir;) f(z).
Dowdd. Zaktadamy caly czas, ze p jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Zauwazmy naj-
pierw, ze zaprzeczeniem zdania: Dla wszystkich x # p dostatecznie bliskich p spetniony jest warunek W
jest zdanie: Istnieje ciqg (xn) zbiezny do p, taki Ze x, # p dla kaZdego n i warunek W nie zachodzi
dla Zadnego wyrazu ciggu ().
Jesli np. p = 400 i nie jest prawda, ze warunek W spemiony jest dla wszystkich = dostatecznie bli-
skich p = 400, to dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba x > M, dla ktérej warunek W nie
zachodzi. By otrzymacé ciag (z,), ktérego granica jest oo, zlozony z liczb, dla ktérych warunek W nie
zachodzi, wystarczy przyjaé, ze M = n. Jesli natomiast istnieje ciag (x,), ktérego granica jest +oo,
taki ze warunek W nie jest speliony dla zadnego (z,), to warunek W nie jest spelniony dla wszystkich
dostatecznie duzych x, czyli nie jest spelmiony dla wszystkich z dostatecznie bliskich +o0o. Analogicz-
nie postepujemy w przypadku p = —o0.
Jedli p € IR, to dla kazdego § > 0 istnieje z, takie ze x # p i |z — p| < §, dla ktérego warunek W
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nie zachodzi. By zdefiniowa¢ x,, przyjmujemy, ze 6 = % . Z istnienia ciagu (z,) zlozonego z liczb, dla
ktorych warunek W nie zachodzi, wynika od razu, ze nie jest mozliwe, by warunek W byl spelniony dla
wszystkich x dostatecznie bliskich p.
Teraz mozemy zajac sie wlasciwym dowodem. Zalézmy, ze alclg;, f(z) < C oraz ze nie jest prawda, ze dla
2 dostatecznie bliskich p zachodzi nier6wno$é¢ f(x) < C. Wynika stad, Ze istnieje ciag (x,,), taki ze dla
kazdego n zachodzi nier6wnosé f(z,) > C. Stad jednak wynika, ze ilir; f(xy) > C, whrew zalozeniu.
Dowdéd w tym przypadku zostal zakonczony. Stwierdzenie N2 dowodzimy analogicznie lub wnioskujemy
z N1 zastepujac funkcje f funkcja przeciwng —f. Stwierdzenie N3 wynika ze stwierdzen poprzednich:
starczy uzy¢ liczby C' lezacej miedzy ilil}n f(x) oraz illg) g(z) . Ostatni fragment twierdzenia to prosta
konsekwencja tego, ze ciag o mniejszych wyrazach ma mniejszg granice. Dowdd zostal zakoriczony. B
Podamy teraz inng definicje granicy funkcji. Z poprzednia mozna wigzaé takie stwierdzenie (nie-
Sciste, ale wazne): niezaleznie od tego w jaki sposéb argument dazy do p, to wartosé funkcji zbliza sie
do g. 7 ta ktéra pojawi sie niebawem wiazemy stwierdzenie jesli argument funkcji jest dostatecznie
bliski p, ale rézny od p, to warto$¢ funkcji jest bliska g. Sformulujemy zapowiedziana, definicje bardzo
dokladnie, bez zadnych skrétéow. Ma ona dziewieé czedci, ale na ogdt po przeczytaniu dwéch — trzech
pierwszych nie ma potrzeby czyta¢ dalej, bo mozna to samodzielnie napisac.
Definicja granicy funkcji*
1. gopeR. Wtedy g = llig; f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby e > 0 istnieje liczba
d >0 taka, ze jesli 0 < |x —p| <0, to |f(z)—g| <e.
2. geR, p=+4+00. Wtedy g= ilg;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje
liczba rzeczywista M , taka ze jesli x > M, to |f(z) —g| <e.
3. geR, p=—-—0. Wtedy g= ilil;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby e > 0 istnieje
liczba rzeczywista M | taka ze jesli z < M, to |f(x) —g| <e.
4. g=+o00,peR. Wtedy g= ilg;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista § > 0, taka ze jesli 0 < |z —p| < J, to f(z) > M.
5. g=+00, p=+4o00. Wtedy g= ilir; f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista K, taka ze jesli x > K, to f(z) > M.
6. g=+00, p=—00. Wtedy g= ilg}) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista K, taka ze jesli « < K, to f(z) > M.
7. g=—o00,peR. Wtedy g= ilil;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista § > 0, taka ze jesli 0 < |[x —p| < J, to f(z) < M.
8. g=—-—00, p=+400. Wtedy g= ilg}) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista K, taka ze jesli « > K, to f(z) < M.
9. g=—-00,p=—-00. Wtedy g= ilir; f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje
liczba rzeczywista K, taka ze jedli x < K, to f(z) < M.
Dowdéd. Dowdd podamy w dwéch wybranych przypadkach: pierwszym i ésmym. Reszte czytelnik

powinien uzupemié¢ samodzielnie, by¢ moze nie wszystko — tyle tylko, by w miare swobodnie przepro-

*  ta definicja nazywana jest definicjg Cauchy’ego lub definicjg otoczeniows, czasem, to juz betkot matematyczny, — epsi-
lonowo-deltowa.



wadzi¢ dowdd w ktéryms przypadku.

Zalozymy najpierw, ze g, p sa liczbami rzeczywistymi oraz ze g = }clg;, f(z) w sensie definicji ciagowej.
Jedli istnieje liczba ¢ > 0, taka ze dla kazdej liczby & > 0 istnieje x, takie ze 0 < |z —p| < § i
jednoczesnie |f(z) — g| > e, to przyjmujac, ze x, jest dobrane do %, tzn. 0 < |z, — p| < % i
|f(zn) — g| > €, otrzymujemy ciag (x,) zbiezny do p, o wyrazach réznych od p i taki ze odpowia-
dajacy mu ciag wartosci funkcji nie jest zbiezny do liczby ¢, bowiem wszystkie wyrazy tego ciagu
wartosci pozostaja w odleglosci nie mniejszej niz € od g¢g. Twierdzenie zostalo udowodnione w jedna
strone. Teraz zalozymy, ze g = ;gr; f(x) w sensie definicji otoczeniowej. Niech (x,) bedzie dowolnym
ciggiem argumentow funkcji f zbieznym do p, o wyrazach réznych od p i niech € oznacza dowolna,
liczbe dodatnia. Z definicji otoczeniowej granicy funkcji wynika, ze istnieje liczba § > 0, taka ze jesli
0<|z—p|l<d,to|f(x)—g| <e.Z definicji granicy ciagu wnioskujemy, ze dla dostatecznie duzych
n zachodzi nieréwno$¢ |z, — p| < § 1 oczywiscie x,, # p, zatem 0 < |z, — p| < §, a stad wynika, ze
|f(xn) — g| < e.Stad i z definicji granicy ciagu wynika, ze nhﬂngo f(z,) = g, a wobec tego, ze (z,) jest
dowolnym ciagiem, mozemy stwierdzi¢, ze g jest granica w sensie definicji ciagowej.

Teraz, zgodnie z obietnica, zajmiemy sie przypadkiem 8, tj. zalozymy, ze g = —oo oraz ze p = 400.
Zakladamy, ze dla kazdego ciagu (x,) argumentéw funkcji f, ktérego granica jest +oo zachodzi
réwnosé nILrI;o f(x,) = —oo. Mamy wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] M istnieje liczba rzeczy-
wista K , taka ze jedli > K, to f(z) < M . Zalézmy, ze tak nie jest. Istnieje wiec liczba M taka, ze dla
kazdej liczby K istnieje argument x funkcji f, taki ze > K i jednocze$nie f(x) > M . Przyjmujac
K = n otrzymujemy argument z, , taki ze x, >n i f(x,) > M. Stad jednak wynika, ze —oo nie
jest granica ciagu (f(z,)), wbrew zalozeniu, koniczy to dowéd w jedna strone. Teraz zatozymy, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczywista K, taka ze jeSli ¢ > K, to f(z) < M. Jesli
nhﬂngo Zn = 400, to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé x,, > K i wobec tego f(z,) < M.
Wobec dowolnosci M , oznacza to, ze nlgr;@ f(z,) = —oo. Dowdd zostal zakoriczony. B

7 twierdzenia o trzech ciggach wynika analogiczne twierdzenie dla granic funkcji.

Twierdzenie o trzech funkcjach
Jedli dla wszystkich argumentéw x dostatecznie bliskich punktowi p zachodzi nastepujaca nieréwnosé
podwéjna f(z) < g(x) < h(z) i istnieja granice alglg; f(z), alcllg) h(z) oraz alglg; flz) = ilir;; h(z), to
réwniez funkcja g ma granice w punkcie p i zachodzi réwnosé }:Lnlp flx) = ilg; g(z) = }:Lnlp hiz). &

7 nastepnego twierdzenia w zasadzie nie bedziemy korzystaé, podajemy je tylko po to, by pokazac,
pelna analogie pojecia granicy ciagu i granicy funkcji, wiec latwy dowdd pozostawiamy czytelnikom w
charakterze zadania.

Twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu granicy skonczonej
Funkcja f ma granice skonczona w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest nastepujacy
warunek Cauchy’ego:

dla kazdego € > 0, dla wszystkich z,y # p dostatecznie bliskich p

zachodzi nieréwnoéé |f(z) — f(y)| < e. (w.C.) ®
Twierdzenie, ktore znajduje sie ponizej ma bardzo prosty dowdd, ale jest bardzo czesto stosowane.
Twierdzenie o granicy zlozenia dwu funkcji

Zalézmy, ze dziedzina funkcji f zawiera zbiér wartosci funkcji g, ze funkcja g ma granice G w punkcie
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p, ze granica GG jest punktem skupienia dziedziny funkcji f i funkcja f ma granice H w punkcie G
oraz ze wartosci funkcji g w punktach dostatecznie bliskich p sa rézne od G. Przy tych zalozeniach
funkcja fog okreslona wzorem (fog)(x) = f(g(x)) ma w punkcie p granice, ta granica jest réwna H .
Zalozenia tego twierdzenia sa tak dobrane, ze dowdd wynika od razu z definicji ciagowej granicy funkcji
w punkcie. H
Przed podaniem twierdzenia o istnieniu granic jednostronnych funkcji monotonicznej omdéwimy
pojecie kresu zbioru i kresu funkcji. Rozpoczniemy od definicji.
Definicja kresow
gz. Kresem gérnym zbioru niepustego A C IR nazywamy taki element M zbioru ﬁ, ze dla kazdego
a € A zachodzi nier6wno$é a < M oraz ze jesli M’ < M , to istnieje a € A, dla ktérego a > M'.
Innymi stowy: M jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A. Piszemy sup A.
gf. Kresem gérnym M funkcji f nazywamy kres gorny zbioru jej wartoéci, tj. najmniejsza liczbe M ,
taka ze f(x) < M dla kazdego argumentu x funkeji f. Piszemy sup f .
dz. Kresem dolnym zbioru niepustego A C IR nazywamy taki element M zbioru ﬁ7 ze dla kazdego
a € A zachodzi nieréwnosé a > M oraz ze jeSli M’ > M | to istnieje a € A, dla ktérego a < M.
Innymi stowy: M jest najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru A. Piszemy inf A.
df. Kresem dolnym M funkcji f nazywamy kres dolny zbioru jej wartosci, tj. najwieksza, liczbe M ,
taka ze f(x) > M dla kazdego argumentu a funkcji f. Piszemy inf f.
Definicja granicy gornej
MeR jest granica gorng funkcji f przy * — p wtedy i tylko wtedy, gdy
(i) dla kazdego ciagu (z,,) o granicy p, wyrazach rdznych od p, dla ktdérego istnieje nhir;o f(zn)

zachodzi nier6wnosé¢ lim f(x,) < L oraz
n—oo

(ii) M jest najmniejszym elementem ﬁ, dla ktérego spemiony jest warunek (i).

Piszemy wtedy M = limsup f(z).®

z—p

Analogicznie definiujemy granice dolna, ktéra oznaczamy przez M = li;n _glf f(z). Warunek (ii) tej
definicji mozna zastapié stwierdzeniem: istnieje ciag (z,) o granicy p i wyrazach réznych od p, dla
ktérego nhHH;O f(z,) = L. Oznacza to, ze granica gérna jest kresem gérnym granic postaci nlglcl)o flzn),
gdzie (x,) oznacza ciag o wyrazach réznych od p, ktérego granicy jest p. Definicja granicy dolnej jest

analogiczna. Mozna bez trudu wykazac, ze jesli p jest liczba rzeczywista, D dziedzing funkcji f, to

liminff(fv),limsupf(:v)] =N {inff(Dﬁ(pf5,p+5)\{p}) , supf(Dﬁ(pf&er&\{p})} :

CEHp
*=p §>0

Oznacza to, ze rozpatrujemy otoczenie punktu p, znajdujemy najmniejszy przedzial domkniety (by¢
moze nieskoniczony) zawierajacy obraz tej czesci dziedziny, ktéra znalazla sie w rozpatrywanym oto-
czeniu punktu p, z wyjatkiem punktu samego p. Nastepnie zmniejszamy to otoczenie (czyli méwiac
nieformalnie 6 — 0), lewy koniec otrzymanego przedzialu, by¢ moze zdegenerowanego do jednego

punktu, to liminf f(x), a prawy — to limsup f(z). Zachecam studentéw do wykazania réwnowaznosci
T—=p T—p

tych okredlen oraz do samodzielnego ich sformulowania w przypadku p = +o00.

Podamy teraz kilka przykladéw kresow funkcji.
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5. Niech f(z) = . Jest jasne, ze —1 < f(x) < 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Czytelnik

T
V1422

sprawdzi z tatwoscia, ze jesli 0 < a <11 x> ,to a < = f(x). Wykazali$émy

a x
V1—a? V1+ 22
wiec, ze 1 jest ograniczeniem gérnym funkcji f oraz ze zadna liczba dodatnia mniejsza niz 1
nie jest ograniczeniem gérnym funkcji f. Stad wynika, ze sup f = 1. Poniewaz funkcja f jest
nieparzysta ( f(—z) = —z dla kazdego ), wiec inf f = —1.

Kresem gérnym funkcji sin jest liczba 1, a kresem dolnym funkcji sinus — liczba —1.

Kresem gérnym funkcji wyktadniczej o podstawie e jest +oo, a dolnym — liczba 0.

Kresem gérnym logarytmu naturalnego jest 400, a kresem dolnym jest —oo.

© »® 3o

Kresem gérnym funkcji liniowej niestaltej jest +oo, a kresem dolnym tej funkcji jest —oo.
10. Kresem gérnym funkeji f, danej wzorem f(x) = 22 +2x —2 = (v +1)? — 3, jest +00, a kresem
dolnym tej funkcji jest liczba —3.
4. Funkcje monotoniczne
Rozpoczniemy od przypomnienia definicji funkcji niemalejacych i nierosnacych, $cisle maleja-
cych i écisle rosnacych.
Definicja funkcji monotonicznych i $cisle monotonicznych
Funkcja f okreslona na zbiorze, ktérego elementami sa liczby rzeczywiste, jest
1. $cisle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konsekwencja, nieréwnosci
x <y jest nieréwnosé f(x) < f(y);
2. Scisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konsekwencja nieréwnosci
x <y jest nieréwnosé f(x) > f(y);
3. nierosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw z, y konsekwencja, nieréwnosci
x <y jest nieré6wnosé f(z) > f(y);
4. niemalejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw z, y konsekwencja, nieréwnosci
x <y jest nieré6wnosé f(z) < f(y). |
Znéw mamy do czynienia z rozszerzeniem pojecia z ciagdéw na funkcje. Podamy tylko jeden przyklad,
bo licznych przykladéw dostarczyliSmy juz wczesniej w postaci ciagéw monotonicznych, a i w przyszlosci
ich nie zabraknie. Niech f(x) = % dla x # 0. Zauwazmy, ze w calej dziedzinie funkcja nie jest
monotoniczna: —1 < 1 ijednoczes$nie f(—1)=—1< 1= f(1), wiec funkcja f nie moze by¢ nierosnaca,
w szczegblnodei nie moze byé malejaca; 1 < 2 i jednocze$nie f(1)=1 > % = f(2), zatem f nie moze
byé¢ funkcja niemalejaca, tym bardziej rosnaca. Natomiast czytelnik stwierdzi bez trudu, ze f jest
funkcja malejaca na kazdej z dwu pélprostych (—o0,0) i (0,400).
Twierdzenie o istnieniu granic funkcji monotonicznej
Jedli f jest funkcja monotoniczng, p jest punktem skupienia jej dziedziny, to jesli istnieje ciag (z,)
argumentéw funkcji f mniejszych niz p, zbiezny do p, to f ma granice lewostronng w punkcie p, jesli
istnieje ciag argumentéw funkcji f wiekszych niz p, zbiezny do p, to f ma granice prawostronna w
punkcie p.
Dowdéd. Wiystarczy oczywiscie udowodnié¢ to twierdzenie przy zalozeniu, ze funkcja f jest niema-
lejaca. Jesli bowiem f jest nierosnaca, to funkcja przeciwna —f jest niemalejaca. Niech g bedzie kresem

gérnym zbioru zlozonego z wartosci funkeji f osigganych w punktach z < p (g =sup{f(z): =z <
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p}). Trzeba wykazaé, ze g = zlirgf flx). Jesli x < p, to f(z) <g.Jesli m < g jest liczba rzeczywista,
to poniewaz m nie jest ograniczeniem gérnym zbioru tych wartosci funkcji f, ktore sa osiagane w
punktach = < p, wiec istnieje argument z’ < p, taki ze f(z’) > m. Stad wynika, ze je$li 2’ <z <p
to m < f(2') < f(x) < g, zatem: jeSli < p jest dostatecznie bliskie p, to f(z) jest dostatecznie
bliskie g, co dowodzi tego, ze g = xlir;lﬁ f(z). Analogicznie dowodzimy, ze jesli istnieje ciag argumentéw
wiekszych niz p, zbiezny do p, to kres dolny tych wartosci funkcji, ktore sa przyjmowane w punktach
wiekszych niz p jest prawostronna granica funkcji f w punkcie p. Dowdd zostat zakonczony. B

5. Funkcje ciagle

Przechodzimy teraz do najwazniejszego tematu tego rozdzialu — do ciaglosci. Rozpoczniemy od
definicji.

Definicja funkcji ciaglej
Funkcja f jest ciagla w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy p jest argumentem funkcji i zachodzi jedna
z dwu mozliwodci:

(i) p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f;
(ii) p jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, ktéra ma granice w punkcie p i ta granica jest

réwna wartosci funkcji w punkcie p: alclir;) flx)y=f(p). m

Twierdzenie charakteryzujace ciaglosé
Funkcja f jest ciagla w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje liczba
d >0, taka ze jesli |z —p| <4, to |f(z) — f(p)| <e.

Dowdd. Jezeli p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, to istnieje liczba & > 0, taka
ze jedynym punktem z dziedziny funkcji f, dla ktérego |x —p| < § jest punkt p — w tym przypadku
lf(x) = f(p)] = |f(p) — f(p)| = 0 < &, niezaleznie od wyboru liczby dodatniej . Pozostala cze$é
twierdzenia moze by¢ otrzymana natychmiast z definicji otoczeniowej granicy funkcji. Dowdd zostal
zakonczony. B

7 poznanych twierdzen o granicach funkcji wynika od razu nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o operacjach na funkcjach ciaglych

Zal6zmy, ze funkcje f i g okresdlone na wspdlnej dziedzinie sa ciagle w punkcie p. Wtedy nastepujace
funkcje sa ciaglte w punkcie p: f+g¢g, f—g, f-g oraz i pod warunkiem g(p)#0. R
g

Wazna, operacja jest sktadanie (superponowanie) funkcji. Polega ono na ,wykonaniu” po kolei dwu
funkcji: (fog)(z) = f(g(x)). Okazuje sie, ze sktadajac funkcje ciagle otrzymujemy w rezultacie funkcje
ciagla.

Twierdzenie o ciaglosci zlozenia dwu funkcji
Jezeli funkcja g jest ciagla w punkcie p, funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym zbiér wartosci
funkeji g jest ciagla w punkcie g(p), to zlozenie fog jest funkcja ciagla w punkcie p.

Dowdéd Wynika to od razu z otoczeniowej definicji ciaglosci: jesli € > 0, to istnieje § > 0, takie
ze jesli ly — g(p)| < 9, to |f(y) — f(g(p))| < e, istnieje tez n > 0, takie ze jesli |z — p| < 7, to
lg(x) — g(p)| < &, a wobec tego |f(g(z)) — f(g9(p))] < e. Dowdd zostal zakoriczony. B

Nie jest natomiast prawda, ze funkcja odwrotna do funkcji f ciaglej w punkcie p musi by¢ ciagta w

punkcie f(p). Zachecamy czytelnikéw do samodzielnego skonstruowania przykladu. Musi on byé nieco
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dziwaczny, bowiem jesli zalozymy, ze funkcja f jest ciagla w calej dziedzinie, ktéra jest przedzialem, to

wtedy funkcja odwrotna musi by¢ ciagla, méwimy o funkcji, ktorej wartosciami sa, liczby rzeczywiste.

Tego twierdzenia jednak nie udowodnimy teraz, bowiem jego dowdd stanie sie latwiejszy poznie;j.

10.

11.

. Funkcja

Przyklady

. Funkcja stala jest ciagla w kazdym punkcie. B

. Funkcja identycznosé, czyli funkcja, ktérej wartoscia w punkcie x jest liczba x jest ciagla w kazdym

-

punkcie prostej — wynika to natychmiast z definicji ciagtosci. Zamiast méwi¢ funkcja identycznos

bedziemy méwié funkcja x, rozumiejac, ze jest ona okreslona na calej prostej. B

2 3

. Funkcje x%, x°, ...sa ciagle w kazdym punkcie prostej. Wynika to natychmiast z twierdzenia o

ciagtosci iloczynu funkcji ciagltych i poprzedniego przykladu. B

Kazdy wielomian, czyli funkcja postaci ag+arx+-- -+ apx™, gdzie ag, a1, ... ,a, sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi, jest ciagla w kazdym punkcie prostej. Wynika to z poprzednich przykladéw
oraz twierdzenia o ciaglodci iloczynu i sumy funkcji: funkcja postaci a;z? jest iloczynem funkeji

stalej o wartosci a; oraz funkeji 27, wielomian jest suma takich funkcji. m
o0

Suma szeregu potegowego, tj. szeregu postaci Z an,x" jest funkcja ciagla w kazdym punkcie swej
n=0

dziedziny, tj. w kazdym punkcie x, w ktérym szereg potegowy jest zbiezny. To twierdzenie nie jest

takie proste jak poprzednie, ale udowodniliSmy je poprzednio. B

z—1

473 » ktorej dziedzing jest zbior zlozony ze wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem

liczby —3 jest ciagla w kazdym punkcie swej dziedziny, bo jest ilorazem funkcji ciagtych. B

Funkcja wykladnicza e” jest ciagla. WykazaliSmy to w rozdziale 1. punkt 19. Wynika to réwniez
X .n
x
z wzoru udowodnionego tamze: e* = Z — i przyktadu poprzedniego. B
n

n=0

. Logarytm naturalny (o podstawie e) jest funkcja ciagla. Mozna wywnioskowaé to z ciaglodci funkeji

wykladniczej w taki sam sposob jak w przykladzie trzynastym wnioskowana jest ciaglo$é funkcji

arcsin z ciaglosci funkeji sinus.

. Dla kazdej liczby rzeczywistej a funkcja potegowa x® o wykladniku a jest ciggla w kazdym punkcie

pélprostej (0,4+00). Wynika to z ciagtosci logarytmu naturalnego, ciaglodei funkeji wyktadniczej o
podstawie e i ciaglosci iloczynu oraz zlozenia funkcji ciaglych: 2% = e?* . m
Jedli a > 0, to funkcja z® jest ciagla w punkcie 0, jej warto$¢é w punkcie 0 definiujemy w tym

przypadku jako 0. Trzeba udowodnié¢, ze jesli lim z, = 0, to réwniez lim z = 0. Jest tak dla
n—o0 n—oo
1

a= e k — dowolna liczba calkowita wieksza niz 1, bo z'/% = ¥r — wykazaliémy to w rozdziale 1,
punkt 17, przyklad i. W przypadku dowolnego a znajdujemy najpierw dodatnia liczbe catkowita

k> 2. Dla kazdej liczby nieujemnej z < 1 mamy wtedy 0 < z® < x'/* . Teza wynika teraz z
twierdzenia o trzech ciagach. B

Jesli a = g , gdzie g jest nieparzysta liczba calkowita dodatnia, za$ p liczba calkowita ujemna, to
funkcja x% = /P jest ciagla w kazdym punkcie pélprostej (—oo, 0). Wynika to od razu z ciaglosci
funkcji pierwiastek ¢—tego stopnia, ciaglosci wielomianu i ciaglosci ilorazu funkcji ciaglych oraz
twierdzenia o ciagloéci ztozenia. W

W ostatnich trzech przykladach wykazalismy, ze funkcja potegowa jest ciagla wszedzie tam, gdzie
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12.

13.

14.

15.

jest okreslona.

Funkcje sinus i kosinus sa ciagte w kazdym punkcie prostej. Jest to konsekwencja nieréwnosci
|sinz —siny| < | — y| oraz |cosz —cosy| < |z —y|. B

Funkcja arcsin jest ciagla na przedziale [—1,1]. Zalézmy, ze tak nie jest. Oznacza to, ze ist-
nieje ciag (z,) punktéw przedziatu [—1,1] zbiezny do pewnej liczby g, taki ze ciag (arcsinz,,)
nie jest zbiezny do arcsing. Oznacza, ze z ciagu (arcsinz,) mozna wybra¢ podciag zbiezny
arcsin g, do granicy G # arcsing. Stad i z ciaglosci funkeji sinus wynika, ze g = nlirréo Tk, =
nlg{.lo sin(arcsin(zg, )) = sin(G) # sin(arcsin g) = g. OtrzymaliSmy sprzecznosé g # g. Oznacza to ,
ze kazdy podciag zbiezny ciagu (arcsina,) ma granice arcsing, a to oznacza, ze lim arcsinz, =

n—oo
arcsing. W

Funkcja arctg jest ciagla na calej prostej. Dowdd, ktéry mozna przeprowadzi¢ podobnie do po-
danego w poprzednim przykladzie dowodu ciaglosci funkcji arcsin pozostawiamy czytelnikom, by
mogli sprawdzi¢, na ile zrozumieli metode. Oczywidcie w dowodzie nalezy skorzysta¢ z cigglosci
funkcji tangens, ale to ostatnie stwierdzenie wynika z twierdzenia o ciaglosci ilorazu. B

Dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 funkcja wykladnicza a® jest ciagta w kazdym punkcie prostej
rzeczywistej. Wynika to z tego, ze a® = e*m% twierdzen o ciaglosci iloczynu i zlozenia oraz

ciagloéci funkcji wyktadniczej o podstawie e i ciaglodci identycznosci oraz funkcji statej. ®

7 tych przykladéw wynika, ze kazda funkcja, ktéra, mozna zdefiniowaé ,wzorem” uzywajac standar-

in(z? — 12 2
dowych funkcji, jest ciagla w calej swojej dziedzinie, np. exp (sm(:c aln )) — sinva* —113.

tg(cosz + Inx)

Wynika to z wielokrotnego stosowania twierdzen o ciagloéci zlozenia, sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu.

Mogtoby wiec powstaé¢ wrazenie, ze wszystkie funkcje sa ciagle. Tak jednak nie jest. Podamy ponizej

kilka przykladéw.

16.

17.

18.

19.

Przyklady funkcji nieciaglych

il dla z # 0 oraz f(0) =0, ta funkcja jest ciagla w kazdym punkcie p # 0, bo wtedy

sgn(zr) = —
gu(z) = —
jest stala w pewnym przedziale otwartym zawierajacym p, w punkcie 0 ta funkcja jest nieciagta,
bowiem jej granica prawostronna jest w tym punkcie réwna 1, lewostronna jest rowna —1, wiec

funkcja sgn (znak liczby) nie ma granicy w punkcie 0. W

Niech f(z) = sini dla = # 0, f(0) = 0. Funkcja tak zdefiniowana nie ma granicy w punkcie 0,
wiec nie jest w tym punkcie ciagla. We wszystkich innych punktach jest ciagla jako zlozenie funkcji
ciagtej sinus z funkcja ciagly % .l

Niech f(z) = 1 dla = # 0 i f(0) = 0. Funkcja ta jest nieciagta w punkcie 0, choé¢ ma w
tym punkcie granice, jednak ta granica nie jest rowna wartosci funkcji w punkcie 0. W innych
punktach p funkcja jest ciagla, bo jest stala na pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt
p. Oczywiscie mozna uzna¢é ten przykiad za sztuczny. B

Niech V(t) oznacza objetosé jednego kilograma wody w temperaturze ¢, ci$nienie jest stale, tzw.
normalne i niezalezne od temperatury. Ze szkolnych lekcji fizyki wiadomo, ze funkcja V' ma nie-
ciaglos¢ w punkcie 0 tj. w temperaturze, w ktorej nastepuje przejscie ze stanu cieklego w staly lub
odwrotnie, zreszta w punkcie 0 funkcja jest z punktu widzenia fizyki niezdefiniowana, ze wzgledu

na zmiane stanu skupienia. Granice jednostronne istnieja: prawostronna jest mniejsza niz lewo-
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stronna (dlatego 16d ptywa w wodzie wystajac z niej). Przyklad ten podajemy po to, by czytelnicy
tego tekstu zdawali sobie sprawe, ze w niektorych sytuacjach pojawiaja sie funkcje nieciaglte w
naturalnych sposéb. H
20. Niech f(z) = 1, jesli liczba x jest wymierna, tj. x jest ilorazem dwu liczb catkowitych i niech
f(x) =0, jesli x jest liczba niewymierna, np. jesli x = %\/5 , gdzie m, n sa liczbami catkowitymi
roznymi od 0. Funkcja ta nie ma granicy w zadnym punkcie, bo kazda liczba rzeczywista jest
granica, ciagu liczb wymiernych, np. swoich przyblizen dziesietnych oraz granica ciagu liczb nie-
wymiernych. W pierwszym przypadku ciag wartosci funkcji dazy do 1, a w drugim do 0. Wobec
tego funkcja ta jest nieciaglta w kazdym punkcie!l Mozna udowodnié, to jest latwel, ze f(x) =
klgl;lo (nh_{r;o (cos(k!wm))%) , wiec ta dziwna funkcja moze by¢ otrzymana w wyniku podwdjnego
przejscia granicznego z funkcji uwazanych za podstawowe. B
Funkcje nieciagle pojawiaja sie w réznego rodzaju modelach matematycznych. Nie bedziemy sie
nimi zajmowaé prawie wcale. Pierwszym naszym celem jest zaznajomienie sie z podstawowymi wias-
nosciami funkcji ciagltych okreslonych na porzadnych dziedzinach. Z naszego punktu widzenia najpo-
rzadniejszymi mozliwymi dziedzinami sa przedzialy. Rozpoczniemy od intuicyjnie oczywistego twierdze-
nia nazywanego czesto mylnie twierdzeniem Darboux. Wydaje sie, ze pierwszymi, ktorzy je udowodnili,
zreszta niezaleznie, byli Bolzano i Cauchy.
Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich
Jedli f jest funkeja ciagla w kazdym punkcie pewnego przedziatu P i f(z) < C < f(z) dla pewnych
punkéw x,z przedzialu P, to miedzy punktami x i z znajduje sie punkt y, taki ze C' = f(y).
Dowéd. Niech xg = x, 29 = z. Niech ¢y bedzie srodkiem odcinka o koncach xy i zy. Mamy
co = %(mo + 20) . Sa trzy mozliwosci f(co) = C, f(co) < C i f(co) > C. W pierwszym przypadku
przyjmujemy y = co i konczymy dowdd. W drugim przypadku przyjmujemy z; = cg i 21 = 29. W
trzecim przypadku przyjmujemy x7 = x9 i 21 = ¢o. W drugim i trzecim przypadku spelnione sa
zaleznosci: f(x1) < f(z1) oraz |z — x| = %|zo — x| . Powtérzymy konstrukcje. Niech ¢ = %(Jcl +2z1).
Jesli f(c1) = C, to koficzymy dowdd przyjmujac y = ¢1. W przypadku przeciwnym przyjmujemy

Xo =c1 1 22 =21, jezeli f(e1) < C oraz x2 = x1 1 29 = ¢y, jezeli f(e1) > C. W obu przypadkach
flze) < C < f(z2) 1 |z2—x2| = %|21 —x| = (%)2 |z0 — x| . Postepujac w dalszym ciagu w ten sposéb
natrafiamy na punkt y, taki ze C = f(y) lub otrzymujemy dwa ciagi (z,) i (z,) punktéw przedzialu
P, takie ze dla kazdego n spemione sg zwiazki |z, — x| = (%)” |20 — @o| oraz f(z,) < C < f(zn).
7Z konstrukcji wynika, ze dla kazdego n punkty z,41 i zn41 znajduja sie w przedziale domknietym

o koncach z, i z,. Stad wynika, ze jezeli K > m > n, to punkty x,,, zm, Tk, zr znajduja sie w

przedziale o koncach x,, z, i wobec tego odlegloéci miedzy kazdymi dwoma z nich sa mniejsze niz

n

1\" A 1 . 1"
|z —nl = | = | |20 — 20|, W szczegdlnosci |xg — Tm| < 3 |20 — o] 1 |2k —2m| < 3 |20 — o] -

2

1 n
7 tego, ze lim (5) = 0, wynika, ze oba ciagi (x,) i (2z,) speliaja warunek Cauchy’ego, wiec

n—oo

kazdy z nich ma skoniczong granice. Poniewaz lim |z, — x,| = 0, wiec te granice sg réwne. Niech
n—oo
= lim z, = lim z,. Z ciaglosci funkcji f w punkcie y wynika, ze f(y) = lim f(z,) < C oraz
n—oo n—oo n—oo

Y
C < lim f(z,) = f(y). Z nieréwnosci f(y) < C < f(y) wynika, ze C = f(y). Dowdd zostal
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zakonczony. M.

Typowym zastosowaniem twierdzenia o przyjmowaniu wartosci poérednich jest wykazywanie, ze
funkcja ciagla w kazdym punkcie przedzialu, przyjmujaca w pewnym punkcie tego przedziatu wartosé
dodatnia, a w innym — ujemna, ma miedzy tymi punktami pierwiastek. Nadladujac dowéd twierdzenia
o przyjmowaniu wartosci posrednich, mozna skraca¢ dwukrotnie w kolejnych krokach przedzial, co daje
rozsadna metode przyblizania pierwiastkéw.*

Twierdzenie o istnieniu pierwiastkéw wielomianéw stopnia nieparzystego
Kazdy wielomian stopnia nieparzystego, tj. funkcja postaci w(z) = ag + a1x + aza® + - - - + a,a™ , gdzie
symbole ag, a1, asg,...,a, oznaczaja liczby rzeczywiste, przy czym a, # 0, a n jest liczba naturalna

nieparzysta, ma pierwiastek rzeczywisty, tzn. istnieje liczba xq, taka ze w(zg) =0.

1 w(x
Dowéd. lim — = 0, zatem lim w(z) = lim ( +an) = an.
r—+oo I r—too " r—+o00

Zatézmy, ze a, > 0 — przypadek a, < 0 mozna sprowadzi¢ do poprzedniego przez zastapienie wie-

agp ai Gp—1
x" -

lomianu w wielomianem przeciwnym —w. Stosujac twierdzenia o granicach stwierdzamy, ze z jednej

. : . w(x) - :
strony zachodzi lim w(xz) = lim z" - lim —= = 400 - a, = +00, a z drugiej strony lim w(x) =
T —00 T—00 rz—oo M T— —00
. n . w(x) . . . . L ,
lim 2" lim —= = —00-a, = —00. Z tego wnioskujemy, ze wielomian w przyjmuje zaréwno
T——00 z——o0 I

wartosci dodatnie jak i ujemne: jesli = jest dostatecznie duza, liczba dodatnia, to w(z) > 0, jesli |x| jest
dostatecznie duzg liczba dodatnia i = < 0, to w(x) < 0. Stad za$ wynika, ze wielomian ten przyjmuje
w pewnym punkcie warto$é¢ 0, czyli ze ma pierwiastek. Dowdd zostat zakonczony. B

Powyzsze twierdzenie nie oznacza, ze umiemy znajdowac¢ pierwiastki takiego wielomianu w sposéb
podobny do stosowanego w szkotach dla wielomianéw kwadratowych. Znaleziono w XVI wieku wzory
na pierwiastki wielomianéw stopnia trzeciego i czwartego, sa, one znacznie bardziej skomplikowane od
wzoréw na pierwiastki réwnania kwadratowego. Na poczatku wieku dziewietnastego udowodniono (Ruf-
fini, Abel, Galois), ze nie istnieja wzory na pierwiastki réwnan stopnia pigtego i wyzszego. Jest to wynik
negatywny, teoretyczny, ale metody rozwiniete dla jego osiagniecia znalazly znacznie pdzniej zastosowa-
nia w fizyce i chemii. Z punktu widzenia tego wyktadu nie ma to wiekszego znaczenia. Méwimy o tym
jedynie po to, by uéwiadomi¢ czytelnikom, ze w wielu przypadkach wypisywanie dokladnych wzoréw jest
niemozliwe, czasem jest mozliwe, ale malo sensowne, bo wzory sa tak zawile, ze ich wypisanie niewiele
daje, natomiast mozna uzywaé¢ wzoréw przyblizonych, ktére w wielu przypadkach daja wystarczajace
rezultaty.

Nastepne twierdzenie okaze sie bardzo przydatne do znajdowania najmniejszych i najwiekszych
wartosci funkcji. Szczegdlnie duze znaczenie mieé¢ ono bedzie w przypadku funkcji rzeczywistych wielu
zmiennych. Bedziemy je stosowaé¢ w przypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej miedzy innymi po
to, by podzniej, w przypadku wiekszej liczby zmiennych, latwiej mozna byto przesledzi¢ rozumowania
wykorzystujace pozornie calkowicie abstrakcyjne twierdzenia.

Twierdzenie Weierstrassa o przyjmowaniu kresow
Zatézmy, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a,b]. Wtedy w przedziale
[a,b] znajduja sie punkty p, ¢, takie ze dla kazdego punktu x z tego przedzialu zachodzi nier6wnosé

f(p) < f(z) < f(q), tzn. f(p) jest najmniejsza, wartoscia funkcji f na przedziale [a,b], zas f(q) jest

* Istnieja lepsze, ale bardziej skomplikowane.
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najwieksza wartoscia funkcji f.

Dowéd. Niech M bedzie kresem gérnym funkcji f na przedziale [a,b]. Istnieje ciag (z,)
punktéw przedzialu [a,b], taki ze nh_}rr;o f(zn) = M. Z twierdzenia Bolzano — Weierstrassa wynika,
ze z clagu (x,) mozna wybraé podciag zbiezny (xk,). Niech ¢ = nlin;o xk, . Poniewaz dla kazdej
liczby naturalnej m zachodzi nieréwnos¢ a < zp, < b, wiec w granicy otrzymujemy a < g < b.
Funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialu [a,b], w szczegdlnosci w punkcie . Wobec tego
flg) = nlg%o flzk,) = nlggo f(zn) = M. Wykazalidmy, wiec ze supf = M = f(q), co oznacza, ze
f(q) jest najwicksza wartoscia funkcji f na przedziale [a,b]. Istnienie punktu, w ktérym funkcja f
przyjmuje swa najmniejsza wartosé, wnioskujemy stosujac twierdzenie o wartosci najwiekszej do funkcji
—f . Dowéd zostal zakonczony. B

Nastepne twierdzenie poprzedzimy dwiema definicjami.

Definicja jednostajnej ciaglosci
Funkcja f jest jednostajnie ciagta na zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0
istnieje liczba § > 0, taka ze jesli z,y € A oraz |z —y| < d, to |f(z) — f(y)| <ec. M

Definicja warunku Lipschitza
Funkcja f spelia warunek Lipschitza na zbiorze A ze stala dodatnia L < 4+o0o wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych z,y € A zachodzi nieréwno$é |f(x) — f(y)| < Llz —y|. &

Jest jasne, ze funkcja spelniajaca warunek Lipschitza jest jednostajnie ciagla: wystarczy przyjac,
ze § = % Jest tez jasne, ze funkcja jednostajnie ciagla jest ciagla. Istnieja funkcje ciagle, ktére nie
sa jednostajnie ciagle. Przykladem jest funkcja z? rozpatrywana na calej prostej. Zalézmy bowiem,
ze ¢ = 1 oraz ze istnieje liczba & > 0, taka ze jezeli |z —y| < §, to |22 — 3?| < 1 = . Niech

o 1 g 5\ . .
=51 niech y = 5 + 3 Wtedy |22 —y?| = 1+ <§> > 1 = e, wiec whrew przypuszczeniu
nie istnieje liczba § speliajaca zadany warunek. Mozna wykazaé, ze funkcje e® na calej prostej, Inz
na pdélprostej (0,+00) itp. nie sa jednostajnie ciagle, choé zmniejszenie dziedziny moze zmienié¢ sy-
tuacje. Funkcja e” spelia warunek Lipschitza na pélprostej postaci (—oo,a] dla kazdej liczby rze-
czywiste] a. Jesli bowiem y < z < a, to |[e® — ¥ = (1 — eV ?) < e (1—-(14+(y—1x))) =
= e*(z — y) < e®lz — y|. Funkcja liniowa ax + b spelia warunek Lipschitza ze staly |a|, co wy-

nika od razu z réwnosci |(az + b) — (ay + b)| = |a||z — y|. Funkcja 2

rozpatrywana nie na calej
prostej, lecz na przedziale [—M, M|, gdzie M > 0, spelia warunek Lipschitza ze stalag, 2M , bowiem
|22 — y?| = |z — yl||lz + y| < |z —y|(|z| + Jy|) < 2M |z — y|. Funkcja /z rozpatrywana na calej prostej
jest jednostajnie ciagla ale nie spelnia warunku Lipschitza: jesli > y, to 0 < \/x — \/y < /T — ¥,

co mozna wykazaé przenoszac ,/y na prawg strone nieréwnoéci, a nastepnie podnoszac obie strony

nieréwnoéci do kwadratu — z tej nieréwnoéci wynika jednostajna ciaglogé, starczy przyjaé, ze § = &2,

v1/n—+0
ze L > /7\/_ = \/n —— +00, co oczywiscie przeczy temu,

z warunku Lipschitza wynikaloby, 1 0
n — n—0oo

ze L < 4o00. WykazaliSmy wiec, ze

warunek Lipschitza = jednostajna ciqgtosé = ciqgtosé
oraz ze zadna z tych implikacji nie moze by¢ zastapiona réwnowaznoscia. Warto jeszcze dodaé, ze
w definicji (otoczeniowej) ciagtosci funkeji w punkcie zada sie istnienia liczby § > 0 i ze takie samo

zadanie wystepuje w definicji ciaglosci jednostajnej. Réznica polega na tym, ze w definicji ciaglosci
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liczba ¢ > 0 jest dopasowywana do punktu, w ktérym badana jest ciagltosé i do liczby € > 0, natomiast
w definicji ciagloéci jednostajnej § > 0 zalezy tylko od e. Podamy teraz wazne twierdzenie, ktére
wykorzystamy w rozdziale poswieconym catkom.

Twierdzenie Cantora-Heine’go o jednostajnej ciaglosci
Jedli funkeja f jest ciaglta w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a,b], to jest ona ciagla jedno-
stajnie na tym przedziale.

Dowéd. Zalézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje wtedy liczba ¢ > 0, taka ze dla
kazdej liczby ¢ > 0 istnieja takie liczby z,y € [a,b], ze |[z—y| < § ijednoczesnie |f(z)—f(y)| > e. Niech
Zn,Yn beda takimi liczbami z przedziatu [a,b], ze |2, —yn| < 0 = % i jednoczesénie |f(z)— f(y)| > €.
Z twierdzenia Bolzano — Weierstrassa wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybraé podciag zbiezny (zy, ).
Oznaczmy jego granice przez g. Mamy wiec g = nlin;o Xk, , & poniewaz |z, — yn| < %, wiec réwniez
g = nlggo Yk, - Oczywiscie g € [a,b]. Wobec tego funkcja f jest ciagla w punkcie g, zatem f(g) =
nlg%o flzk,) = nhi%o f(yk, ), whrew temu, ze |f(zg,) — f(yx,)] = &> 0. Dowdd zostal zakoticzony. B

Teraz zajmiemy sie monotonicznymi funkcjami ciaglymi. Rozpoczniemy od twierdzenia gwaran-
tujacego ciaglos¢ funkcji monotonicznej.

Twierdzenie o ciaglosci funkcji monotonicznej
Jedli funkcja monotoniczna f okre$lona na zbiorze A C IR przeksztalca zbiér A na przedzial, to jest
ciaglta w kazdym punkcie zbioru A.

Dowdéd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja f jest niemalejaca. Jesli p € A jest granica
ciagu (a,) punktéw zbioru A mniejszych niz p, to istnieje granica zhj?f f(@) < f(p). Poniewaz dla
x > p zachodzi nieréwnosé¢ f(z) > f(p), a dla & < p zachodzi nieréwnosé f(z) < lim f(z), wiec z

T—p~

tego, ze obrazem zbioru A jest przedzial, wynika, ze lim f(z) = f(p): gdyby bylo lim f(z) < f(p),
T—p~

T—pT

to punkty przedzialu ( m f(x), f (p)) bylyby poza obrazem zbioru A, wiec nie bytby on przedziatem.

li
z—p
Analogicznie: jedli istnieje ciag (a],) wiekszych niz p zbiezny do p, to f(p) = xlir;l+ f(z). Stad wynika,
ze f jest ciagla w punkcie p. Dowdd zostal zakonczony. B

Whiosek
Jedli f jest funkcja monotoniczna okredlona na przedziale P, to f jest ciagla w kazdym punkcie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f przeksztalca przedzial P na pewien przedzial (zdegenerowany do punktu
w przypadku, gdy f jest funkcja stala). B

Twierdzenie o monotonicznosci réznowartosciowej funkcji ciaglej
Jezeli f jest réznowartoSciows funkcja ciagla okreslona na przedziale P, to f jest funkcja Scisle
monotoniczna,.

Dowéd.  Wykazemy najpierw, ze jesli z,z sa punktami przedzialu P oraz z <y < z, to f(y)
lezy miedzy punktami f(z) i f(z). Sa dwie mozliwosci f(x) < f(z) i f(z) > f(2). Druga mozliwosé
mozna sprowadzi¢ do pierwszej przez zastapienie funkcji f funkcja przeciwnag —f. Wystarczy wiec
zajaé sie pierwsza. Jedli f(y) nie lezy miedzy f(z) i f(z), to albo f(y) < f(x), albo f(z) < f(y) . W
pierwszym przypadku, na mocy twierdzenia o przyjmowaniu warto$ci posrednich, istnieje punkt z’
lezacy miedzy y i z, taki ze f(z) = f(z). Przeczy to réznowartoéciowosci funkeji f. W drugim przy-

padku miedzy « i y znajduje sie punkt z’, takize f(z) = f(z'), co znéw przeczy réznowartosciowosci
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funkcji f.
Teraz przejdziemy do wlasciwego dowodu. Zaltézmy, ze dla pewnych punktéw 7, s przedziatu P zacho-
dzg nieréwnodci r < s oraz f(r) < f(s). Udowodnimy, ze jedli u < v, to réwniez f(u) < f(v) Z tego co
juz udowodnilismy wynika, ze jesli u < r, to f(r) < f(u) (dla dowodu rozwazamy tréjke z =u, y =r,
z=s),jeslir<u<s,to f(r) < f(u) < f(s) (tymrazem z =7, y =u, z =) i wreszcie jesli s < u,
to f(s) < f(u). To samo dotyczy oczywiscie f(s). Punkty r,s dziels przedzial P na trzy podprze-
dzialy. Je§li u,v znajduja sie w réznych podprzedziatach, to teza wynika z tego, co juz stwierdzilismy.
Jeslinp. u < v < r, to poniewaz f(u) < f(r) i f(v) lezy miedzy f(u) i f(r), to f(u) < f(v) < f(r).
Pozostale przypadki rozpatrujemy w identyczny sposéb. Dowdd zostat zakoniczony. R

Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalajace stwierdzaé ciaglosé funkcji odwrotnej.

Twierdzenie o ciaglosci funkcji odwrotnej
Jesli f jest funkcja éciéle monotoniczna okreélona na pewnym przedziale P, to funkcja odwrotna f—!
przeksztalcajaca obraz przedzialu P na przedzial P jest ciagla.

Dowéd Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o ciaglosci funkcji monotonicznej, ktore
udowodnilismy juz wczesniej: funkcja monotoniczna, ktorej obraz jest przedzialem jest ciagla i tego, ze

funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest monotoniczna. Dowdd zostal zakonczony. B

7 tego twierdzenia wynikaja udowodnione juz poprzednio twierdzenia o ciagglosci logarytmu, funkcji
arcsin i funkcji arctan, pierwiastkéw jako funkcji odwrotnych do funkcji wykladniczej, funkcji sinus
ograniczonej do przedzialu [—g, g], funkcji tangens ograniczonej do przedziatu (—g, g) i funkcji
potegowych ograniczonych w razie potrzeby do zbioru liczb nieujemnych.

Zauwazmy, ze w twierdzeniu tym nie wystepuje zatozenie ciagltosci funkeji f! Ono nie jest potrzebne,
zamiast niego wystepuje monotonicznosé¢ wyjsciowej funkcji. W przypadku ogdlnym, gdy dziedzina
funkcji nie jest przedzialem funkcja odwrotna ciagla by¢ nie musi.

6. Funkcje wypukle

Wazna klase funkcji stanowia tzw. funkcje wypukle. Przypomnijmy, ze zbiér nazywany jest wy-
puklym wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek, ktory je laczy.
Zbiorami wypuklymi sa proste, plaszczyzny, cata przestrzen tréjwymiarowa, koto (ale nie okrag), kula
(ale nie jej powierzchnia zwana sfera), kwadrat (ale nie jego brzeg), tréjkat (ale nie jego brzeg). Czytel-
nicy zapewne pamietaja ze szkoty $redniej, ze wielokat jest wypuktly, jedli jego katy wewnetrzne sa mniej-
sze niz 180°, czyli m radianéw. Jest jasne, ze jedynymi podzbiorami wypuklymi prostej sa przedzialy,
ewentualnie zdegenerowane do punktu. Moga to by¢ przedzialy otwarte, domkniete, otwarto-domkniete,
domknieto-otwarte, skoniczone lub nieskonczone.

Definicja funkcji wypuklej
Funkcje f okredlona na zbiorze wypuklym P nazywamy wypukta, jesli dla dowolnych punktéw x,y € P
i dowolnej liczby ¢ € (0,1) zachodzi nieréwnos¢ f(tz+(1—t)y) < tf(x)+(1—1)f(y).* Jezeli nierdwnosé
ta jest ostra w przypadku x # y, to mowimy, ze funkcja jest Scisle wypuklta. Jesli funkcja —f jest
wypukta, to méwimy, ze funkcja f jest wklesta, jesli funkcja —f jest Scisle wypukta, to funkcja f

nazywana jest Sciéle wklesta. B

* Definicje te stosuje si¢ w niezmienionej formie réwniez w przypadku funkcji wielu zmiennych.
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Przyklady
1. Jesli f(xz) = ax + b, to funkcja f jest jednoczesnie wypukla i wklesta, nie jest $cisle wypukla.

Stwierdzenie to wynika natychmiast z definicji: f(t:c+ (1 ft)y) = a(t:ch (1- t)y) +b= t(a:chb) +

(1—t)(ay+b) =tf(x)+ (1 —t)f(y), wiec w przypadku funkcji liniowej nieréwnosé¢ wystepujaca

w definicji funkcji wypuklej staje sie réwnoscia. R

2. Jedli f(x) = 2%, to f jest funkcja $ciéle wypukla na calej prostej. Uzasadnimy to stwierdzenie.
Dla 0 <t <1 mamy tf(z)+ (1—6)f(y) — f(te+ (1 —t)y) = ta + (1 — t)y? — (tz + (1 —t)y)” =
=t(1—t)(z —y)? > 0, przy czym réwnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z =y. B

3. Funkcja f(x) = /x jest $cidle wklesta — wynika to latwo ze $cislej wypuklosei funkeji kwadratowej:
nieréwnosé \/tx + (1 —t)y > t\/z + (1 — t)\/y jest réwnowazna nieréwnosci

(tu+ (1 —t)v)? < tu® + (1 — t)?, gdzie u =T, v= /7.

Przed podaniem nastepnych przykiadow skomentujemy definicje funkcji wypuktej i podamy kry-
terium pozwalajace stwierdza¢ wypuklosé niektérych funkeji. Funkcja jest wypukla jesli potaczywszy
dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek, ktérego wszystkie punkty leza nad wykresem funkcji
lub na jej wykresie. Funkcja jest $cisle wypukta, jesli wszystkie punkty wewnetrzne odcinka laczacego
dwa punkty wykresu leza nad wykresem funkcji. Jest tak dlatego, ze w przypadku 0 < ¢t < 1,
x < y zachodzi nier6wno$é¢ = < tx + (1 — t)y < y. W przykladzie pierwszym pokazaliémy, ze punkt

(tz+(1—t)y, tf(x)+(1-1t)f(y)) lezy na wykresie funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty
fly) = f(2)
y—z
definicji funkcji wypuklej: f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) to po prostu stwierdzenie, ze punkt
(tz 4+ (1 —t)y, f (tz + (1 — t)y) ) znajduje sic pod punktem (tz + (1 —t)y,tf(z) + (1 —¢)f(y)) . Ozna-

(:c,f(:c)) oraz (y, f(y)), przyjmujemy a = oraz b = f(x). Nier6wnos$é¢ wystepujaca w

cza to, funkcja jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy zbior punktéw znajdujacych sie nad jej wykresem
jest wypukly.
Twierdzenie o wypuklosci funkcji ciaglej

Funkcja f ciagta w kazdym punkcie zbioru wypuklego P jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnych z,y € P zachodzi nier6wnos¢ f <:c ;r y> < 1) ;r 1) , Scidle wypukla, gdy ta nieréwnosé

jest ostra w kazdym przypadku, w ktérym z # y.
1
Dowéd. Jedli f jest wypukla, to przyjmujac w definicji wypuktosci ¢t = 3 otrzymujemy warunek
podany w tym twierdzeniu, co koriczy dowdd koniecznosci tego warunku. Zajmiemy sie teraz dowodem

w ,druga” strone.

2 - 2
no$¢ ta zachodzi dla dowolnych punktéw x,y zbioru P, wiec mozemy zastapi¢ punkt y $érodkiem

Niech x,y beda dowolnymi punktami zbioru P. Mamy f <:c + y) < @)+ fy) . Poniewaz nieréw-

2 2 4 4

r (B o) <5 (@450 ) < 3 (5@ + LY 2564 Ly,

1 3 1
odcinka laczacego punkty z,y. Mamy — (x + T y) = —-x + —y. Wobec tego mamy tez

WykazalisSmy wiec, ze nieréwno$¢ definiujaca wypuklo$¢ ma miejsce w przypadku t = —. Stosujac to

A~ w

. o T+Y
samo rozumowanie do punktéw

F@)+ 55

] =

. oo el 3
oraz Yy otrzymujemy nierownosc f(ZJH_ Zy) <

1
a wiec nierownos¢ z definicji wypuktosci w przypadku ¢t = 1 Rozwazajac kolejno pary punktéw =z i
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3 n 1 3 n 1 . 1( +y) 1( +y) 1 n n . ¢ . . L
—x+ - —x+-y i = = i —x+- raz —x+-y i rzymujemy nieréwn
1ty 2ty 5@ty), Sty (F 1ty oraz Jz+oy iy otrzymujemy nieréwnosé
7 5 3 1 1
kolejno dla t = 3 t = 3 t = 3 i t= 3 Otrzymalismy nieréwnos¢ dla 7 wartosci ¢: 3

2 3 45
88’ 8 8’

3 . W taki sam sposéb mozemy otrzymacé nieréwno$é¢ w przypadku ¢t = 16’

potem w przypadku t = itd. Teraz skorzystamy z ciagtosci funkeji f. Kazda liczba t € (0,1) jest

Bl ool ~

granica, ciagu (t,) liczb postaci Qim € (0,1). Dla tych liczb nieréwnos¢ jest juz udowodniona.Mamy
wiec f(tpx+ (1 —tn)y) < tnf(x)+ (1 —t,)f(y). Przechodzac do granicy (wolno, bo f jest ciagla w
kazdym punkcie, w szczegdlnosci w tx + (1 —t)y ) otrzymujemy f (tx + (1 —t)y) < tf(x)+(1—-1)f(y),
a to konczy dowdd wypuklosci funkeji f. Nalezy jeszcze wykazaé, ze w przypadku ostrych nieréwnosci
funkcja f jest $cisle wypukla. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieja liczby z,y € P oraz t € (0,1),
takie ze f(tx + (1 —t)y) =tf(x)+ (1 —t)f(y). Zaldzmy, ze 0 < s <t < 1. Mamy wtedy

@)+ (=0 ) = flte+ (1= ty) = [ (20 + sz + (1-s)y)) <

< =2f@) + =i f(se + (1= s)y) < £=5F (@) + 1=¢ (Sf(x + (1= S)f(y))) =tf(x) + (1 =1)f(y).

Wobec tego, ze ten ciag nieréwnosci zaczyna sie i koriczy tym samym wyrazeniem, wszystkie nieréwnosci

sg réwnosciami, w szczegdlnosci f(sx + (1 — s)y) = sf(z) + (1 — s)f(z), a to przeczy zalozeniu, bo
oczywiscie s moze by¢ liczba postaci om - [ ]

Ostatni fragment tego dowodu moze wygladaé nieco sztucznie, ale stanie sie jasniejszy po zapo-
znaniu sie z twierdzeniem charakteryzujacym funkcje wypukle. W tej chwili wypada stwierdzi¢ jedynie,
ze jesli trzy punkty lezace na wykresie funkcji wypuktej leza na jednej prostej, to wykres tej funkcji
zawiera najmniejszy odcinek domknietym, ktory je zawiera, a ostatni fragment dowodu w istocie rzeczy
to pokazuje. By to dobrze zrozumieé trzeba pojaé, ze jesli 0 < s <t < 1, to punkt tx 4 (1 —t)y lezy
blizej punktu z niz punkt sz + (1 — s)y, nastepnie narysowaé sobie to wszystko biorac pod uwage to,
ze zaden punkt wykresu funkcji wypuklej nie moze sie znalez¢ nad odcinkiem taczacym dwa punkty
tego wykresu.

Bez zalozenia ciaglosci powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe, ale przykilady o tym $wiadczace
sa bardzo nienaturalne i ich oméwienie wykracza znacznie poza ramy tej ksiazki.

Przyklady cd.

4. Funkcja wykladnicza o podstawie dodatniej i réznej od 1 jest $cisSle wypukla. Wykazemy, ze ma
miejsce nieréwnoéé a(*t¥)/2 < % (a” 4+ a¥), przy czym staje sie ona réwnoscia jedynie wtedy, gdy

x = y.Wynika to stad, ze a® 4 a¥ — 2a(*+¥)/2 = (a“'/Q — ay/2)2. Stad teza wynika natychmiast. B

T+y 1
> -
5 ) > 2(lnx+lny)

oraz ze rownos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy = = y. Nieréwnos$é¢ ta jest réwnowazna

5. Funkcja In jest Scidle wklesta. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze In (

nastepujacej:

(e 4 etnv) /2 = x_;ry > e(natiny)/2
ktéra wynika natychmiast ze $cistej wypuklosci funkeji wykladniczej o podstawie e. (zob. przyktad
4.)m

6. Funkcja sinus jest $ciSle wypukta na przedziale [—m,0] i $cisle wklesta na przedziale [0,7]. Dla

1, . .
<3 (sinx +siny) oraz

dowodu wystarczy wykazaé, ze jesli —7w <z <y < 0, to sin
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10.

11.

12.

1
>3 (sinz +siny) . Poniewaz sin(—z) = —sinz, wiec

. T+
zejesli 0 <x <y <7, to sin y

1
wystarczy wykazac jedng z tych nieréwnosci. Zalézmy, ze 0 <z <y <7 . Mamy §(sin:c+sin y) =

.z + T — .+ S y . . T X .
sin 5 ycos 5 Y < sin Y — ostatnia nieréwnosé¢ wynika z tego, ze D) < 5 Y < 0, wiec
T —
0 < cos y<1.l

Funkcja tangens jest $cidle wypukla na przedziale < — g, 0] i &cisle wklesta na przedziale {0, g) .

Podobnie jak w przypadku funkcji sinus wystarczy zajac¢ sie jednym z tych dwéch przedzialéw.

Zalézmy |, ze 0§x<y<z.Wykorzystamy znany wzor: tga—tgﬁ:w. Mamy
2 cosacos 3
1 r+y 1 z+y T+y
—(t t —tg— == tgy—tg———| — (¢ -t =
5(ts e +tgy) —tg— 2{<gy 58— &8 g
. - L Yy—-x Y-
1 sin sin sin (cosx — cosy)
9 Tty Ty ( T +y >0
COS Y COS COS T COS 2 cos z cos y cos

™
— ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze funkcja kosinus maleje na przedziale [0, 5] .l

. Niech f(z) = |z|. Wykazemy, ze f jest funkcja, wypukla, ale nie Scisle. Tym razem skorzystamy

bezposrednio z definicji. Jesli =,y sg liczbami rzeczywistymi i 0 < t < 1, to skorzystawszy z
nieréwnosci tréjkata otrzymujemy |tz + (1 — t)y| < t|x| + (1 — ¢)|y|, przy czym réwnoséé zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy zy > 0. &

. Niech f(z) = el*l. Wykazemy, ze funkcja ta jest $cisle wypukia. Poniewaz jest ciagla, wiec mozna

1
zajmowac sie jedynie przypadkiem t = 3 Zalézmy, ze = # y. Mamy w tej sytuacji el*tvl/2 <

ellzl+lyD/2 < % (em + e‘y‘) , przy czym jesli pierwsza nier6wnos¢ staje sie réwnoscia, to xy >0 i
wobec tego, ze x # y, ma miejsce nieréwnosé |x| # |y| 1 wobec tego druga nieréwnosé musi byé
ostra (funkcja wykladnicza jest $cisle wypukta). Dowdd zostal zakoniczony. B

Funkcja |z| + |z — 1] + |z — 2| + |z — 3| jest wypukta jako suma czterech funkeji wypuktych, zob.
przyklad 8. Nie jest ona $cisle wypukla, bo na przedziale [1,2] jest stala, zreszta na kazdym z
przedzialéw (—oo,0], [0,1], [1,2], [2,3], [3,4+00) jest liniowa, wykres tej funkcji sklada sie z
trzech odcinkéw i dwu potprostych.

Niech f(x) = —+/|z|. Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja ta nie jest wypukla na calej prostej:

1

P50+ 501) = 100> 1= SUCD+ £

Jest ona wypukla na kazdej z pélprostych (—o0,0], [0,400) — wynika to latwo z tego, ze jak
pokazaliémy wezesdniej funkcja / jest $cisle wklesta (por. przyktad 3.). B

Cena biletu kolejowego w ustalonej klasie jest funkcja wklesta odleglodci na jaka jest wystawiany.*
Uzasadnimy to tak: przyrost ceny biletu spowodowany wydluzeniem sie odlegtosci jaka zamie-
rzamy przejechaé¢ o ustalona wielkosé jest tym mniejszy im dtuzszy dystans zamierzamy przebyc¢.

Zapiszemy to za pomoca, symboli matematycznych. Niech p(z) oznacza cene biletu pozwalajacego

Zaktadamy, ze bilet moze by¢ wystawiony na dowolna, odleglo$¢, co w rzeczywistosci nie jest prawda. W rzeczywistosci
funkcja ta nie jest wklesta, bo dziedzina nie jest przedziatem, lecz sktada si¢ wylacznie z liczb catkowitych i w dodatku

funkcja jest przedziatami stata: w wigkszosci przypadkéw wydtuzenie podrézy o 1 km nie zmienia ceny biletu. My
rozpatrujemy pewng idealizacj¢ sytuacji rzeczywistej.
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na przejechanie z kilometréw. Niech h oznacza dowolna liczbe dodatnia i niech z < y. Wtedy
p(z+h)—p(x) > p(y+h)—p(y) . Wykazemy, ze ten warunek, w przypadku funkeji ciaglej okreslonej
na przedziale, jest rownowazny wklestosci funkcji. Zaktadamy oczywiscie, ze nieréwnos$é ma miej-
sce dla dowolnych liczb z,y, h przy zalozeniu, ze h > 0 i z < y. Jedli r < s, to przyjmujemy
x=rh= %(s —-r),y = %(s + 7). Nier6wnosé p(z + h) — p(x) > p(y + h) — p(y) to nieréwnosé
p(%(s + r)) —p(r) > p(s) — p(%(s + 7“)) , czyli p(%(s + r)) > % (p(r) + p(s)), co pociaga za sobg

wklestos¢ funkcji ciaglej p. Teraz zalézmy, ze funkcja p jest wklesta. Niech v < v < w beda
w—v v—u w—v

trzema punktami dziedziny funkcji p. Mamy v = u + w oraz 0 < <1l i
w—u w—u w—u
w—v  v—u w— v—u L . .
+ = 1, zatem p(v) > p(u) + p(w). Te ostatnia nieréwnos$¢ mozemy
w—u  w-—u w—u w—u
przepisaé na trzy rézne sposoby:
p) —p(w)  pw) —p(w)  pw) —p(v) _ plw) —pv) . pl) —p(w)  p(v) —p(w)
v—u  w-u wu—v  w-w u—w - v—w
h) — h) —
Stosujac te nieréwnosci wnioskujemy, ze p@+h) = p(z) > Py +h) = py) — jesli np.
r+h—x y+h—y
h) — h) —
x <y < z+ h, to stosujemy najpierw nieréwnosé trzecia: pl+h) —px) > p+h) = ply) ,
r+h—x r+h—y

plx+h) —ply) _ ply+h) —ply)
x+h—y — y+h—-y
Koncéwka ostatniego przyktadu wymaga wyjasnienia. WykazaliSmy tam, ze w przypadku funkcji

potem — druga;: . Dowdd zostat zakonczony. B

wklestej p i trzech punktéw jej dziedziny u < v < w zachodza nieréwnosci:

p(v) — p(u) > p(w) — p(u) p(u) — p(v) > pw) —plv) . p)—pw) > p(v) — p(w)
p(v) — p(u)

Kazda z nich moze by¢ potraktowana jako formalna interpretacja stwierdzenia: iloraz jest

funkcja mierosngcq, w pierwszym przypadku zmiennej v, w drugim zmiennej w, w trzecim chodzi

u) — p(w
0 wyrazenie M jako funkcje zmiennej w. Kazde z tych trzech stwierdzen jest réwnowazne
- N . . plu) —pv) _ o N :
wklestosci funkcji p. Wyrazenie ——————= nazywane jest ilorazem réznicowym funkcji p. Pokazuje
uU—v

ono jaka byla wzgledna zmiana wartosci funkcji p. Stwierdzenie, ze funkcja jest wklesta oznacza wiec,
ze ro$nie ona coraz wolniej. Analogicznie funkcja wypukla rosnie coraz szybciej. Rezultaty te sa wazne,
wiec zapiszmy je raz jeszcze w formie twierdzenia tym razem sformulowanego w przypadku funkcji
wypukte;j.

Twierdzenie charakteryzujace funkcje wypukle
Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze wypuklym P . Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) funkcja f jest wypukla;

(ii) jesli x <y < z sa punktami zbioru P, to 1) = (@) < 1z) = f(x);
y—z z—

(iii) jesli z < y < z sa punktami zbioru P, to 1@~ 1) < 1) = fw) ;
T —y z—y

(iv) jesli z < y < z sa punktami zbioru P, to 1@~ 1) < 1) = (z) .
T —z y—z

W przypadku funkcji $cisle wypuktych nieréwnosci wystepujace w warunkach (ii) — (iv) sa ostre.
Twierdzenie to bedziemy stosowa¢ w nastepnym rozdziale, gdy bedziemy bada¢ wypukltosé funkcji
za pomocg pochodnych. Zakonczymy rozwazania o funkcjach wypuklych nieréwnoscia Jensena. Ma ona

wazne zastosowania, jest to dobre narzedzie do uzyskiwania réznych oszacowan. Ma wazne zastosowania
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w rachunku prawdopodobienstwa. Rozpoczniemy od $rednich wazonych.
Definicja sredniej wazonej

Srednia wazona liczb x1, x2, z3,..., T, z wagami p1, p2, P3,..., Pnp Dazywamy liczbe

P1T1 + p2Xo + P3T3 + - - + PpTn

pod warunkiem, ze 0 <p;, 0<p2, 0<ps3,....0<p, ipi+p2+ps+---+p,=1. 1

W przypadku, gdy wagi sa réwne, wiec réwne % , $rednia wazona zwana jest srednia arytmetyczna,,
a czasem po prostu Srednia. Jesli np. policzono érednie place dla réznych grup ludnosci i mamy poli-
czy¢ érednia place w kraju, to ze wzgledu na to, ze np. ministréw jest istotnie mniej niz pielegniarek
(przynajmniej w chwili pisania tego tekstu), to ich placa zostanie uwzgledniona z mniejsza waga niz
ptaca pielegniarek. W obu przypadkach waga bedzie iloraz liczby czlonkéw danej grupy przez liczbe
wszystkich zatrudnionych w kraju. Inny przyklad sytuacji, w ktérej pojawia sie érednia wazona, to
préba przewidywania swej wygranej przez uczestnika gra hazardowej. Wie on, ze za uzyskanie wyniku j
otrzymuje on kwote x; (ta liczba moze by¢é ujemna, wtedy hazardzista ptaci). Jesli wynik j uzyskiwany
jest z prawdopodobienstwem p; , to nalezy spodziewaé si¢ wygranej pixy + p222 + p3x3 + - + Py,
tzn. grajac wielokrotnie srednio uzyskiwaé bedziemy kwote p1x1 + paxo + p3xs + - - - + pnay . Przyklady
mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego robi¢.

Nier6éwnos¢ Jensena
Jedli funkcja f jest wypukla, to dla dowolnych jej argumentéw z1, ,x2, x3,...,2, i dowolnych wag

D1, D25 5---, Pn zachodzi nieréwnosé:

f(prxy + paxa + p3xs + -+ + ppxn) < prf(x1) +p2f(ae) +paf(as) + -+ puf(an)

Nieréwno$é ta w przypadku funkceji scidle wypuklej, dodatnich wag p1,pa,...,pn i przynajmniej dwéch
réznych argumentoéw sposréd xq, s, ..., T, jest ostra.

Dowdéd Dla n =1 musi by¢ p; = 1 i nieréwno$¢ staje sie oczywista réwnoécia. Dla n = 2 mamy
p2 = 1 — p1 i nieréwno$¢ jest ta nierdwnodcia, ktéra wystepuje w definicji funkcji wypuklej. Zalézmy,
ze dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich mozliwych wyboréw n argumentéw funkcji f
i n wag. Niech x1,z9,...,%n, Tpy1 beda dowolnymi argumentami funkcji f, a p1,p2,...,Pn,Pny1 do-
wolnym ukltadem n+1 wag, tj. liczb nieujemnych, ktérych suma réowna jest 1. Jesli ktérakolwiek z wag
jest rowna 0, to nieréwnos¢ z n+ 1 argumentamii n+ 1 wagami jest prawdziwa na mocy uczynionego
zalozenia (argument odpowiadajacy zerowej wadze jest nieistotny), bo w nieréwnosci faktycznie nie

wystepuje. Zalézmy teraz, ze wszystkie wagi p1,pe, ..., Pn,Pnt+1 Sa dodatnie. Niech pl, = pp +ppi1 i

Ty + 1Tn+1 1 ., .
h— PnZn T Pnti®ntl &xn—i-pn—j_acnﬂ . Zachodzi ré6wno$¢ p1x1+pota+...+PnTn+Prt1Tnt1 =

Pn + Pn+1 B p{n Pn

P1&1 + p2xe + ... + Pp_1Tn_1 + P, . Z zalozenia, ktére uczyniliémy wynika, ze

f(p1m1 +poxe + ...+ Pno1Tn1 +Phxh) < p1f(xr) +pof(z2) + ..o F po—1f(Tn1) + 0, f(x],) <

< prf(@1) + pof(E2) + o+ Pro f(@nr) + Bl (5—,"f<m + 22 1f<xn+1>) -

n n

=pif(x1) +paf(xa) + ... + pro1f(@n-1) + pnf(@n) + pry1f(@nt1) — druga z tych nieréwnosci jest
bezposrednim wnioskiem z wypuklosci funkcji f. ZakonczyliSmy indukcyjny dowoéd nieréwnosci Jen-

sena. W
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Pokazemy teraz jej najprostsze zastosowania. Rozpoczniemy od klasycznej nieréwnosci miedzy
$rednimi.
Nieré6wnos$¢ miedzy klasycznymi $rednimi — nieré6wnosé Cauchy’ego

artaz+---+an
- .

Dla dowolnych liczb dodatnich a1, as,...,a, zachodzi: ajas...a, <
Nieréwno$é ta staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 =... =ay, .

Dowéd. Zastosujemy nieréwnos$é Jensena do funkcji wypuklej —In (przyklad 5.). Mamy
na1+a2+"'+an

1 1 1
-1 :—ln(—a1+—a2+---+—an)§
n n n n
1 1 1 1
< 5(—ln)(a1) + E(_ln)(@) +-F 5(—111)(@") = (Inay +Inaz +...+1nay,).

a1 tazt---Fan

1
Stad In —
n n

(Ina; +Inas +...+1na,) i wobec tego

ay+az+---+ay
n

_ eln ((a1+a2+~~~+an)/n) > e(ln ai1+Inaz+...+1nay,)/n — m )

Rownos¢ w tych nieréwnosciach ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby ai,as,...,a, sa
réwne, bowiem funkcja —In jest Scisle wypuklta. Dowdd zostat zakoriczony. B

7Z kilku dowodéw nieréwnosci o $redniej arytmetycznej i geometrycznej znanych autorowi, podany
wyzej, jest najkrotszy.

Nier6éwnosé¢ Holdera
Dla dowolnych liczb nieujemnych aq,as,...,a,, b1,bo,...,b, i dowolnych liczb dodatnich p, ¢ takich,

) 1 ..
ze — + — = 1 zachodzi nieréwno$cé:

p q
a1by + asby + -+ + anby < (af + @b+ -+ aP)P (b b 4 - 4 b7)17
. . PP S| o 1 1 p-1 .
Dowdd. Z réwnosci — + — = 1 wynika, ze p > 1, ¢ > 1 oraz — =1 — — = —— . Z tego, ze
p q q p p

p > 1 wnioskujemy od razu, ze funkcja zP jest $cisle wypukla, bo jej pochodna (x”)' = pxP~! jest
Scisle rosnaca. Mozemy wiec zastosowaé nieréwnos¢ Jensena do tej funkcji. Bez straty ogdélnosci mozna

zalozy¢, ze wszystkie liczby by, b2 ,...,b, sadodatnie, gdyby dla pewnego j bylo b; = 0 wykazaliby$Smy

nieréwnoéé dla n — 1 liczb a1,...,aj-1,a541,...,6n,01,...,b5-1,bj41,...,by,, a wiec z ta sama lews
pp/ (P=1)
7 . . . . .. . .o R J
strong a prawg by¢ moze mniejszg (gdy a; > 0) niz docelowa. Przyjmijmy p; = pr/(p_l) Mamy
wtedy
P
Y 4 ey 9 /D)
b J p/(p— p/(p—
;aﬂ / z; S 7D Vi e z; oD Vi 8
- J=17) p/(p—1 ="y p/(p—1
o/ ~p/(0-1) 20 Ty /(-1) Db =D,
n p/(p— i=1 p/(p— i=1 =1
> > S H
J i=1 i=1
j=1

a ta nierownos¢ jest rownowazna dowodzonej. Dla p = ¢ = 2 otrzymujemy nieréwnosé Schwarza, czyli
stwierdzenie, ze iloczyn skalarny dwéch wektoréw (ai,az,...,a,) i (b1,b2,...,by,) jest nie wiekszy niz
iloczyn ich dlugosci.m

Przykilad 12
Wykazemy, ze sposréd 5-katéw wpisanych w okrag o promieniu 1 najwickszy obwdd ma pieciokat

foremny.
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Niech 21, 2a9, 2a3, 204, 2as beda katami srodkowymi opartymi na bokach pieciokata.*. Wtedy
bokami sa liczby 2sina;, 2sinas, 2sinas, 2sinay, 2sinas — wynika to z definicji sinusa, wobec
tego polowa obwodu pieciokata réwna jest sin oy +sin ag 4 sin ag + sin ay +sin a5 . Oczywiscie spetnione
sa nieréwnosci 0 < a3 <7, 0<ae <7, 0<as<m, 0<ayg <m, 0<as<m.Na przedziale [0, 7]

sinus jest funkcja $cisle wklesla, wiec mozemy zastosowaé nieréwnos$é Jensena:

1 1 1 1 1
sinaq + sinas + sinag + sinay +sinas = 5 <g sinaq + gsinag + gsinag + gsina4 + gSiIlOtg,) <

. 1 1 1 1 1
< 5sin gal + -0+ -asz+ —ag + —as

. o1 togtoaztoy+oas
= 5sin
5 5 5 5

. T
5 = 5sin 5
Wielkosé 5sin§ to polowa obwodu pieciokata foremnego wpisanego w okrag, wiec twierdzenie jest
udowodnione. Wypada dodaé, ze poniewaz funkcja sinus na przedziale [0,7] jest Scisle wklesta, wiec
pieciokaty nieforemne maja obwody mniejsze niz pieciokat foremny wpisany w ten sam okrag. W ten
sam sposéb mozna wykazadé, ze dlugosé n—kata wpisanego w okrag jest nie wieksza niz dlugosé n—kata
foremnego wpisanego w ten sam okrag, a stad i z réwnosci nlLIr;O 2n sin% = 27 oraz nieréwnosci
sin 7 < % wynika, Ze kresem gérnym tamanych wpisanych w okrag o promieniu 1 jest liczba 27. Ona
jest wiec dtugoscia, tego okregu. B
Definicja pochodnej

Zalézmy, ze funkcja f jest okreSlona w dziedzinie zawierajacej przedzial otwarty o érodku p oraz ze ist-

flp+h)—fp)

h . Granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie p i oznaczamy

nieje granica lim
h—0

symbolem f’(p) lub %(p) . Jesli pochodna jest skoficzona, to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie p. Funkcje liniows przypisujaca liczbie h liczbe f’(p)h nazywamy rézniczks funkcji f w
punkcie p i oznaczamy symbolem df (p), a warto$¢ tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy przez
df (p)(h) lub df (p)h.m

Definicja prostej stycznej do wykresu funkcji
Zalézmy, ze funkcja f ma pochodna w punkcie p oraz ze jest ciagla w punkcie p.** Jesli pochodna
f'(p) jest skoriczona, to méwimy, ze prosta, styczng do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)) jest
prosta, ktérej wspélczynnik kierunkowy jest réwny f/(p) przechodzaca przez punkt (p, f(p)). Jesli
f'(p) = oo, to méwimy, ze styczna do wykresu w punkcie (p, f(p)) jest prosta pionowa przechodzaca
przez ten punkt, czyli prosta o réwnaniu z =p. R

Jest jasne, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to prosta styczna do wykresu tej
funkcji w punkcie (p, f(p)) maréwnanie y = f/(p)(x—p)+ f(p) . Pé7niej przekonamy sie, ze préby prze-
noszenia definicji stycznej do okregu na przypadek stycznej do wykresu funkcji nie maja wiekszego sensu,
bo prowadza do wynikéw niezgodnych z intuicja. Motywy wprowadzenia podanej przez nas definicji sa,

nastepujace. Jesli |h| # 0 jest nieduza liczba, to wspétezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez

flo+h) - fp)
h
w przyblizeniu réwny f’(p). Prosta styczna jest wiec ,granica prostych” przechodzacych przez punkt

punkty (p, f(p)) oraz (p+ h, f(p+ h)) jest réwny ilorazowi réznicowemu , ktory jest

(p, f(p)) 1 jeszcze jeden punkt wykresu lezacy blisko wymienionego. Nie zamierzamy tu precyzowaé

pojecia ,granicy prostych”, bo uzywamy go jedynie w tym miejscu i to jedynie w celu wyjasnienia,

* Wierzchotek kata jest érodkiem okregu, ramiona przechodzg przez konce boku.

*ok Wykazemy pézniej, ze jesli pochodna f’(p) funkcji f w punkcie p jest skoniczona, czyli ze f jest rézniczkowalna w
punkcie p, to funkcja f jest ciggla w punkcie p, wiec w tym przypadku nie ma potrzeby dodatkowo zaktadaé ciggtosci
funkcji w punkcie p.
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skad sie taka definicja stycznej bierze. Méwiac jeszcze mniej doktadnie: prosta styczna ma przylegaé
mozliwie $cisle do wykresu w poblizu punktu (p, f(p)), daleko od tego punktu wykres i styczna moga,
sie rozchodzi¢. Podamy teraz kilka przykladéw.

Przyklady
fp+h)=f(p) _ alpth)—ap
h R

1. Niech f(z) = az +b. W tym przypadku iloraz réznicowy = a jest nie-
zalezny od h, zreszta réwniez od p. Wobec tego pochodna funkcji liniowej ax + b jest rowna a.
7 tego wynika, ze prosta styczna do prostej y = ax + b jest ona sama, co nie powinno dziwic,
bo ona sama do siebie przylega najlepiej ze wszystkich prostych. Czesto stosowany jest zapis
(ax+b) =a. M

. . - . . fpth)—f
2. Niech f(x) = 22 i niech p € R. Bez trudu stwierdzamy, ze w

=2p+h— nso 2p,
co oznacza, ze pochodna funkcji f w punkcie p jest 2p. Zwykle piszemy (22) = 2x. Poniewaz
f'(0) = 0, wiec styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (0,0) jest pozioma. Jesli natomiast
p = 10, to wspdlczynnik kierunkowy stycznej do wykresu jest réwny 20, wiec styczna w punkcie
(20,400) jest prawie pionowa. B

3. Niech f(z) = 2*. Mamy M = 3p? 4+ 3ph + h? — o 3p?, co oznacza, ze pochodna
funkcji f w punkcie p jest 3p?, tzn. (p3)’ = 3p?. I tym razem f’(0) = 0, wiec styczna do wykresu
funkeji f w punkcie (0, £(0)) = (0,0) jest pozioma. Jednak w tym przypadku wykres nie lezy po
jednej stronie stycznej, lecz przechodzi z jednej strony tej prostej na druga. Pochodna jest dodatnia
z jednym wyjatkiem: f’(0) = 0. Bez trudu mozna stwierdzi¢, ze styczna do wykresu tej funkeji
w kazdym punkcie, z wyjatkiem punktu (0,0), przecina wykres w jeszcze jednym punkcie*, wiec
réwniez w tym przypadku nie jest prawda, ze styczna ma z wykresem funkcji dokladnie jeden punkt
wspdlny. B

floth)=f(p) _ pth—p _ _4 1
h h h—s0 ’
co oznacza, ze pochodng funkcji f w punkcie p jest 1. W taki sam sposéb pokaza¢ mozna,

4. Teraz zajmiemy sie funkcja, f(z) = |z|.Jesli p > 01 |h| <p,to

ze f'(p) = —1 dla kazdej liczby p < 0. Pozostal jeszcze jeden przypadek do rozwazenia, mia-

nowicie p = 0. Jesli h > 0, to w = 1 i wobec tego lim+w = 1. Ana-
x—0
f(0+h)—£(0)

logicznie lim %

r—0~

w , czyli ze funkcja |x| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaz jest ciagla — ma ona

= —1. Z tych dwu réwnoéci wynika od razu, ze nie istnieje granica

lim
x—0
w tym punkcie pochodne jednostronne, ale sa one rézne. Na wykresie funkcji jest to widoczne,

w punkcie (0,0) wykres sie zalamuje, mozna powiedzieé, ze wykres ma w tym punkcie ,ostrze”.

Zauwazmy, ze rezultaty tych rozwazan mozna opisa¢ wzorem (|z|)’ = % .

5. Podamy teraz przyklad swiadczacy o tym, ze istnieja funkcje ciagle, ktore przynajmniej w nie-
ktérych punktach nie maja pochodnych jednostronnych. Tym studentom, ktérych te przyktady
mecza, zalecamy pominiecie tego punktu w pierwszym czytaniu i ewentualny powrdt do niego
pozniej. Warto tez sprébowaé sporzadzi¢ szkic wykresu funkcji, co moze ulatwi¢ zrozumienie sytu-
acji. Przechodzimy do szczegdléw. Niech f(z) = xsini dla x # 0 oraz f(0) = 0. Z oczywistej
nieréwnosei |f(x)| < |z| wynika, ze i:rrlo f(z) =0= f(0), a to znaczy, ze funkcja f jest ciagta w

punkcie 0. Ciaglos¢ w innych punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia o operacjach na

* Czytelnik zechce sprawdzi¢ w jakim, to pomaga w zrozumieniu tekstu!
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funkcjach ciaglych i twierdzenia o ciaglosci ztozenia dwu funkcji. Z twierdzen, ktére udowodnimy
niedtugo wyniknie, ze funkcja ta ma pochodna skoniczona w kazdym punkcie z wyjatkiem punktu

0. Wykazemy teraz, ze funkcja ta nie ma pochodnej w punkcie 0, doktadniej, ze w tym punkcie

flx+h)— f(=)
h
wczesniej (poprzedni rozdzial, przyklady granic, punkt 6), ze funkcja ta nie ma granicy prawostron-

. 1 1
nej: f(%) =0 oraz ]"(72mT n 77/2)
1
(%a
powinna by¢ pozioma o$ uktadu wspoélrzednych. Jednakze dla kazdej liczby naturalnej n punkt
1 1
(2n7r—|— /2" 2nm + 7T/2)
punkty leza, czyli prosta o rownaniu y = x — styczng ma by¢ prosta najdoktadniej ,,przylegajaca”

1
funkcja nie ma pochodnej prawostronnej. Jesli h > 0, to = sin 7 Wykazalismy

= 1. Widzimy, wiec ze dla kazdej liczby naturalnej n punkt

0) lezy na wykresie funkcji, co oznacza, ze styczna do wykresu funkcji w punkcie (0,0)

lezy na wykresie funkcji, wiec styczna, powinna by¢ prosta, na ktorej te

do wykresu. Podobnie mozna uzasadniaé, ze styczng do wykresu tej funkcji w punkcie (0,0) po-
winna by¢ prosta o réwnaniu y = kx, gdzie k jest dowolng, liczbg z przedziatu [—1,1] — na kazdej
takiej prostej znajduja sie punkty lezace na wykresie funkcji f, tworzace ciag zbiezny do 0. Mozna
powiedzieé, ze wykres funkcji xsini oscyluje miedzy prostymi y = x oraz y = —x i do zadnej z
nich ani do zadnej lezacej w kacie przez nie wyznaczonym w punkcie (0,0) nie ,przylega”. B
6. Obliczymy teraz pochodna funkcji wykladniczej. Niech f(z) = e®. Przypomnie¢ wypada, ze
et th _ o .

}Lirrlo — = e — wykazaliSmy, ze ta rowno$¢ ma miejsce w rozdziale I, punkt 19, pod-

punkt m. Wobec tego pochodna w punkcie x funkcji wykladniczej o podstawie e jest liczba e®,
czyli (e®) =e® . ®

7. Nastepna bardzo wazng funkcja jest logarytm naturalny. Znajdziemy jej pochodna. Niech f(z) =

=Inz dla kazdej liczby dodatniej x. Przypomnijmy, ze limO ln(la—”) =1 — wzdér ten wykazalidmy
Tr—

w rozdziale I, punkt 20, wzér (20.2). Mamy wiec dla z > 0 nastepujaca réwnosé*:

limy, .o W = limy,_o W -2 =1-1 =1 Znaczy to, ze pochodna logarytmu natu-
ralnego w punkcie x jest liczba % ,ezyli (Inz) = % .

8. Ostatnia z krétkiego cyklu ,najwazniejszych” funkcji elementarnych jest sinus. Przypomnijmy, ze

lirr%J ST — ] — ta réwno$¢ zostata wykazana poprzednio. Z niej wynika, ze }limw =
r— 1 —0
. 2sin & cos(z4L) . sin(h/2) h 3 ; b7
2 2 j— . 1 —
}ILlLI}) z = illli% wrs - cos(x + 5) = cosz. Udalo si¢ wigc nam wykazac¢, ze pochodna

funkeji sinus w punkcie x jest liczba cosz, czyli ze zachodzi wzdr (sin :c)/ =cosz. W

Nastepne wzory wyprowadzimy po podaniu regul, wedlug ktérych obliczane sa pochodne. Nie
bedziemy w tym przypadku zajmowacé sie pochodnymi nieskonczonymi, bowiem w zastosowaniach beda,
nam potrzebne na ogdt pochodne skonczone.

Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach pochodnej
Zatézmy, ze funkcje f 1 g sa rézniczkowalne w punkcie p. Wtedy funkcje f+g, f-g i, jesli g(p) #0,
to rowniez g sa rézniczkowalne w punkcie p i zachodza wzory:
(f+9) (@)= f'(z)+ g (x), (f=9)(@) = f'(z) - g'(x),

(F+9)' = F/@)g(z) + f(2)g'(2). (1) o) = Ledate) ol ()

* Przypomnijmy, ze In(z+h)—Inz=In z;h :111(1-{-%)
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Dowéd twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach pochodnej

flp+h) - f(p) g(p+h) —g(p)
h h
skonczone. Stad i z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy funkcji wynika, ze

floth)+gp+h)—flp)—glp) .. fle+h)—flp) . gp+h)—gp) /
lim - = lim - + lim - =f'(p) +4'(p).
Udowodnilismy wiec twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkcji rézniczkowalnych. W identyczny sposéb

Mamy f'(p) = }ILILI}) oraz ¢'(p) = }1}3}) i wiemy, ze te pochodne sa,

dowodzimy twierdzenie pochodnej réznicy funkcji rézniczkowalnych. Zajmiemy sie teraz iloczynem funk-
cji rézniczkowalnych. Tym razem skorzystamy z udowodnionego wczeéniej twierdzenia o ciagtosci funkceji

rézniczkowalnej. Mamy

Sp+h)glp+h) — f(p)g(p) (fe+h)—f) -glp+h)+ f(p)(g9p+h) —g(p))

= lim =

lim

h—0 h h—0 h
= Jim LEEN IO g5 4 ) - i LEERZIB) — 13)500) 1 1) ).

Teraz kolej na iloraz. Mamy teraz dodatkowe zatozenie: g(p) # 0. Wynika stad, ze istnieje liczba § > 0,
taka ze jesli |h| < 0, to |g(p + h) — g(p)| < |g(p)|. Wnioskujemy stad, ze |g(p + h)| < |g(p)|, czyli ze

liczby g(p) i g(p+ h) leza po tej samej stronie zera, w szczegblnosci g(p + h) # 0. Mamy zatem
flo+h)  fp)

i I+R) gp) _ . Fe+h)g(p) — fR)g(p +h)
(

h—0 h H—0 hg(p + h)g(p)
i L+ P9@) = F(P)g(p) = (fR)g(p+ 1) = F(P)g(p)) _
h—0 hg(p + h)g(p)
fp+h) = fp) glp+h)—g(p)
. A A _ P ®)ew) — F()g (v)
h=0 g(p+h)g(p) g(p)?

Dowdéd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie o pochodnej zlozenia
Zalézmy, ze funkcja g jest rdézniczkowalna w punkcie p, zas funkcja f, okreslona na zbiorze zawie-
rajacym wszystkie wartosci funkeji ¢, jest rézniczkowalna w punkcie g(p). Wtedy zlozenie tych funkeji

f o g jest rézniczkowalne w punkcie p i zachodzi wzor:

(fog)(z)=f(g(x)g (x).

Whprowadzimy oznaczenie y = g(z). Stosujac to oznaczenie mozna napisaé (f o g)'(z) = f'(y)g(z) lub

d(fog) df dg df dg . . d(fog) df dg ,
N P — =4 = L) 2 lub k AU VA

I (x) y (g9(x)) e (x) &y (y) Tr () lub krécej . ay d Czesto wzor ten
zapisywany jest w postaci d(‘il; 9) = —Z‘; . —Zi lub, po oznaczeniu z = f(y), jako —Z; = —Zz . —Zz .

literaturze anglojezycznej nosi nazwe ,the Chain Rule”, czego oczywistym motywem jest jego ostatnia
postaé, zwlaszcza jesli zastosujemy go nie w przypadku zlozenia dwu funkcji, lecz wiekszej ich liczby —
wtedy tancuch staje sie bardziej widoczny.

Dowéd twierdzenia o pochodnej zlozenia

Znéw mamy do czynienia z dwiema funkcjami rézniczkowalnymi: f w punkcie ¢ = g(p) oraz g w

h) — —d'(p)h
punkcie p. Niech rg(h) = 9+ h) = 9lp) = g'(p) i niech 74(0) = 0. Rézniczkowalnosé funkeji g w

h

punkcie p réwnowazna jest cigglosci funkeji 7, w punkcie 0. Prawdziwa jest zatem réwnosé: g(p+h) =

flg(p) + H) — f(9(p))
H
jak w przypadku funkcji g funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy

g(p) + ¢'(p)h + rg(h)h. Przyjmijmy teraz, ze ry(H) = oraz r¢(0) = 0. Tak
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funkcja 7y jest ciagla w punkcie 0. Réwniez w tym przypadku zachodzi tez wzér: f(g(p) + H) =
flgp)) + f'(g(p))H + ry(H)H . Gotowi jestesmy do ,wydzielenia czesci liniowej zlozenia” fog w
otoczeniu punktu p: flglp+h)) = flg(p) + ¢ (P)h +ry(h)h) =

= f(g(p)) + f'(9(p)) (g’(p)h + rg(h)h) +ry <g’(p)h + rg(h)h) <g’(p)h + rg(h)h) =
= o) + £ -+ b [0 + 15 (500 7o) (o) + 7).

Jasne jest, ze granica wyrazenia znajdujacego si¢ w nawiasie kwadratowym przy = — 0 jest liczba 0.
Stad za$ wynika od razu, zob. twierdzenie charakteryzujace pochodna jako wspolczynnik wielomianu
stopnia < 1 najlepiej przyblizajacego funkcje, ze pochodng funkcji f o g w punkcie p jest liczba
f'(g(p))g’(p). Dowdd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej
Zalézmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, ze f’(p) # 0, ze funkcja f ma funkcje

odwrotna oraz ze funkcja f~! odwrotna do f jest ciagta w punkcie ¢ = f(p). Wtedy funkcja f~! jest

1
rézniczkowalna w punkcie ¢ i zachodzi wzdr (f’l)/ (q) = m .
p
1
Wzdér na pochodng funkcji odwrotnej mozna zapisaé¢ réwniez w postaci (f’l)/ (f(p) = m lub w
p
postaci (f_l)l (@) = _1 . Piszemy tez dy = dz oznaczywszy uprzednio y = f(z). Ten ostatni
(1) dz  dy
i i dz dz dy .. dy ) L.
zapis, zwlaszcza w polaczeniu z wzorem — = — —= sugeruje, ze symbol —= mozna traktowaé jak
dx dy dx dx

utamek. Trzeba jednak uwazaé, bo nie oznacza on utamka, lecz pochodna i postugiwaé sie analogiami z

ilorazem jedynie w zakresie dopuszczonym podawanymi twierdzeniami. Mozna np napisa¢ wzor

Q + dh __ d(g+h)
dx dx — dx

— oznacza on, ze pochodna sumy dwu funkcji wzgledem zmiennej = jest réwna sumie ich pochodnych

. . . . df dg df-dx+dg-dy L .
wzgledem tej samej zmiennej x. Natomiast wzoru — + — = ———— = napisaé nie mozna np.
dy dz dy - dx
dlatego, ze jego prawa strona nie ma sensu, nie jest zdefiniowana. Pézniej rozwazaé bedziemy pochodne

wyzszych rzedow i tam sytuacja bedzie jeszcze bardziej skomplikowana.

Dowéd twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej
Tym razem wiemy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, ze f'(p) # 0 oraz ze funkcja f~1

odwrotna do funkeji f jest ciagla w punkcie ¢ = f(p). Wystarczy teraz wykazaé, ze
-1 _ o1
i L @th) = f" e L
h—0 h f’(p)
Oznaczmy H = f~1(q+h) — f~1(q). Oczywidcie H zalezy od h. Z ciagloéci funkcji f~! w punkcie ¢

wynika od razu, ze lim H = 0. Zachodzi tez réwnoéé
K

1 —0
h=q+h—q=f(f""a+h)—f(f ) =Fff"Ha) +H) = f(f (@) =Fflp+H)— fp).
-1 -1
7 tej rownosci i z poprzednich wynika, ze }llurb s hi)z — /() = I}[imo T Ig T = f’ip) .

Dowdd zostat zakoriczony. B

Ostatnim z tego cyklu twierdzen stuzacych do obliczania pochodnych jest
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Twierdzenie o pochodnej szeregu potegowego

Jedli szereg potegowy Z an(z—1x0)" ma dodatni promien zbieznosci, to wewngtrz przedziatu zbieznosci
n=0
suma tego szeregu jest funkcja rézniczkowalna i zachodzi wzér:

(E anx—aﬁo ) g nanm—xo _1.

Wypada przestrzec, ze szeregéw na ogdt nie wolno rézniczkowaé w taki sposob, jak sie rézniczkuje sumy
o0

skoniczone. K.Weierstrass wykazal, ze np. funkcja zdefiniowana jako suma szeregu Z on cos(7" )
n=1

jest ciagla na calej prostej i nie ma skonczonej pochodnej w zadnym punkcie, chociaz kazdy wyraz tego

szeregu ma pochodna,.
Dowéd twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego
Wykazalidémy wezesniej, ze dla kazdego ciggu liczb rzeczywistych (a,) istnieje r > 0, takie ze jesli

o0
|x| < r, to szereg potegowy Z n*a,x"™ jest zbiezny bezwzglednie dla kazdej liczby k = 0,1,2,3,... za$
n=0

o0
w przypadku |z| > 0 szereg Z anx™ jest rozbiezny. ObiecaliSmy wykazaé, ze funkcja s przypisujaca
n=0
(oo}
liczbie = sume szeregu s(z) = Zanac" jest rézniczkowalna w kazdym punkcie z € (—r,r) oraz ze
n=0

o0 (o)
zachodzi réwnosé s'(x) = (Z an$"> = z:nanycnf1 Zakladamy dalej, ze |z| < r, ze d > 0 jest
n=1

liczba mniejsza niz r — |x| oraz ze 0 < |h| < d. Stad wynika, ze |z + h| < |z| + |h| < r, wiec szeregi

o0 o0 o0
Z na,z" 1, Z anpx™ 1 Z an(x + h)" sg zbiezne i to bezwzglednie. Mamy wiec

s(x+h i; ni_%oan <(x+h)# _ nxn—1>| _
nz::za ,;( ) IR <l HZQMZ( )le”"“|h|k—2 <

n— 2 — (e _
< |h|Z|an|n2Z<k_2>|x|( 2)—(k 2)|h|k 2 _
n=2 =

= [n]- Zn2lan| (l| +|A)"* < |l anlanl (Jz] +d)""

n=2 n=2

Przedostatnia nieréwno$é wynika z tego, ze jesli n > k > 2, to (Z) = % . (ng) < n? (Z:g)

o0 o0
_ h) —
Oczywiscie flzlgb |h- E n?lan| (|z| +d)"~* = 0, zatem réwniez }lLILI}) Mi g nape™ ' =0,
n=2 n=1
o . sz + h — s(x ol , ,
a stad od razu wynika, ze s'(z) = }111 S E NAnT . Dowéd zostal zakonczony. B

Pokazemy teraz, jak podane przed chwila therdzema mozna stosowag.
Przyklady

9. Znajdziemy pochodng funkcji kosinus. Mamy cosx = sin (g — a:) . Skorzystamy z wzoru wyni-

/

kajacego z wzoru wykazanego w przykladzie pierwszym: (g — x)l = ((—1)x + g) = —1. Teraz
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10.

11.

12.

13.

14.

skorzystamy z twierdzenia o pochodnej zlozenia:
/ . ™ ! 7T .
(cosx) = (sm (5 - x)) = cos (5 - a:) -(=1) = —sinz

— tutaj role funkcji f z wzoru na pochodna zlozenia pemhi sinus, ktérego pochodna jest kosinus,
zas role funkcji g odgrywa funkcja g — x, ktérej pochodng jest —1. W

Zastosujemy wzér na pochodna, ilorazu dla uzyskania wzoru na pochodng funkcji tangens. Mamy

to ) — sinz )’ _ (sinz)’cosz — (cosz) sinz  cosz - cosz — (—sinz)sinz 1
(te ) <cos a:> a (cosz)? cos? cos? x
1+tg?z.

Teraz kolej na kotangens. Wzor ten mozna uzyskaé¢ na rézne sposoby, np. modyfikujac nieznacznie
wyprowadzenie wzoru na pochodna funkcji tangens. Mozna tez zastosowa¢ metode znana juz z

wyprowadzenia wzoru na pochodna funkcji kosinus i wlaénie tak postapimy:

/ 1 1
ct x/:<t (ﬁf:c)) = (1) = ——— = -1 —ctg’z.
(ctgx) 55 = (gix) (-1 " g

T
Przypomnijmy, ze funkcja odwrotna do funkcji tangens ograniczonej do przedziatu (—5, 5) jest

T

funkcja arctg, ktéra przeksztalca zbior wszystkich liczb rzeczywistych IR na przedziat (—5, 5) .
Zachodzi zatem wzér: tg (arctgx) = = . Funkcja arctg jest ciagla. Pochodna funkcji tangens nie
jest w zadnym punkcie mniejsza od 1, wiec jest rézna od 0. Wobec tego z twierdzenia o pochodnej
funkcji odwrotnej wynika, ze funkcja arctg ma pochodng w kazdym punkcie. Z twierdzenia o
pochodnej ztozenia wynika, ze musi zachodzi¢ wzor:
1= (z) = (tg (arctgz))’ = (1 + tg? (arctgz)) - (arctgz) = (1 + 22) - (arctgz)’.

. . . / 1
Stad wnioskujemy, ze (arctgz) = 12 [ ]
Wyprowadzimy wzoér na pochodng, funkcji arcsin, czyli funkcji odwrotnej do funkcji sinus ograniczo-
nej do przedziatu [fg, g] . Funkcja arcsinus jest ciagla i przeksztalca przedzial [—1, 1] na przedziat
[fg, g] . Na tym ostatnim przedziale funkcja kosinus przyjmuje nieujemne wartosci. Stad wynika,
ze jesli fg <y< g, to cosy = \/1 —sin®y. Poniewaz pochodna funkcji sinus jest rézna od 0

w punktach przedzialu otwartego (fg, g), wiec funkcja arcsin jest rézniczkowalna w punktach

odpowiadajacych punktom przedziatu (—g, g), czyli w punktach przedzialu otwartego (—1,1).

Mamy wiec

1 = (z)" = (sin (arcsin(z)))" = cos (arcsin(z)) - (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) - (arcsin(x))’ =

=+/1—22 - (arcsin(x))’.
1
Stad juz latwo wynika, ze zachodzi wzér: (arcsin(x)) = —— . Wyprowadzili$my wiec wzér
j y (aresin(x))” = —2==5- Wy y

na pochodna funkcji arcsin w punktach wewnetrznych jej dziedziny. W punktach lezacych na jej

brzegu, czyli w punktach —1 i 1 mozna by méwi¢ jedynie o pochodnych jednostronnych. Po-

zostawiamy czytelnikom wykazanie tego, ze w obu koricach przedzialu [—1,1] funkcja arcsin ma

pochodna, jednostronng i ze ta pochodna jednostronna réwna jest +oo. Warto naszkicowaé sobie

wykres funkcji arcsin — jest on oczywiscie symetryczny do wykresu funkcji sinus, ograniczonej do

. T . , .
przedziatu [75, 5] , wzgledem prostej o réwnaniu y =x. B
Niech f(x)=x*, gdzie a jest dowolng liczba rzeczywista, za$ x jest liczba dodatnia. Wykaze-
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my, ze (2)" = az®1 * Z definicji wynika, ze 2% = e*!"* Korzystajac z twierdzenia o pochodnej

ztozenia dwu funkcji oraz poprzednio wyprowadzonych wzoréw na pochodne funkcji wyktadniczej,
logarytmu i funkcji liniowej otrzymujemy: (x“)' = (e“ lnz)/ = ealnx~a~§ = az® ! Dodaé¢ wypada,
ze potege x® mozna zdefiniowa¢ réwniez w przypadku = = 0 i a > 0 oraz w przypadku =z < 0,
jesli a jest liczba wymierna, ktorej mianownik jest calkowita liczba nieparzysta, a licznik — liczba
catkowita, po ewentualnym skréceniu. Pozostawiamy czytelnikom uzasadnienie tego, ze w obu tych
przypadkach podany przez nas wzér na pochodna, funkcji potegowej pozostaje w mocy, oczywiscie w
przypadku pierwszym mowa jest jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba ze a jest wykladnikiem
dodatnim, wymiernym o mianowniku nieparzystym (mowa o zapisie liczby wymiernej w postaci
utamka nieskracalnego, ktérego licznik i mianownik sa, liczbami catkowitymi). W
15. Zajmiemy sie teraz przez chwile funkcja wykladnicza o dowolnej podstawie. Niech a bedzie do-
wolng liczba dodatnia, x — dowolna liczba rzeczywista. Postepujac tak jak w przypadku funkcji
potegowej otrzymujemy wzér: (a®) = (e 1““)’ =e* M ng=0¢"lna. W
Na tym zakonczymy krétki przeglad najbardziej podstawowych wzoréw na pochodne. Pochodne
bedziemy obliczaé¢ wielokrotnie. Przekonamy sie niebawem, ze mozna ich uzywaé¢ w celu rozwiazywania
rozlicznych probleméw, np. znajdowania najwiekszych i najmniejszych wartosci funkcji. Do tego po-
trzebne beda nam jednak twierdzenia pozwalajace na wigzanie wlasnosci funkcji z wlasnos$ciami jej

pochodnej. Warto nadmieni¢, ze z twierdzen, ktore juz podaliSmy, wynika, ze funkcje zdefiniowane za

pomoca, ,,jednego wzoru”, maja pochodna we wszystkich punktach swej dziedziny z wyjatkiem nielicz-

nych punktéw wyjatkowych, np. wzdr (\3/5)/ = ((:cl/3))l = %x*Q/B = 3 31:432 ma miejsce dla wszystkich
x # 0. Istnieja, co prawda, funkcje ciagle okreslone na calej proste, ktére nie maja, pochodnej w zadnym
punkcie. Przyklad pojawi sie¢ pdzniej **

Twierdzenie o ciaglosci funkcji rézniczkowalnej
Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to jest w tym punkcie ciagla.

Dowdd.

lim f(2) = £(p) + lim (/(p+h) = F(?)) = f(p) + lim h- w

=f(p)+0-f'(p) = fp).

Dowdd zostal zakoriczony. B

2. Badanie funkcji za pomoca pochodnych: ekstrema i monotonicznosé

Nastepne twierdzenie bylo uzywane przez Fermata (1601-1665) w odniesieniu do wielomianéw
jeszcze przed wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku rézniczkowego i catkowego. Fermat
zajmowal sie znajdowal miedzy innymi znajdowaniem wartosci najwiekszych i najmniejszych wielo-
mianéw na przedziatach domknietych. Doprowadzito go to w gruncie rzeczy do pojecia pochodnej, choé¢
nie stworzyl on teorii. Tym nie mniej odkryt twierdzenie, ktérego wage trudno przecenié, choé¢ zaréwno
twierdzenie jak i jego dowdd sa niestychanie proste.

Twierdzenie o zerowaniu sie pochodnej w punktach lokalnego ekstremum

Jesli f jest funkcja rézniczkowalna w punkcie p i przyjmuje w punkcie p wartosé najmniejsza lub

* Dla a:% jest to znany wielu czytelnikom z nauki w szkole wzér na pochodna pierwiastka kwadratowego, dla a=2
oraz a=3 otrzymaliSmy wzory wczesniej, zob, przyktad 2,3.
** Ten stan rzeczy moze ulec zmianie, w fizyce rozpatrywany jest tzw. ruch Browna, w ktérego modelu matematycznym
tego rodzaju dziwactwa pojawiajg si¢. Zwigzany z ruchem Browna proces Wienera znajduje zastosowania réwniez w
modelach ekonomicznych.
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najwieksza, to f’(p) = 0, podkresli¢ wypada, ze zakladamy tu, ze p jest $rodkiem pewnego przedziatu
otwartego zawartego w dziedzinie funkcji.
Dowdéd.

Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie p wartos¢ najwieksza. Znaczy to, ze dla kazdego punktu x z

flp+h)—fp)

dziedziny funkcji f zachodzi nieréwnoéé f(z) < f(p), zatem dla h > 0 mamy Y

wobec tego f’(p) = h]i)rg+ w § 0. Mamy tez, f/(p) —_ hlir(r)li f(p+ h})L* f(p)

h < 0. Obie te nieréwnosci moga, zachodzi¢ jednoczesnie jedynie w przypadku f/(p) = 0. Jesli f

<0,

> 0 dla

przyjmuje w punkcie p warto$¢ najmniejsza, to funkcja przeciwna —f przyjmuje w tym punkcie
wartos$é najwieksza, wiec 0= (—f)'(p) = —f'(p). Dowdd zostat zakoriczony. B

Wypada podkresli¢, ze jesli funkcja okreslona na przedziale przyjmuje wartos¢ najwieksza w jego
koncu, to nawet w przypadku, gdy jest w tym konicu jednostronnie rézniczkowalna, to jej pochodna nie
musi by¢ réwna 0, funkcja z rozpatrywana na przedziale [7,13] przyjmuje swa najwieksza wartos$é w
punkcie 13, w ktérym jej pochodng jest liczba 1.

Uwaga o wartosciach funkcji w poblizu punktu, w ktérym pochodna jest dodatnia
Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p oraz f'(p) > 0, to istnieje liczba § > 0 taka, ze jesli
0<h<d,to f(p—h)< f(p) < f(p+h), tzn. dostatecznie blisko punktu p, na lewo od niego wartosci
funkcji sa mniejsze niz w warto$¢ punkcie p, za$ na prawo od tego punktu, w jego poblizu wartosci
funkcji sa wieksze niz warto$é¢ w punkcie p.

Dowaéd.

flp+h) — fp)
h

przy h — 0, zatem licznik i mianownik tego ulamka maja taki sam znak. W

Tloraz réznicowy jest dodatni dla dostatecznie matych h, bowiem ma dodatnia granice

Twierdzenie Rolle’a
Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i ma pochodna we wszystkich jego punktach
wewnetrznych oraz f(a) = f(b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), taki ze f'(c) =0.

Dowadd.
Zatézmy, ze f(a) = f(b) nie jest najwieksza wartoscia funkcji f. Niech ¢ bedzie punktem, w ktérym
funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza sposrod przyjmowanych na tym przedziale. Oczywiscie a <
c < b. Wobec tego f jest rézniczkowalna w punkcie ¢ i na mocy twierdzenia Fermata zachodzi rownosé
f'(c) = 0. Jedli funkcja f nie przyjmuje wewnatrz przedziatu [a, b] wartodci wiekszych niz f(a) = f(b),
to albo przyjmuje mniejsze i mozemy zamiast niej rozwazy¢ funkcje przeciwna, —f, albo funkcja f
jest stala na przedziale [a,b]. W tym drugim przypadku ¢ moze by¢ dowolnym punktem przedzialu
otwartego (a,b). Dowdd zostal zakoriczony. B

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia moze by¢ np. taka: po prostoliniowej drodze porusza sie
pojazd, ktéry rozpoczyna i koniczy przemieszczanie sie w tym samym punkcie (f(a) = f(b)), poniewaz
koriczymy podréz w punkcie startu, wiec w ktéryms punkcie musieliémy zawrdci¢, w momencie zmiany

kierunku jazdy nasza predkosé¢ byta réwna 0.

Na wykresie funkcji punkty, o ktérych jest mowa w dowodzie twierdzenia Rolle’a to te w otoczeniu,

2

ktorych wykres wyglada tak, jak wykres funkcji —2® w otoczeniu punktu 0. Oczywidcie to nie sa jedyne

punkty, w ktérych pochodna przyjmuje wartosé 0. Niech f(z) = sin®z. Wtedy f'(z) = 3sin®zcosz,
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zatem f’(0) = 0, chociaz w punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego minimum,

w kazdym przedziale postaci (6,0), gdzie 0 < § < g, funkcja f jest $cisle rosnaca. Ma ona lokalne

ekstrema, ale w innych punktach, np. w punktach :I:g .

Przejdziemy teraz do najwazniejszego twierdzenia w rachunku rézniczkowym, twierdzenia o war-
tosci $redniej.

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej

Jedli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a, b] i ma pochodna, we wszystkich

) —
punktach przedziatu otwartego (a,b), to istnieje punkt ¢ € [a, b], taki ze f'(c) = w )
Dowaéd.
b) — b) —
Niech g(x) = f(z) — w(x —a) —od funkcji f odejmujemy funkcje W(m —a), wiec

liniowa, ktérej przyrost na przedziale [a, b] jest réwny f(b)—f(a), czyli jest réwny przyrostowi funkcji f
na tym przedziale. Mamy wiec g(a) = f(a) = g(b) . Poza tym z definicji funkcji ¢ wynika od razu, ze jest
to funkcja ciagta, jako réznica funkcji ciagltych. Taki sam argument przekonuje nas o istnieniu pochodne;j

g’ we wszystkich punktach przedzialu otwartego (a,b). Wobec tego dla funkcji g spelnione sa, zalozenia

f) - fla)

, ato
b—a

twierdzenia Rolle’a. Istnieje wobec tego taki punkt ¢ € (a,b), ze 0= g'(c) = f'(c) —
wiasnie mieliémy wykazaé. Dowdd zostal zakoniczony. B

Kazdy czytelnik z pewno$cia zauwazyl, ze twierdzenie Rolle’a jest przypadkiem szczegdlnym twier-
dzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Mozna tez zinterpretowaé ,fizycznie” twierdzenie Lagrange’a.

Jesli f(z) oznacza polozenie w chwili = obiektu poruszajacego sie po prostej, to f/(c) oznacza predkosé

f(b) — f(a)
b

w chwili ¢, natomiast to predkosc¢ érednia w okresie od a do b. Wg. tej interpretacji twier-

dzenie o wartoéci sredniej méwi, ze predkosé chwilowa w pewnej chwili ¢ réwna jest predkoéci Sredniej,
co wyglada na stwierdzenie zupeklie oczywiste. Geometrycznie twierdzenie to oznacza, ze jesli popro-
wadzimy prosta przez dwa punkty lezace na wykresie funkcji f, to styczna do wykresu f w pewnym
punkcie lezacym miedzy wybranymi punktami jest réwnolegla do wybranej proste;j.

Widzimy wiec, ze twierdzenie Lagrange’a ma krétki dowdd, prosto mozna je zinterpretowaé na
rézne sposoby. Pokazemy teraz, ze ma ono liczne i wazne konsekwencje. Najpierw jednak pokazemy
jeszcze jedno jego uogdlnienie.

Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci sSredniej
Jedli funkcje f i g sa ciagle w kazdym punkcie przedzialu domknietego [a,b] i maja pochodne we
wszystkich punktach przedzialu otwartego (a,b) przy czym ¢'(z) # 0, to istnieje punkt ¢ € [a, b], taki
Q) S0~ )

g(c)  g(b) —g(a)”

Dowdd. Nie rézni sie niczym istotnym od dowodu twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej.
f(b) = f(a) ,
s~ (9(x) — g(a)) i
g9(b) — g(a) ( )
stosujemy do niej twierdzenie Rolle’a. Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia Rolle’a wynika, ze funkcja

Rozpatrujemy pomocniczg funkcje h zdefiniowans wzorem h(z) = f(x) —

g jest réznowartosciowa na przedziale [a,b], wiec wszystkie rozpatrywane ilorazy w tym twierdzeniu i
jego dowodzie maja sens. B

Twierdzenie o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych
Zalézmy, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu P i ze jest rézniczkowalna we wszystkich

jego punktach wewnetrznych. Przy tych zalozeniach funkcja f jest:
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— niemalejaca (z < y = f(z) < f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest nieujemna,
— nierosnaca (z <y = f(x) > f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest niedodatnia.

Dowadd.

fl@+h)— f(=)
h

nik tego ulamka maja taki sam znak. Granica funkcji nieujemnej, jesli istnieje, to jest nieujemna. Z tego

Jedli funkcja jest niemalejaca, to iloraz réznicowy jest nieujemny, bo licznik i mianow-
zdania wynika natychmiast, ze pochodna we wszystkich tych punktach przedziatu P, w ktérych istnieje,
jest nieujemna. Zalézmy teraz, ze pochodna w punktach wewnetrznych przedzialu P jest nieujemna.

Zalézmy, ze z,y € P ize © < y. 7Z twierdzenia o wartosci éredniej zastosowanego do przedzialu
fly) — f(=)

= f'(2) > 0 dla pewnego punktu 2 € (z,y). Poniewaz mianownik
y—x

[z,y] wynika, Ze

fly) = f(z)

utamka jest dodatni, a sam utamek jest nieujemny, wiec licznik tego utamka, czyli réznica

f(y) — f(x), tez jest nieujemny, zatem f(y) > f(z), co dowodzi tego, ze funkcja f jest niemalejaca.
Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle do pierwszego zastepujac funkcje f funkcja przeciwna —f .
Dowdd zostal zakoriczony. B

Whniosek*
Funkcja ciagla na przedziale P, rézniczkowalna we wszystkich jego punktach wewnetrznych jest stala
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f’(z) =0 dla kazdego punktu wewnetrznego przedzialu P.

Dowdéd.
Funkcja stala jest jednoczesnie niemalejaca i nierosnaca, zatem jej pochodna jest jednoczesnie nie-
ujemna i niedodatnia, czyli zerowa. Jesli natomiast pochodna jest zerowa, czyli jednocze$nie nieujemna
i niedodatnia, to funkcja jest zaréwno niemalejaca, jak i nierosnaca, wiec jest stata. Dowdd zostal
zakonczony. B

Twierdzenie o Scistej monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych
Zakladamy jak poprzednio, ze funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedzialu P oraz ze jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym przedzialu P . Przy tych zalozeniach funkcja f jest:

—  Scisle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna oraz miedzy kazdymi
dwoma punktami przedziatu P znajduje sie punkt, w ktérym pochodna f’ jest dodatnia,
—  Scisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niedodatnia oraz miedzy kazdymi
dwoma punktami przedziatu P znajduje si¢ punkt, w ktérym pochodna f’ jest ujemna.

Dowadd.
Zalézmy, ze funkcja f jest Scisle rosnaca. Jest wiec rowniez niemalejaca, wiec na podstawie poprzedniego
twierdzenia jej pochodna jest nieujemna. Jedli z,y € P, = < y, to w pewnym punkcie wewnetrznym
z przedzialu [x,y] zachodzi nieré6wnosé f'(z) > 0, bowiem gdyby pochodna réwna byla 0 w kazdym
punkcie przedziatu [z,y], to funkcja f bylaby stala na tym przedziale, wiec nie bylaby $cisle rosnaca.
Zajmiemy sie dowodem implikacji przeciwnej. Zakladamy teraz, ze f jest funkcja ciagla, ktorej po-
chodna jest nieujemna. Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze f jest funkcja niemalejaca. Jesli
nie jest ona $cisle rosnaca, to istnieja punkty z,y € P, takieze x <y i f(z) = f(y). Jeli z < z < y,
to f(x) < f(z) < f(y) = f(x), co oznacza, ze f(x) = f(z), a to z kolei oznacza, ze f jest funkcja stala

na przedziale [z,y], a z tego wynika, ze f'(z) = 0 dla kazdego punktu z € [z,y], whrew zalozZeniu.

*k . L. . . . . . . L. . .
Mozna z latwoscia ten wniosek udowodnié¢ bezposrednio, bez powolywania si¢ na wlasnie wykazane twierdzenie.
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Druga cze$é¢ twierdzenia moze byé¢ uzyskana z pierwszej przez rozwazenie funkcji —f zamiast funkcji
f. Dowdd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie o lipschitzowskosci funkcji rézniczkowalnej
Zaktadamy jak w twierdzeniach poprzednich, ze funkcja f jest okreslona na pewnym przedziale P,
ze jest na nim ciagla i ze jest rézniczkowalna we wszystkich punktach wewnetrznych tego przedziahu.
Przy tych zalozeniach funkcja f spelia warunek Lipschitza ze stala, L > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
L > sup{|f'(t)]: t€intP}.*

Dowdéd.
Jedli x,y € P, tona mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej istnieje punkt z lezacy miedzy x i
y, takize |f(z)— f(y)| = | (z)(x—y)| <sup{|f/(t)]: t€intP}-|z—y|, cokoriczy dowdd twierdzenia

w jedng strone. Dowdd w druga strone wynika natychmiast z tego, ze jesli funkcja spelnia warunek

Lipschitza ze stala L, to dla dowolnych z,y € P zachodzi nieréwnos¢ M < L, zatem
r—y
|f/(z)] = lim W < L, zatem sup{|f’(t)|: ¢ € intP} < L. Dowdd zostal zakoniczony. B
y—x -
Przyklady

16. Niech f(z) = % . Mamy f'(z) = —% < 0. Funkcja ma wiec ujemna, pochodna w kazdym punkcie
swej dziedziny (—o00,0) U (0,00). Mamy tez f(—1) = —1 < 1 = f(1), wobec tego funkcja ta nie
jest nierosnaca, tym bardziej nie jest malejaca. Przyczyna tego zjawiska jest to, ze dziedzina tej
funkcji nie jest przedzialem — malutka, raptem jednopunktowa dziura w dziedzinie, powoduje, ze
teza przestaje by¢ prawdziwa! . Na kazdym przedziale, na ktérym jest zdefiniowana, funkcja ta jest

nierosnaca, a nawet scisle malejaca. B

3 2
17. Niech f(z)=sinxz— <£L’ - %) . Mamy f'(z) = cosx — <1 — %) i wobec tego réwniez (') (x) =

—sinz 4+ x. UdowodniliSmy poprzednio, ze jesli x > 0, to sinx < x. Z tej nieréwnosci wynika,

ze (f')(x) > 0 dla kazdego = > 0. Wobec tego funkcja f’ jest Scile rosnaca na pélprostej
02
domknietej [0,00). Stad wynika, ze f'(z) > f/(0) = cos0 — (1 — ?) = 0 dla kazdego = > 0.

Wobec tego funkcja f, ktérej pochodna jest dodatnia na pétprostej otwartej (0,00), jest Scisle

rosnaca na polprostej domknietej [0,00), zatem dla x > 0 zachodzi nieréwnosé f(x) > f(0) =
03 3
0— <O — E) = 0. WykazaliSmy w ten sposdb, ze sinz > x — % dla kazdej liczby dodatniej =. B

18. Zajmujac sie funkcja wyktadnicza o podstawie e w rozdziale pierwszym wykazaliSmy, ze dla kazdej
liczby rzeczywiste] x zachodzi nieréwnos¢ e® > 1 + x, pdzniej zreszta, wzmocniona. Wiemy, ze
pochodna funkcji e® jest ta sama funkcja. Wartoscia tej pochodnej w punkcie 0 jest liczba e? =
1. Wobec tego réwnanie stycznej do wykresu funkcji wykladniczej w punkcie (0,1) ma postaé
y=1-(x—0)+e® =2+1 . Wobec tego wspomniana nieréwnoéé oznacza, ze wykres funkcji
wyktadniczej o podstawie e znajduje sie nad styczna do siebie w punkcie (0,0). Przekonamy sie
pozniej, ze jest to zwigzane z wypukloscia funkeji wykladniczej. B

19. WspomnieliSmy w przyktadzie siedemnastym nieréwnosé sinx < x, ktéra zachodzi dla = > 0.

Pochodna funkcji sinus jest funkcja kosinus. W punkcie 0 warto$é¢ pochodnej to cos0 = 1. Wynika

* int P oznacza zbiér ztozony ze wszystkich punktéw wewnetrznych przedziatu P, czyli przedzial otwarty, ktérego korice
pokrywaja si¢ z konicami przedzialu P .
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20.

21.

stad, ze réwnanie stycznej do wykresu funkcji sinus w punkcie (0,0) przybiera postaé
y=1-(x—0)+sin0==z.

Wobec tego nieréwnosé x > sinz oznacza, ze na pélprostej (0,00) wykres funkeji sinus znajduje

sie pod styczng do tegoz wykresu w punkcie (0,0). Przekonamy sie p6Zniej, ze jest to zwigzane z

wklesloscig, funkeji sinus na przedziale [0, 7], dla > 7 nieréwnos¢ zachodzi, bo wartosci funkeji

sinus sa mniejsze niz 1 < 7 .M

Niech f(z) =e® — (1 + 2+ 32%). Mamy f'(z) = e® — (1 +x) > 0. Stad (f')(z) =e*—1>0,
dla x >0 oraz (f')'(z) =e*—1<0 dla z < 0. Wynika stad, ze funkcja f’ jest $cisle rosnaca na
pélprostej [0,00) oraz scisle malejaca na pdlprostej (—oo,0]. Wobec tego najmniejsza wartoscia
funkeji ' jest f/(0) = e —1=0. Oznacza to, ze dla x # 0 zachodzi nieréwnosé¢ f’(z) > 0, czyli
e® > 1+ x. Wobec tego, ze funkcja f’ przyjmuje wartoéci dodatnie na calej prostej z wyjatkiem
jednego punktu, funkcja f jest $cisle rosnaca na calej proste;j.

Mamy wiec f(z) > f(0) = e®—(14+0+10%) =0 dla « > 0 oraz f(z) < f(0) =0 dla z < 0, zatem
dla z > 0 zachodzi nier6wnos¢ e” > 1+x+%:c2 ,zasdla x < 0 — nieréwnoé¢ e” < 1+x+ %1’2 . Ro-
zumujac w ten sam sposéb mozna wykazac, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé
e*>1+z+ %IQ + %xs , przy czym nier6wnosc¢ jest ostra dla x # 0. Uogdlnienie pozostawiamy
czytelnikom w charakterze prostego ¢wiczenia. Zachecamy tez do poréwnania z rozumowaniami
przeprowadzanymi w rozdziale pierwszym: bez trudu mozna zauwazy¢, ze uzyskujemy teraz z la-

twoscia nieréwnosci, ktérych wykazanie bez uzycia pochodnych bylo dosy¢ trudne. B

Ten przyktad bedzie nieco dtuzszy. Nalezy go przestudiowad z uwagqg. Stosowana tu metoda bedzie
uZywana poiniej rowniez w odniesieniu do funkcji wielu zmiennych, pokazuje ona tez, Ze twierdze-
nia o istnieniu moga sie przydewaé réwniez w rozwigzywaniu problemdéw konkretnych.

Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. P niech oznacza prostokat, ktérego jeden bok ma
dlugo$é a, a drugi — b. Z prostokata P wycinamy cztery kwadraty o boku x € (0, %) zawierajace
cztery wierzcholki P | tak ze pole P zmniejsza sie o 4z? . Nastepnie zaginamy ,wystajace” czeéci
powstatego dwunastokata (niewypuklego) tak, by powstalo pudetko o wymiarach a—2z, b—2z, .
Dla jakiego x pojemnos$é¢ otrzymanego pudetka bedzie najwieksza?

Rozwigzanie. Niech V(z) = x(a — 2z)(b — 2z) bedzie pojemnoscig pudetka. V' jest funkcja
ciagta, a nawet rézniczkowalna w kazdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemnosci
pudetka dziedzing funkcji V' jest przedziat (0, %) , ale mozna te funkcje rozpatrywac na przedziale
domknietym [0 b} . Na przedziale [O b] funkcja V | jako ciagta , przyjmuje warto$¢ najmniej-

2 ’2

b

sza, oraz warto$¢ najwieksza. Poniewaz V(0) = V(2) =0 i V(z) > 0 dla =z € (0,2

, 5) , wiec

b

najmniejsza warto$¢ przyjmowana jest w koncach przedzialu [O, 5] , za$ najwieksza — w pewnym

punkcie wewnetrznym zy tego przedzialu. Poniewaz funkcja V jest rézniczkowalna w x(, wiec

V'(zp) = 0. Wystarczy zatem znalezé punkty w przedziale (0, %) , w ktérych pochodna funkcji V'
przyjmuje wartosé¢ 0 i stwierdzi¢, w ktérym z nich V' ma najwieksza wartos¢ — takie punkty sa co
najwyzej dwa, bo V jest wielomianem trzeciego stopnia, wiec V' jest wielomianem kwadratowym.
V'(z) = 1222 — 4(a + b)x + ab. Wiemy, Ze ten wielomian ma co najmniej jeden pierwiastek w

przedziale (0, %) (nie ma potrzeby sprawdzaé, ze jego wyrdznik jest dodatni, bo to wynika z ist-
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22.

nienia z(!).* Mozemy teraz zastosowa¢ to samo rozumowanie do badania funkcji V' na przedziale

[%, %] . Wewnatrz tego przedziatu funkcja V' przyjmuje wartosci ujemne, na koncach — zero. Wobec

tego swa najmniejsza, wartos¢ na [b g

3 5} funkcja V' przyjmuje wewnatrz przedziatu i wobec tego jej

pochodna V' przyjmuje warto$é 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedziatu. Wynika z tego

b a

rozumowania, ze w kazdym z przedzialéw (0, %), (5, 5) pochodna V' funkcji V' ma co najmniej

jeden pierwiastek, a poniewaz V' ma doktadnie dwa pierwiastki, wiec w kazdym z wymienionych
przedzialéw ma dokladnie jeden pierwiastek. Tak sie dzieje w przypadku a > b. W przypadku
a = b sytuacja jest nieco inna: V' (%) = 0, co sprawdzamy bezposrednim rachunkiem (ogdlnie:
jedli liczba 1 jest podwéjnym pierwiastkiem funkcji f , tzn. f(x) = (x — x1)?g(x) dla pewnej

funkcji g rézniczkowalnej w x1, to f(x1) =0 = f'(x1)) i wobec tego réwniez w tym przypadku w

b

przedziale (0, 5) funkcja V' moze mieé co najwyze]j jeden pierwiastek, wiec ma dokladnie jeden.

b

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze w przedziale (0, 5) funkcja V' ma dokladnie jeden pierwiastek

Zo, ktérym jest mniejszy z dwéch pierwiastkéw tej funkeji, a liczba V(xg) jest najwieksza wartoscia

b

funkcji V' przyjmowana na przedziale (07 5) . Oczywiscie zachodzi réwnos¢

2
4(a+b)—/ (4(a+b)) —4-12ab

a+b—+a?2+b%2—ab
To = 212 6 :

Uwaga: nie zajmowaliSmy sie znakiem pochodnej V', bo nie bylo potrzeby ustala¢ na jakich prze-
dzialach funkcja V' roénie, a na jakich maleje. Oczywiscie mozna bylo postapi¢ inaczej: stwierdzié,
ze na przedziale (0,xz¢) pochodna V' funkcji V' jest dodatnia, wiec V' na tym przedziale rosnie,
a na przedziale (xo, %) pochodna V' jest ujemna, wiec na tym przedziale funkcja V' maleje. Z
naszego rozumowania to tez wynika, bo na przedziale (0,20) pochodna V' nie przyjmuje wartosci
0 , ma zatem ten sam znak we wszystkich punktach tego przedzialu, zatem funkcja V jest na
tym przedziale $cisle monotoniczna, nie moze byé¢ malejaca, bo V(xzg) > 0 = V(0), wiec jest Scisle
rosnaca, wiec jej niezerujaca sie pochodna jest dodatnia. B

Zmalez¢ maksimum objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego o obwodzie
1 wokét jego przeciwprostokatne;j.

Rozwigzanie: Niech a,b, ¢ oznaczaja boki trojkata, przy czym c oznacza przeciwprostokatna,.
Bryla, ktéra powstaje w wyniku obrotu tréjkata wokoét boku ¢ to dwa stozki ztaczone podstawami.
Promien tej wspdlnej podstawy to wysokosé tréjkata prostopadia do przeciwprostokatnej, wiec
réwna %b (pole tréjkata jest réwne %ab = %chc, gdzie h. jest wysokoscia tréjkata prostopadla

do przeciwprostokatnej c¢). Suma wysokosci tych stozkéw jest réwna c¢. Wobec tego suma ich

b)* b)?

objetosci jest rowna V = g . (a_) -c = 7r(3a—)' Wiadomo, ze a®> +b*> =c> i a+b+c=1.
c c

Stad wynika, ze 2ab = (a + b)? — (a2 4+ b2) = (1 —¢)* — 2 = 1 — 2¢. Wobec tego zachodzi wzér

1—2¢)? 1 —1

V=V()= % = % <E - 4+4C> . Stad V'(c) = % <? +4) . Stad wnioskujemy z
1

tatwoscia, ze V'(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = :i:§ , zatem kandydatami na punkt, w ktérym

1 1
funkcja V' przyjmuje swa najwieksza wartosc sa 3 oraz —5- Liczba ¢ jest dlugoscia boku trojkata,

zatem jest dodatnia, bo jest dlugoscia, odcinka, wiec nie moze by¢ réwna —5- Liczba 3 tez nie

Drugi pierwiastek wielomianu V'’ tez jest dodatni, bo iloczyn pierwiastkéw tego wielomianu jest réwny T—;’ , jest wiec

dodatni, zatem oba pierwiastki maja ten sam znak, ale z tego korzystaé nie bedziemy.
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23.

wchodzi w gre, bo wtedy musialoby by¢ a +b = 1 — % = % = ¢, co przeczyloby nieréwnosci
tréjkata. Oznacza to, ze na kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji V' jest ona $cisle
monotoniczna, zatem kresy, jesli w ogdle sa przyjmowane, to w koncach przedziatu. Musimy wiec
znalez¢ dziedzine funkcji V. Oczywistym warunkiem koniecznym na to, by liczby a,b,c byly bo-
kami tréjkata prostokatnego o obwodzie 1, jest, aby byly dodatnimi rozwiazaniami uktadu réwnan:
a’? + b2 =c% a+b=1-c. Warunek ten jest tez dostateczny: jeéli a,b > 0 i a? + b%> = 2, to

(a+b)? > a®+b% = ¢?, zatem a+b > ¢ i oczywiscie a+c > ¢ > b oraz b+c > ¢ > a. Oznacza to, ze z

odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat, oczywiscie prostokatny. Ten uktad réwnan

12— 1
% =53¢ Wobec tego liczby a

réwnowazny jest nastepujacemu: a +b=1—¢, ab=
1

i b sa pierwiastkami réwnania kwadratowego t2 — (1 — ¢)t + 3~ ¢ = 0. Warunkiem koniecznym i

dostatecznym na to, by to réwnanie to mialo dodatnie pierwiastki dla dodatniej wartosci parametru

1 1 1
cjest 0<e<510<A= (170)274(570) = 14+2c+c=(c+1)2 -2 czyli vV2-1<c< 3
1
Poniewaz V' (5) = 0, wiec maksymalna warto$¢ V jest réwna V' (\/5 — 1) — oczywiscie mak-
symalna na przedziale [\/ﬁ -1, 5) . Latwo zauwazy¢, ze dla ¢ = /2 — 1 otrzymujemy tréjkat

réwnoramienny (bo A = 0, wiec pierwiastki réwnania kwadratowego x? — (1 — ¢)x + % —c=0,
czyli liczby a i b sa réwne).

Komentarz: Ten przykiad powinien przekonaé studentéw o koniecznoéci zwracania uwagi na dzie-
dzine funkcji. Omawialem to zadanie wielokrotnie na ¢wiczeniach, jeszcze sie nie zdarzylo, by stu-

denci chcieli, aby objetos¢ V' potraktowaé jako np. funkcje zmiennej a. Gdyby tak sie stalo,

byloby V =V (a) = it ik i maksi ig byloby w kcie wewnetrzny
0 a i maksimum osiagane byto unkcie wewnetrznym
6(1 —a)(1 —2a+ 2a?) & P ¢

dziedziny funkcji V', czyli przedzialu (0, %) , mianowicie w punkcie , zatem w punk-
cie zerowania sie pochodnej funkcji V. Byloby znacznie mniej klopotu z dziedzing funkcji, za to
wiecej z obliczeniami. Czesto tez studenci nie potrafili stwierdzi¢, ze poniewaz funkcja ma nieze-
rowa, pochodna na przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawalo im sie, ze popemili blad
w obliczeniach, bo skoro w jakims$ punkcie ma by¢ maksimum, to pochodna tam musi sie zerowaé

— zapominali wiec o tym, ze to twierdzenie mowi o punktach wewnetrznych dziedziny, konicoéw nie

dotyczy. ®

Znajdziemy teraz kres gérny iloczynu trzech liczb nieujemnych, ktérych suma jest rowna 3. Oz-
naczmy te liczby przez x,y,z. Mamy wiec z > 0, y > 0, 2z > 0 oraz x +y + 2z = 3. Mamy
znalezé kres gérny wyrazenia xy(3 — x — y), przy zalozeniu, ze x,y > 0 oraz = +y < 3. Niech
s =z +y < 3. Chwilowo traktowa¢ bedziemy wielko$¢ s jako staly. Przy ustalonym s nasze
wyrazenie to z(s — z)(3 — s) . Mamy znaleZ¢ jego kres gérny zakladajac,ze 0 <z, 0<y=s—uz,
czyli 0 <z < s. Mamy wiec do czynienia z funkcja kwadratowa zmiennej x: (3 — s)(—22 + sz).
Wiekszo$¢ studentéw pamieta z nauki szkolnej, ze funkcja kwadratowa, ktérej wspélezynnik przy 2
jest ujemny, przyjmuje swa, wartos¢ najwieksza w srodku odcinka, w ktérego funkcja ta przyjmuje

réwne wartosci (np. 0, wtedy konicami odcinka sa pierwiastki funkcji). W naszym przypadku tym
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1
punktem jest x = 5(0 +s5) = ;* By zakoriczyé¢ zadanie nalezy znalezé maksymalng wartosé
2 2\’ 2
3
wyrazenia (3 — s)sz na przedziale [0,3]. Mamy <(3 - S)SZ) = fsz + (3 - s)g =3- 152.

2
s
Poniewaz funkcja (3 — S)Z zmiennej s jest ciagla na przedziale domknietym [0, 3], wiec osiaga w

jakim$ punkcie swéj kres gérny. Poniewaz w kotnicach przedzialu przyjmuje wartos$é¢ 0, a wewnatrz
jest dodatnia, wiec kres gérny jest przyjmowany w jakims punkcie wewnetrznym tego przedziatu.

2
Jedynym punktem w przedziale (0, 3), w ktérym pochodna funkcji (3—s) SZ przyjmuje wartos$¢ 0,

jest 2. Wartosé funkeji (3 — s)% w tym punkcie réwna jest 1. Odpowiednie wartosci wyjsciowych
zmiennych to x =y = z = 1. Zadanie zostalo rozwiazane.

Pokazemy teraz inne rozwigzanie tego samego problemu. Przypomnijmy, ze w poprzednim rozdziale
wykazaliémy nieréwnos¢ o éredniej arytmetycznej i geometrycznej, ktéra w przypadku trzech liczb
r+y+z

3
tylko wtedy, gdy * = y = z. W naszym przypadku oznacza to, ze 3/xyz < 1, przy czym nier6wnos¢

nieujemnych z,y, z przybiera postaé¢ Fzyz < , przy czym staje sie ona réwnoécia wtedy i
staje sie réwnodcia wtedy i tylko wtedy, gdy * = y = z = 1. Wobec tego najwieksza wartoscia,
iloczynu trzech liczb nieujemnych, ktérych suma jest réwna 3 jest liczba 1. To drugie rozwiazanie
jest krétsze, ale wymaga pewnego pomystu. PéZniej pokazemy jeszcze dwa inne rozwiazania tego

zadania w oparciu o twierdzenia dotyczace funkcji dwu lub trzech zmiennych rzeczywistych. B

Zanim pokazemy nastepne przyklady zauwazmy, ze z definicji pochodnej wynika nastepujaca réw-

flp+h)— fp)
h
mowania przepisa¢ ja mozna w postaci f(p + h) = f(p) + f'(p)h. Mozna sie spodziewaé, ze jest to

no$é¢ przyblizona f'(p) ~ dla h = 0. Nie troszczac sie przesadnie o precyzje rozu-
przyblizenie dokladniejsze dla h dostatecznie bliskich 0 niz przyblizenie f(p + h) =~ f(p), ktore jest
konsekwencja, ciaglosci funkcji f w punkcie p. Tak jest w rzeczywistosci, bowiem blad przyblizenia
flp+h) = f(p) + f'(p)h jest maly w poréwnaniu z |h|, bowiem

. foth) —(F@)+ 0)h) (f(p+h)—f(p) _p >_
L = i (BT - 1) =0
Zauwazmy jeszcze, ze zachodzi nastepujace :

Twierdzenie (charakteryzujace pochodna jako wspélczynnik wielomianu stopnia < 1

najlepiej przyblizajacego funkcje.)
f(+h)—(ah+b)

Zalézmy, ze f jest funkcja ciagla w punkcie p. Wtedy réwnosé }ILILI}) W = 0 zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p oraz a = f'(p) i b= f(p).
Dowaéd.

Jezeli }llii%f(p+h); (ah +b) =0, to %%W —a =0, wiec a = }{%W, zatem

0= }llin}) ah = }llir%(f(p +h)—0b), czyli b = }llin%) fp+ h) = f(p). Z ostatniej réwnosci wynika, ze

w - i@t =t . fot+h)— fp)
h—0 h h—0 h
i zachodzi réwnosé a = f'(p), co konczy dowdd twierdzenia w jedna strone. Przed sformulowaniem

, a to oznacza, ze f jest rézniczkowalna w punkcie p

* Tym, ktérzy akurat zapomnieli, ze tak jest, podajemy uzasadnienie w oparciu o twierdzenia z tego rozdziatu. Mamy
(z(s—z)(3—s))'=(3—s)(—2z+s) . Ta pochodna jest dodatnia na pélprostej (—oco,5), a na pélprostej (0,00) jest
ujemna. Wobec tego funkcja jest scisle rosngca na pétprostej (—o0,0], a na pélprostej [0,00) jest scisle malejaca,

wigc liczba (375)-5-(573):(375)% jest jej najwigksza wartoscia.
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twierdzenia wykazaliSmy prawdziwo$¢ implikacji przeciwnej. Dowdd zostal zakonczony. B

7 twierdzenia tego wynika, ze sposrdéd wszystkich wielomiandéw stopnia < 1 zmiennej x najlepiej
przybliza funkcje f w otoczeniu punktu p wielomian f(p)+ f'(p)(z —p) . Zadne z twierdzen do tej
pory sformutowanych nie daje jawnego oszacowania btedu przyblizenia, ale pokazywalismy juz jak mozna

dowodzi¢ nieréwnosci, a to stwarza szanse na szacowanie bledu. Pokazemy, teraz kilka przyktadéw.

Przyklady cd.

24. V50 = VA9 +1 ~ V49 +
1
2\

: ) s 1)? 1 1\? 1
jest dosy¢ dobre. Rzeczywiscie, <7+ ﬂ) =494+2.7- 7 + <ﬁ) = 50 + 196" Widzimy

wiec, ze po podniesieniu do kwadratu przyblizonej wartosci pierwiastka, otrzymalismy liczbe nieco

1 1
—— 1 =74+ — - przyjelismy tu h = 1, f(z) = /z, zatem

24/49 14

fl(z) = , p = 49. Chociaz 1 nie jest mala liczba, jednak przyblizenie, ktére uzyskalismy

tylko wieksza od 50. Mamy 7,07 < 7 + i < 7,08 oraz 7,07 = 49,9849, co oznacza, ze nasze
przyblizenie pozwolilo nam znalezé dwie cyfry po przecinku liczby /50 bez wykonania trudnych
obliczen! Warto$¢ przyblizona jest w tym przypadku wieksza niz rzeczywista, bo styczna do wykresu
pierwiastka kwadratowego lezy nad wykresem. B

25. 502 = (49 +1)2 ~ 492 +2-49 -1 = 2499. Tym razem f(z) = 2%, zatem f'(z) = 2z, p = 49
i h = 1. W rzeczywistosci 502 = 2500, wiec tym razem blad, ktéry popeliamy stosujac wzoér
przyblizony zamiast doktadnego jest rowny 1, wiec jest ponad 100 razy wiekszy niz w poprzednim
przykladzie. B

26. €% = Ml et 1.1 =264 W tym przykladzie f(z) =e® = f'(z), p=49 i h = 1.
Zatem btad,, ktéry popelmiamy w tym przypadku, jest réwny % —2.e%° = (e —2)-e*? > 0,749,
jest wiec ogromny i to nie tylko w poréwnaniu z h = 1, ale wrecz poréwnywalny z wartoscia,
funkcji. Liczba €50 jest réwna w przyblizeniu 5, 184705485 - 102!, e*? ~ 1,907346557 - 102!, za$
e? — 2. e ~ 1,370012371 - 102! — to rezultaty uzyskane za pomoca odpowiedniego programu
komputerowego (Maple V). Widzimy wiec, ze w tym ostatnim przypadku przyblizanie za pomoca,
wzoru f(p+h) =~ f(p)+ f'(p)h w ogéle nie ma sensu, w przypadku funkcji 2 dawalto przyblizenie
gorsze niz w przypadku pierwiastka kwadratowego. Mozna dosy¢ prosto wyjasni¢, co jest tego
przyczyna,. Ot6z z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze dla kazdego h # 0 istnieje
co najmniej jedna liczba 6y, € (0,1), taka ze f(p+h) — f(p) = f'(p+ On - h)h, zatem f(p+h) —
(f(p)+ f'(p)h) = (f'(p+6n-h)— f(p))h. O liczbie ) nic wiecej nie wiemy ponad to, ze znajduje
sie ona w przedziale (0,1), oznacza to, ze liczba p + 0}, - h lezy miedzy p i p+ h. W przypadku

funkcji /x 1 przedziatlu (49,50) pochodna zmienia si¢ bardzo nieznacznie: maleje od wartosci

1
— do wartosci . W przypadku funkcji 22 roénie od wartosci 2 - 49 = 98 przyjmowanej

1
14 2v/50

w punkcie 49 do wartos$ci 2 - 50 = 100 przyjmowanej w punkcie 50, w tym przypadku zmiana
wartosci pochodnej jest istotnie wieksza. W przypadku funkcji e” pochodna zmienia sie od wartosci

50 czylio (e—1)-e*, czyli o wielko$é ogromna,. Sama zmiana pochodnej jeszcze

e do wartosci e
o0 niczym nie $wiadczy, bo zmiana moglaby by¢ skoncentrowana na bardzo krétkim przedziale
konczacym sie w punkcie 50. Tak jednak w tym przypadku nie jest. I wiasnie dlatego widoczne

sa réznice w dokladnosci. W przypadku funkeji wykladniczej pochodna roénie od wartoéci e do
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27.

28.

wartosci €0, tj. o wielkos$é ogromna, (e—1)e*? > 1,7-e* . Mozna sie wigc byto spodziewaé, ze w tym
przypadku wzér f(p+ h) = f(p) + f/'(p)h bedzie bardzo niedokladny: funkcja wyktadnicza zagina
sie mocno ku gérze odchodzac szybko od stycznej do siebie w jakim$ punkcie, np. w (49, ¢e%%). W
przypadku funkcji kwadratowe x? pochodna wzrasta od wartoéci 98 do wartosci 100, a wiec zmiana
jej wartosci jest znacznie mniej spektakularna, niemniej i w tym przypadku wykres funkcji oddala
sie od stycznej w widoczny sposéb, tez ku gérze. W przypadku funkcji 1/ pochodna maleje, ale
bardzo powoli, wiec wykres odchyla sie od stycznej ku dotowi, ale efekt ten jest nieznaczny: wykres

nieomal pokrywa sie ze styczna, wiec przyblizenie liniowe dziala bardzo dobrze. B

Przy réznych okazjach na lekcjach fizyki w szkotach wykorzystywana jest réwnosé przyblizona
sinx =~ x, np. w optyce przy wyprowadzaniu réwnania soczewki lub zwierciadla, przy wyprowa-
dzania wzoru na okres wahan wahadla matematycznego. Jest to zastosowanie omawianej przez nas
réwnosci przyblizonej f(p + h) = f(p) + f'(p)h w przypadku funkcji sin, p=0, h = 2. W tym

przypadku f(0) =sin0 =0 1 f(0) = cos0 = 1 i wobec tego f(p) + f'(p)h = x. WykazaliSmy
3
poprzednio (przyktad 17.), ze dla = > 0 zachodzi nieréwno$é z — % <sinz < x, wiec blad przy-

3
x
blizenia sinx ~ x jest mniejszy niz 5 wiec jesli kat x jest maly, to ten blad jest bardzo maty,

1
np. jesli x = 10° to btad jest mniejszy niz . Wypada przypomnieé, ze mowa o wielkosci kata

6000
wyrazonej w radianach, 1 radian to nieco ponad 57°. Czlowieka o wzroscie 2 m, wiec nizszego niz
np. Malgorzata Dydek (koszykarka z Gdanska, jedna z najwyzszych na $wiecie) widaé¢ z odleglosci
200 m pod katem okolo 0,01 radiana, wiec méwimy o rzeczywiscie istniejacych katach, malych ale

nie o znikomo matych, wystepujacych niezwykle rzadko. Rachunek rézniczkowy pozwala oszacowaé

btad nie tylko z géry, ale réwniez z dotu. W tym przypadku mozna postuzy¢ sie metoda zastoso-

3 5
x
wang we wspomnianym przykladzie 17 w celu wykazania nieréwnoéci sinz < x — 5 + 20" ktora
z3 z° z3
zachodzi dla = > 0. Z tej nieréwnodci wynika natychmiast, ze 5 120 < x—sinzr < 5 a
x> 2 3
wiec blad przyblizenia jest wiekszy niz 5 " 190 i mniejszy niz 5 Gdyby$my zainteresowali sie

T —sinz
btedem wzglednym, tj. wielkoscia, ———— , to okazaloby sie, ze w przypadku 0 < x < 0,1 jest on
x

1 1 1
mniejszy niz 6(07 1)? = 600" czyli mniejszy niz 6%. To catkiem dobra dokladnosé. B

Niech f(x) =e®, p=0.Mamy f'0=¢" =1 oraz f(0) = e® =1, zatem e® ~ 1 + 2. Zbadamy
dokladno$é tego przyblizenia dla = > 0. W przyktadzie 20 wykazalismy, ze dla = > 0 zachodzi
nieréwnos¢ e > 1+x + %1’2 . Wobec tego blad przyblizenia jest wiekszy niz %xQ . Oszacujemy go
teraz z gory. Pokazemy trzy metody.

Metoda pierwsza. Znajdziemy liczbe a > 0, taks ze dla wszystkich z € (0,3) zachodzi nieréw-
nosé e* — 1 —x < ax?. Przyjmijmy f(x) =e® —1— 2 —az?. Mamy f'(z) = e® — 1 — 2ax oraz
() (x) = e* —2a. Jesli 2a > €3, np. a > % 21,952 = % 2,83 > % €3, to (f') przyjmuje na
przedziale (0,3) wartosci ujemne, wiec f’ jest funkcja malejaca na przedziale [0, 3], a poniewaz
f(0) =€ —1—2a-0 =0, wiec réwniez f’' przyjmuje na przedziale (0,3) jedynie wartodci
ujemne. Stad wnioskujemy, ze funkcja f maleje na przedziale [0,3]. Poniewaz f(0) = 0, wiec

1
wartosci funkeji f na przedziale (0,3) sg liczbami ujemnymi. Wykazalismy wiec, ze jesli a > 563,
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to e —1—a2 < ax? dla 2 € (0,3), np. e* —1 — 2 < 11-2%. Czytelnik bez trudu stwierdzi,

ze jesli zastapimy przedzial (0,3) przedzialem (0,2), to otrzymamy rezultat nieco dokladniejszy:

1 1 1
e —1—x < ax? dla aZE-eQ,np. a>4>392==.28%> -.¢2.

2 2
1 1
Metoda druga. Jesli 3 > x > 0, to zachodzi nieréwnos¢ e* —1 —x = 5332 + §x3 + FE4 +...<
cda (14 (D) + (5) +.) =2 skommystalisiny tu 2 tego, ze 1> 2> 2>
—x - - ... | = == ——= - skorzystaliSmy tu z tego, ze —->—->...iz
2! 3/ 7 \3 N1-z Y Y 8 371
WZzOru na sume szeregu geometrycznego.
2
Metoda trzecia. Wykazemy , ze jesli 3 >z > 0,t0 e*—1—z < ﬁ . Nie uzyjemy stosowanych
3
dni Sw. Niech g(z) = e — 1 v T q 3.2 b
oprzednio szeregdéw. Niec r)=e"-1—-0———=e"-1-20——- . Mamy wobec
bop & g 2(1—2) 2 (3—a) Y
tego
3 2x(3—x)+ 22 : 3 6z —a?
/ :xf]_——~—:g'717_.7'
glw)=e 2 T (B-u1)2 ¢ 2 B_2)?
Kontynuujac obliczenia otrzymujemy
(g')'(a:):e“—é-(6_2x)(3_x>2+2(6$_$2)(3_x):e”—é- 18 . 11 .
2 (3—x)* 2 (3—1x)3 (1-3%)3

x
Dla kazdego # > 0 mamy e /3 > 1 — 3 wiec jesli 0 < x < 3, to zachodzi nieréwnoéé

3

1 -

(1 x) > (6‘1”/3)3 = ¢”. Z tej nieréwnosci wynika, ze dla 0 < z < 3 zachodzi (¢')'(z) < 0,
T3

wiec na przedziale [0,3] funkcja ¢’ jest nierosnaca, wiec dla 0 < x < 3 zachodzi nier6wnosé
g (x) < ¢’(0) = 0. Wobec tego, ze funkcja g ma ujemng pochodng na przedziale [0,3], jest ona

sciéle malejaca na tym przedziale, zatem g(z) < ¢g(0) =0 dla z € (0,3], a to wlasnie chcieliSmy

3
wykaza¢. Wobec tego dla 0 < = < 5 zachodzi nieréwnoéé e* — 1 — x < 22, bo w tym przypadku

X
2<1f—)>1.
3

1
W przykiadzie 20 wykazaliSmy, ze dla = < 0 zachodzi nieréwnosé¢ e” < 1+x + §:E2 . Stad wynika,

2

ze dla x < 0 zachodzi nieréwno$¢ 0 < e* — (1 +z) < —z*, za§ dla 3 > x > 0 — nier6wnosé

0 <e”—(1+x) < 2?. Stad juz tatwo wynika, ze dla = < g zachodzi nieréwno$é 0 < e* —
(1 + ) < 22, przy czym réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. W rozdziale
pierwszym rozwazalidmy, jaka kwote powinien wyptaci¢ bank osobie, ktéra wptacita kwote k&, jesli
oprocentowanie jest réwne 1002% w skali rocznej, a procenty sa doliczane w sposéb ciagly. Okazalo
sie, ze ta kwota jest ke® . Jedlinp. x = 0,1, czyli oprocentowanie w skali rocznej réwne jest 10%, to

réznica miedzy wzorem liniowym (wyplacana jest kwota k(14+z) = 1,1-k) a dokladnym (wyplacana

1
jest kwota ke® = k-e%!) jest mniejsza niz k-.0,12 = 0,01 k. Z nieréwnosci e® — (1 + ) > 5302 )

ktora ma miejsce dla liczb = > 0, wynika, ze réznica ta jest wieksza niz % 0,12k =0,005- k.
Oczywiscie przy maltych kwotach réznica taka nie ma zadnego znaczenia praktycznego, jednak przy
duzych jest inaczej, bo choé¢ procentowo nie ulega to zmianie, to kwota moze by¢ znaczaca. Efekt
ten staje sie bardziej widoczny, gdy rozpatrywany jest dluzszy okres czasu, np. 2 lata. Wtedy wzér

liniowy daje wyptate k(1 + 2x), za$ nieliniowy — wyptate ke?* . W przypadku x = 0,1 rdéznica
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3.

0,22 ) .
miedzy tymi kwotami staje sie wieksza niz k - 5 = k- 0,02, co oznacza, ze blad wzrést w

istotny sposéb. Wspominalidémy wczesniej, ze podobne rozwazania mozna prowadzi¢ w fizyce przy
dyskusji wzoru na dhugosé np. preta zelaznego w zaleznosci od jego temperatury. Prowadzi to do
wzoru 1(t) = I(tg)e*=t) | gdzie przez I(t) oznaczyliémy dlugoéé preta w temperaturze t, zas A
oznacza wspélczynnik rozszerzalnosci cieplnej, w przypadku zelaza A = 0,00000115 = 1,15-1075.
Jedli zmiana temperatury jest niezbyt duza, np. mniejsza niz 50° C, to wykladnik jest mniejszy niz
0,00006, wiec jego kwadrat jest mniejszy niz 0,00000004, co oznacza, ze blad, ktéry popelimy
zastepujac e*t=%) przez 1+ A(t — to) bedzie mniejszy niz 0,00000004 - I(ty), wiec w przypadku
np. szyny kolejowej — mniejszy od dokladnosci pomiaru jej dlugosci. Inaczej jest w przypadku

rozpadu promieniotwérezego. W wyniku rozwazan analogicznych do tych, ktére doprowadzily nas

X n
do wzoru e® = lim (1 + —) otrzymujemy wzér m(t) = m(to)e %) gdzie m(t) oznacza
n—oo n
mase substancji promieniotwérczej w chwili ¢, a A — stala rozpadu. Rzecz w tym, iz w tym

przypadku interesuje nas np. czas polowicznego rozpadu, to znaczy czas, w ktérym masa substancji

zmniejsza sie o potowe. W tym przypadku t — ¢y musi by¢ tak duze, by zachodzil wzér A(t —tg) =

In2 ~ 0,6931, wiec blad spowodowany stosowaniem przyblizenia liniowego funkcji wyktadniczej
1

funkcja liniowa bylby wiekszy niz 3 -0,6931% ~ 0, 24, wiec w zasadzie niedopuszczalny jako za duzy

(24%).* Przyklad powinien uswiadomié studentom, ze przed stosowaniem wzoréw przyblizonych

warto zastanowi¢ sie nad tym, czy wolno je stosowaé¢. B

Badanie funkcji za pomoca pochodnych: wypuklosé

W poprzednim rozdziale zdefiniowaliémy funkcje wypuklte i wkleste. PokazaliSmy jak mozna do-

wodzié, ze funkcja ciagla jest wypukla. Teraz pokazemy, jak mozna to robi¢ w przypadku funkcji

rézniczkowalnej. Powiazemy tez wyraznie pojecie wypuklosci funkcji z pojeciem stycznej do jej wy-

kresu. Przypomnijmy, ze funkcja, wypukla nazywaliSémy funkcje okreslona na zbiorze wypukltym (je-

dynymi wypukltymi podzbiorami prostej sa przedzialy, zbiory jednopunktowe oraz zbidr pusty), taka

ze dla dowolnych punktéw z,y z jej dziedziny i dowolnej liczby f € (0,1) zachodzi nier6wnosé

flz+(1—-t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y), co oznacza, ze punkty odcinka o koricach (z, f(x)) i (y, f(y)) leza

nad wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezaleznie od wyboru punktéw x i y. Przypomniana

wlasnie definicja jest réwnowazna temu, ze spelniony jest jeden (ktérykolwiek) z trzech warunkéw:

(a)
(b)
(c)

fly) = @) _ f(z) = f=z)

g < P dla kazdych x,y, z z dziedziny funkcji f, dla ktérych z <y < z,
1) = (@) < 12) = 1) dla kazdych z,y, 2z z dziedziny funkcji f, dla ktérych z <y < z,
y—x )
@) = f(z) < fy) = f(z) dla kazdych z,y, 2z z dziedziny funkcji f, dla ktérych z <y < z.
T —z y—2z

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktoére charakteryzuje funkcje wypukle w terminach pochodnych.

h) —
Przed sformulowaniem go wprowadzimy oznaczenia: f'(z) = }lim M dla oznaczenia
- —0—
h) —
lewostronnej pochodnej funkcji f w punkcie x oraz f(z) = hlim+w dla pochodnej
—0

*

W szkotach wzér na zmiane dlugosci w wyniku podgrzania wystepuje w innej klasie niz wzér na zmiane masy pier-
wiastka promieniotwérczego w czasie, wiec liczba uczniéw, ktérzy zauwazaja niekonsekwencje w stosowaniu w jednym

przypadku funkcji liniowej, a w drugim funkcji wykladniczej jest zaniedbywalnie mata. Mozna podejrzewaé, ze nie wszy-
scy nauczyciele maja czas i ochot¢ wyjasnia¢, dlaczego w jednym przypadku stosowany jest jeden wzér, a w drugim —

inny.
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prawostronnej.
Twierdzenie o pochodnej funkcji wypuklej
Jedli f jest funkcja wypukta okreslong na przedziale otwartym P, to
W1. w kazdym punkcie z € P istnieja pochodne jednostronne f’(z) i fl(z) i f'(z) < fl(x);
W2. jesli z,y € Pixz<y,to fj(z) < f'(y), przy czym jesli f jest $cisle wypukla, to nieréwnos¢ jest
ostra;
W3. funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu otwartego P.
Dowdéd.

Niech D, , gdzie D,(t) = )~ f(x)

; dla dowolnego punktu ¢ € P\ {z}, oznacza iloraz réznicowy
—x

funkcji f w punkcie . Zalézmy, ze u < v < x < r < s s punktami przedzialu P. Z wiasnosci (c)
wynika, ze D,(u) < D.(v). Z wlasnosci (b) wynika z kolei, ze D, (v) < D,(r), za$ z wlasnosci (a) wy-
nika, ze D,(r) < D,(s). Mamy wiec D, (u) < D,(v) < D,(r) < D,(s). Oznacza to, ze funkcja D, jest
niemalejaca w catym zbiorze P\ {x}. Ma wiec granice jednostronne w kazdym punkcie przedziatu P,
w tym w punkcie z. Zachodza oczywiste réwnosci: tl_iglf D,(t) = f'(z) oraz tl_igl+ D,(t) = fl(x), przy
czym f'(x) < Dy(r), i wobec tego f'(x) < f{(x). Pierwsza czes¢ twierdzenia zostala udowodniona.
Zalézmy teraz, ze x < r < y. Z wlasnosci (b) wynika, ze Dy(r) < Dy(r), a z tego co udowodnilismy do-
tychczas wynikaja nieréwnosci f{ (z) < D,(r) oraz Dy(r) < f'(y). Z trzech otrzymanych nieréwnosci
wynika, ze f](z) < f/(y). Uzyskali$my wiec druga czes¢ tezy.
7 istnienia jednostronnych pochodnych skoriczonych w punkcie x wynika, ze funkcja f jest w tym
punkcie lewo— i prawostronnie ciagta, wiec jest ciagta. Stwierdzenie tego, ze w przypadku funkcji Scisle
wypuklej nieréwnosci staja sie ostre wynika od razu z tego, ze w przypadku funkcji Scisle wypuklej
nieréwnosci w (a), (b), (c) sa ostre. Dowdd zostal zakoniczony. B

Whniosek z dowodu twierdzenia
Jedli f jest funkcja wypukla okreslona na przedziale otwartym P, to dla dowolnego h > 0, takiego ze
x + h € P zachodzi nier6wnos$¢ f(xz + h) > f(x) + f{(x)h. Jesli x — h € P, to zachodzi nieréwnos¢
f(x—=h)> f(x) — f/ (x)h. W przypadku funkcji $cisle wypuklej nieréwnosci te sa, ostre.

Dowdéd.

w w pierwszym przypadku. W

Wynika to natychmiast z tego, ze f{(x) < Dy(x +h) =

drugim przypadku z tego, ze f’(z) > D,(z —h) = M)h—f(l‘) .

Wykazane twierdzenie oznacza, ze pochodna rézniczkowalnej funkcji wypuklej jest niemalejaca.
Whiosek to po prostu stwierdzenie, ze wykres funkcji wypuklej lezy nad styczna do siebie w dowol-
nym punkcie wewnetrznym przedzialu—dziedziny. Przy okazji okazuje sie, ze funkcja wypukla moze
byé¢ nierézniczkowalna w pewnych punktach, np. |z|, |z 4 1| + |z| + |z — 1| lub el®! ale w punk-
tach wewnetrznych dziedziny ma skonczone pochodne jednostronne, wiec jest ,niedaleka” od funkcji
rézniczkowalnej. Wypada nadmienié¢, ze te uwagi nie dotycza, konicow przedzialu—dziedziny, w ktorych
funkcja wypukla moze nie by¢ ciagta, np. jesli f(zr) = 22 dla 2 > 0 i f(0) = 1, to f jest Scisle
wypukla na pélprostej domknietej [0,00), choé jest nieciagta w punkcie 0, wiec tym bardziej nie ma
w tym punkcie pochodnej. Takimi funkcjami nie bedziemy si¢ jednak zajmowaé, bo sklonni jestesmy

przyznac, ze sa one nieco sztuczne.

W przykladzie 18 pojawila sie nieréwnoséé¢ e* > 1+ x dla x # 0. Teraz mozemy ja wywnioskowaé
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ze Scislej wypuktosci funkcji e na przedziale (—oo,00). Podobnie nier6wno$é sinz < z dla 0 < z <
jest konsekwencja $cistej wklestosci funkeji sinus na przedziale [0,7]. JeSli 0 <z #1,t0 lnx <ax—1,
co wynika z tego, ze funkcja In jest $cisle wklesta na (0, 00), co wykazemy niebawem. Widzimy wiec, ze
réwniez w ten sposéb mozna uzyskiwac rézne oszacowania. Warto wiec umie¢ wyjasnié, czy funkcja na
okreslonym przedziale jest wypukla, wklesta, czy tez ani wypukla, ani wklesta. Okazuje sie, ze w wielu

przypadkach mozna to wyjasni¢ badajac pochodna interesujacej nas funkcji.

Twierdzenie o wypuklosci funkcji, ktérej pochodna jest niemalejaca
Jedli funkcja f jest zdefiniowana na przedziale otwartym P i ma w punktach wewnetrznych tego
przedziatu jednostronne pochodne f{ i f’, dla ktérych zachodza warunki:
W1. dla kazdego = € P zachodzi nieréwnos¢ f’(z) < f{(z),
W2. jesli z <y izyeP,to fl(z) < f(y),
to funkcja f jest wypukla na przedziale P. Jezeli nier6wnos¢ w warunku W2 jest ostra, to funkcja f
jest $cidle wypukta. W szczegdlnosci:
funkcja rézniczkowalna f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna [’ jest niemalejqca, Scisle
wypukta — wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej pochodna f' jest cisle rosngca.

Dowdéd.
Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji rézniczkowalnych, bo w tym przypadku dowdd jest bardzo
prosty, dowéd wersji ogdlnej przedstawimy na koricu paragrafu. Z wypuktosci funkcji wynika, ze jej
pochodna jest niemalejaca — jest to wniosek z poprzedniego twierdzenia. Zakladamy wiec, ze funkcja

f jest rézniczkowalna, a jej pochodna f’ jest niemalejaca: v < y = f'(z) < f'(y). By udowodnié,

ze funkcja f jest wypukla, wystarczy wykazaé, ze jedli x < y < z, to f(@) = fy) < fy) = /() .
T —y y—2z
Z twierdzenia o wartosci $redniej wynika, ze istnieja punkty r € (z,y) oraz s € (y,z), takie ze
f) = 1) = f'(r) oraz fy) = (=) = f'(s). Poniewaz r < y < s, wiec r < s i wobec tego
T—y y—2z

f'(r) < f'(s), co koticzy dowéd twierdzenia w tym przypadku. B

Dowéd w przypadku ogdlnym pozostawiam w charakterze ¢wiczenia, bardzo zachecam do jego

przeprowadzenia!
Przyklady cd.

29. Funkcja z® jest $cisle wypukla na pélprostej (0,+00) dla a > 1 oraz dla a < 0, natomiast
w przypadku 0 < a < 1 jest Scidle wklesta. Wynika to natychmiast z twierdzenia o wypuklosci

a=1 i wobec tego ((xa)')l =a(a—1)z%2, wiec

funkeji o niemalejacej pochodnej, bowiem (z%) = ax
funkcja ((:ca)')l jest dodatnia na pélprostej (0,+00) w przypadku a > 1 oraz a < 0, natomiast
w przypadku 0 < a < 1 — funkcja ta jest ujemna, z czego wynika, ze pochodna (xa)/ roénie w
pierwszych dwéch przypadkach, natomiast w trzecim — maleje. B

30. Uogdlniona nierdwnosé Bernoulliego. Jedli zachodza, nieréwnosci ¢ > 1 lub a <0 i -1 <z #0,
to (1+)* > 1+ ax. Jedli natomiast 0 <a <1 oraz —1 <z #0,t0o (1+2)*<1+azx.
Wynika to od razu z wynikéw poprzedniego przykladu, z tego ze pochodng, funkcji (1+2)* w punk-
cie 0 jest liczba a oraz z tego, ze wykres funkcji Scisle wypuklej lezy nad styczna majac z nia
dokladnie jeden punkt wspdlny, zaé wykres funkcji Scidle wklestej lezy pod styczna majac z nia

doktadnie jeden punkt wspdlny. B
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31. Funkcja wyktadnicza a® o podstawie dodatniej a # 1 jest $cisle wypukla. Mamy bowiem (az)/ =
(e lna)l =e*M%.Ing = a”-Ina. Wobec tego ((a‘”)/)/ =a*-(lna)? > 0 dla kazdego z, wiec funkcja
(a“‘)' jest $cisle rosnaca na calej prostej, a wobec tego funkcja a” jest $cisle wypukla. Wynika
stad, miedzy innymi, ze wykres funkcji wykladniczej lezy nad styczna (w dowolnym punkcie), np.
a®>>14+z-lnadlaz#0i0<a#1. 1

32. Funkcja log, = jest scisle wklesta na pétprostej (0,4+00) w przypadku a > 1, natomiast w przy-

|
padku 0 < a < 1 funkcja log, = jest Scisle wypukla. Wynika to z tego, ze log, z = ﬂ, wobec

Ina

czego (log, :c)/ = ﬁ, wiec pochodna ta jest $cisle malejaca w przypadku Ina > 0, czyli w
przypadku a > 1 oraz — $cisle rosnaca w przypadku Ina < 0, czyli 0 <a<1. B

33. Funkcja sinus jest Scisle wklesta na kazdym przedziale postaci [2n, (2n+ 1)7], za$ na przedziatach

postaci [(2n — 1)7, 2n7] jest ona $cisle wypukla, n oznacza tu dowolna, liczbe catkowita. Wynika

to stad, ze (sinz)’ = cosz i tego ze funkcja kosinus maleje na przedziatach postaci [2nm, (2n+1)7]

i ros$nie na przedziatach postaci [(2n — 1)7,2n7]. Ze Scislej wklestosci funkeji sinus na przedziale
2z

[O, g} wynika, ze jedli 0 < z < g, to — < sinz < z — wykres lezy nad sieczng (odcinkiem o
™

T
koricach (0,0) i (5, 1) ) i pod styczng (w punkcie (0,0)). Druga z tych nieréwnosci znamy juz od
dawna, ale warto raz jeszcze podkredli¢ jej zwiazek z wklestoécia funkcji sinus. B

34. Funkcja tangens jest sci$le wypukta na kazdym przedziale postaci [nm,nm + g) zas na kazdym
przedziale postaci (nmw — g, nm| jest Scisle wklesta, n oznacza tu dowolna liczbe catkowita. Wynika
to, z tego ze na przedzialach postaci [nm, nm+ g) pochodna funkeji tangens, czyli funkcja 1+tg? x

roénie, za$ na przedziatach postaci (nm — g, nw] — maleje. B
Analiza przykladow wskazuje na to, ze zdarzaja sie funkcje, ktére w calej swej dziedzinie nie sa ani
wypukle ani wkleste. W podanych przyktadach zdarzalo sie tak, ze po jednej stronie pewnego punktu
mieliémy do czynienia z funkcja wypukla a po drugiej — z wklesla. Przy szkicowaniu wykreséw funkcji
rozsadnie jest znalez¢ takie punkty zawczasu. Maja one swa nazwe.
Definicja punktu przegiecia
Punkt p jest jest punktem przegiecia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie p i istnieje liczba § > 0, taka ze:
przedzial (p — 0,p+ &) jest zawarty w dziedzinie funkcji f,
na jednym z przedzialéw (p — 6,p|, [p,p+ ) funkcja f jest wypukla, a na drugim wklesta,
na zadnym z przedzialéw (p —n,p|, [p,p+n), gdzie n € (0,9), funkcja f nie jest liniowa. W
Wypada dodac, ze w literaturze istnieje kilka nieréwnowaznych definicji punktu przegiecia, jednak
wszystkie one pokrywaja, sie w przypadku najprostszych funkcji. Przykladowym okresleniem punktu
przegiecia nierownowaznym podanemu wyzej jest: p jest punktem przegiecia funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy wykresu funkcji f ma styczna w punkcie (p, f(p)) przy czym z jednej strony tego punktu
wykres znajduje sie pod ta styczna, a z drugiej — nad nig. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze 0 jest punktem

1
przegiecia funkcji f zdefiniowanej wzorami f(0) = 0, f(z) = 2%(2+sin~) dla 2 > 0 oraz f(x) =
x

1
—2?(2 +sin—) dla 2 < 0 w sensie drugiego okredlenia, ale nie jest punktem przegiecia w sensie
x

definicji, ktéra podaliémy wczesniej. Natomiast 0 byloby punktem przegiecia funkcji f zdefiniowanej
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wzorami f(x) = —x? dla # < 0 oraz f(z) = v + 2 dla x > 0 gdyby$my w definicji nie zalozyli
rézniczkowalnosci funkcji f w punkcie przegiecia. Bez zalozenie rézniczkowalnosci 0 byloby punktem
przegiecia funkcji g zdefiniowanej wzorami g(z) = —22 dla # <0 i g(z) = x(z —2) dla 2 >0, a to
juz nie wygladaloby dobrze. Niestety, matematycy nie ustalili tej definicji na tyle sztywno, by jedna jej
wersja zostala przyjeta przez wszystkich, wiec czytajac rézne podreczniki mozna spotykacé sie z istotnie
réznymi definicjami, ktére jednak w przypadku funkcji zdefiniowanych ,za pomocs jednego wzoru”*
daja ten sam rezultat.

Jest jasne, ze punkty postaci nm sa punktami przegiecia funkcji sinus oraz funkcji tangens, ze 0
jest punktem przegiecia funkcji 2! dla n = 1,2,3,..., ze funkcja postaci ax + b nie ma punktéw
przegiecia, ze funkcja x2" dla n = 1,2,3,... nie ma punktéw przegiecia, bowiem jest éciéle wypukia.
Funkcja +v/z zdefiniowana na calej prostej ma punkt przegiecia w 0, choé nie jest w tym punkcie
rézniczkowalna (ma pochodna, ale réwna 400 ), bo jest Sci$le wypukla na pélprostej (—oo,0] zas na
pélprostej [0,400) jest Scidle wklesta. Te przyklady mozna mnozyé, ale nie bedziemy tego robié, bo to
proste pojecie nie przysparza wiekszych probleméw studentom.

4. Symbole nieoznaczone, regula de ’Hospitala
Czesto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu dwu funkcji, gdy granica kazdej z nich réwna

jest 0 lub oo. Zdarza sie, ze trzeba obliczy¢ granice iloczynu dwu funkcji, z ktérych jedna ma gra-

f g

nice 0, a druga — oo. Ten drugi przypadek mozna sprowadzi¢ do pierwszego: fg = 1—/g = I/_f
Bywa, ze interesuje nas granica wyrazenia fY9 przy czym granica f jest 1, a granica g jest co. Wzdr
f9 = e9™f pozwala problem zredukowaé do obliczania granicy iloczynu, wiec w dalszym ciagu do ob-
liczania granicy ilorazu. Zdarzaja sie tez inne sytuacje, w ktorych nie sa spelnione zalozenia dotychczas
sformutowanych twierdzen o granicach. Podobnie jak w przypadku ciagdéw istnieje twierdzenie, ktére w
wielu sytuacjach ulatwia znalezienie granicy. Jest to tzw. reguta de 'Hospitala, francuskiego markiza,
ktéry po wystuchaniu wykladéw Jana Bernoulliego wydal drukiem notatki z nich pod tytutem Analyse
des infiniment petites™*, co spowodowalo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie istnialo
jeszcze pojecie praw autorskich. Twierdzenie, ktére znajduje sie nizej, pochodzi z tej wlasnie ksiazki (i
— wedlug historykéw matematyki — powinno mieé inng nazwe).
Regula de ’Hospitala

Zalézmy, ze funkcje f,g: (a,b) — R sg rézniczkowalne w kazdym punkcie przedziatu (a,b), ze

g(x) #0 +# ¢'(x) dla kazdego z € (a,b), ze istnieje granica lim g:gi; =GeR=RU {—00,+0} oraz
r—a
ze speiony jest jeden z dwoch warunkow:

1° lim f(z) =0 = lim g(z), 2° lim [g(x)| = 4o0.
r—a

T—a T—a

. f(z) . . . . @) A @)
Wtedy iloraz g(z) Ma granice przy ¥ —a i zachodzi réwnos¢ ilir; O G = alclirb 7@
Dowdéd w najprostszym przypadku.
Udowodnimy najpierw to twierdzenie przy bardzo mocnych zalozeniach. Chodzi nam o to, by wyjasni¢
jego sens. Dowdd w przypadku ogdélnym podamy nieco pdézniej. Zalozymy mianowicie, ze a > —o0, ze

zachodzi warunek 1° oraz ze istnieja skoriczone granice lim f'(x) i lim ¢'(z), przy czym ta druga jest
r—a r—a

rézna od 0. W tej sytuacji mozna dookresli¢ funkcje f,g w punkcie a przyjmujac f(a) = 0 = g(a).

* Chodzi o tzw. funkcje analityczne, ktérych definicje podamy w nastepnym rozdziale.

*ok Analiza nieskoriczenie matych
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7 twierdzenia Lagrange’a o wartodci éredniej zastosowanego do funkcji f rozpatrywanej na przedziale
[a,z] wynika, ze W = f'(cz) dla pewnego punktu ¢, € (a,z). Stad wynika natychmiast, ze

;15% W = 3}11»% f(x). Wykazalidmy wiec, ze w tym przypadku funkcje f mozna potraktowaé

jako okreslona, w punkcie a i to w taki sposéb, ze f’(a) = lim f’(z). To samo dotyczy oczywiscie
rT—a
funkeji ¢ . Oczywiscie w obu przypadkach mamy na my$li rézniczkowalno$é prawostronna. Niech r(h) =
fla+h) = f(a) — f'(a)h
h

h)— —g'(a)h
p(h) = glath) —ga) = g'(a) . Wtedy }Linlo p(h) = 0. Stad mozemy wywnioskowaé, ze

h
flx) _ f@) =0 _ flz) = fla) _ fla)(z—a)+(x—a)r(@—a) _ f'(a) +r(z—a) f'(a)
g'(a) + plz —a) s—a g'(a)

Ostatnie przejscie graniczne jest wykonalne, bo zalozylismy, ze ¢'(a) #0.

dla h # 0 oraz r(0) = 0. Jest oczywiscie }llin%) r(h) = 0. Analogicznie niech

r )
g(z) — glx) =0 g(z) —gla)  g¢(a)(@—a)+ (z—a)plx—a)

Zaraz od tego i innych zbednych zalozert uwolnimy sie.

Zauwazmy, ze poniewaz pochodna funkcji g jest rézna od 0 w kazdym punkcie przedziatu (a,b),
wiec funkcja g jest réznowartosciowa — wynika to z twierdzenia Rolle’a. Poniewaz jest to funkcja ciagla
i réznowartosciowa, wiec jest $cisle monotoniczna. Poniewaz zamiast ilorazu g mozna rozwazac iloraz
:—5 ijedna z funkcji g, —g jest Scidle rosnaca, a druga — Scidle malejaca, wiec mozemy przyjaé, ze g jest
scisle rosngca. W dalszym ciagu zakladamy, wiec ze ¢ jest $cidle rosnaca, wiec dla kazdego = € (a,b)
musi byé ¢'(xz) > 0 (przypominamy, ze ¢'(x) # 0 w calym przedziale (a,b)).*

Niech m, M beda dwiema liczbami rzeczywistymi, takimize m < G < M . Jesli G = —o0, to oczywiscie

nie rozpatrujemy m, jesli G = 400, to nie rozpatrujemy M . Niech ﬁ@,M beda takimi liczbami,

. /
zem < m< G< M < M. Poniewaz lim+ f’gxi = @, wiec istnieje liczba ¢ € (a,b), taka ze
z—at g \T
/ _ —~
m < f’Exi < M dla z € (a,c). Wobec tego na przedziale (a,c) funkcje f'— mg’ oraz Mg’ — [’ sa
g'(x

dodatnie, zatem funkcje f — mg oraz M. g — f sa na tym przedziale rosnace.
Rozwazymy przypadek pierwszy: lim+ fl@)y=0= lim+ g(z) . Poniewaz g jest $cisle rosnaca i ma
r—a

granice 0 w lewym konicu dziedziny, wiec jest dodatnia na przedziale (a,b). Funkcje f—mg oraz M. g—f

majg granice (prawostronng) 0 w punkcie a, wiec sa dodatnie. Mamy wiec dla z € (a,¢) nier6wnosé

podwdjng m < @ <M , wiec réwniez m < @ < M . Poniewaz m oznacza tu dowolna liczbe
9(z) 9(x)
mniejsza niz G, a M — dowolna wigksza niz G, wiec mllrzl+ % = G, co konczy dowdd w przypadku
pierwszym.
Teraz zakladamy, ze xlgs+ lg(x)| = +00. Poniewaz zaktadamy, ze ¢'(x) > 0 w przedziale (a,b),
wiec ili)rg+ g(x) = —oo. Poniewaz funkcje f — mg oraz Mg — f sa rosnace na przedziale (a,c), wiec

dla z € (a,¢) mamy f(z) — mg(z) < f(c) — mg(c) oraz Mg(z) — f(z) < Mg(c) — f(c). Poniewaz

1im+ g(x) = —oo, wiec mozemy przyjaé, po ewentualnym zmniejszeniu ¢, ze g(z) < 0 dla x € (a,c).
r—a

* Nie zakladamy ciagloéci funkcji g’, wigec nie wolno nam skorzystaé z wlasnosci Darboux. W istocie rzeczy moze sig
zdarzy¢, ze pochodna funkcji okreslonej na przedziale ma punkty nieciggtosci, jednak nawet w takiej sytuacji przystuguje
jej wlasnos¢ Darboux, zreszta wlasnie ten matematyk udowodnil, ze pochodna funkcji rézniczkowalnej ma wlasnosé
przyjmowania wartosci posrednich. Nietrudny w istocie rzeczy dowdd tego stwierdzenia mozna podaé przyjrzawszy sie
wlasnie przeprowadzonemu rozumowaniu.
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Otrzymujemy wiec nier6wnos¢ podwaojna;:

1O @) g, Mele)— (@)
g(x) 9(z) g(x)
Poniewaz lim+%f)g(c) =0= lim+%, wiec istnieje d € (a,c), takie ze dla x € (a,d) za-
r—a r—a

chodzi nieréwnosé¢ m <

(
J; ((z; < M . Konsekwencja ostatniego stwierdzenia jest rownosé lim+ J; ((z; =G.
r—a

Dowdéd zostal zakoriczony. B

W dowodzie tym wykorzystaliSmy w istotny sposéb zalozenia f(a) = g(a) = 0. Oczywiscie bez tych
zalozen teza moze by¢ w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem — pochodne decyduja o
wielkosci funkeji w otoczeniu punktu, w ktérym wartoscia funkeji jest 0, jesli f(a) # 0, to ,,w pierwszym
przyblizeniu” f(z) =~ f(a)!

f(z)
g(z)

wiednich kosmetycznych zmian w zalozeniach i w tezie. Z tego zdania wynika, ze mozna je tez stosowaé

Zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy QILLII%) po dokonaniu odpo-
w przypadku granic dwustronnych

Warto zauwazy¢, ze istnieje analogia miedzy reguta de 'Hospitala i twierdzeniem Stolza. Te roz-
wazania nie beda Sciste, bo méwi¢ tu bedziemy raczej o intuicjach. Ciag mozna traktowaé jako funkcje
okreslona na zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +oo. Niestety dziedzina nie jest w
tym przypadku przedzialem, wiec nie mozna mowi¢ o pochodnej. Mozna jednak spojrzeé¢ na zagad-
nienie nieco inaczej. Pochodna byla nam potrzebna do oszacowania réznicy f(x) — f(a), przy czym
interesowala nas minimalna mozliwa zmiana argumentu. PisaliSmy przy odpowiednich zalozeniach, ze

% = % . W przypadku ciggu minimalna mozliwa zmiana argumentu to 1. Wobec tego zamiast

flz+h)—f(=)

ilorazu pochodnych % , ktéry przybliza interesujacy nas iloraz réznicowy —- +,{)‘,g<z) = feth)—/(z)

— g(zt+h)—g(@)

: : An41—0n
rozpatrujemy iloraz T by

W twierdzeniu Stolza zaktadaliSmy, ze ciag (b,) jest sci$le monotoniczny.
W regule de I'Hospitala tez wystepuje to zalozenie, zakltadamy mianowicie, ze pochodna funkcji g nie
przyjmuje wartosci 0%, z czego wynika, ze jest ona albo dodatnia, albo ujemna, a to pociaga za soba
Scista monotoniczno$¢ funkeji g.

Pokazemy teraz na kilku przykladach, jak mozna stosowaé regule de I’'Hospitala. Niektore z poda-
nych rezultatow zostaly uzyskane wczesniej lub mozna je bylo uzyskaé¢ uzywajac twierdzen wykazanych
wezesniej.

Przyklady cd.

a

x
35. lim — = 0. Mozemy prébowac zastosowac regule de I'Hospitala, bo mianownik ma granice nie-

skoniczona i jego pochodna, e”, jest rézna od 0 wszedzie. Nie jest istotne jaka jest granica licznika,
a—1
a nawet czy licznik ma granice. Iloraz pochodnych to

, wiec jest to wyrazenie tego samego
typu co wyjsciowe. Istotna zmiang jest pojawienie sie w wyktadniku a—1 w miejsce a. Jesli a < 1,
to licznik jest ograniczony z géry na pélprostej [1,+00), a mianownik dazy do +oo, wiec iloraz
dazy do 0. Jedli a > 1, to stosujemy regute de I’'Hospitala k& > a razy. Oméwimy to dokladniej. Po
k-krotnym zrézniczkowaniu w liczniku pojawia sie wyrazenie a(a—1)(a—2)-...-(a—k-+ 1)z~ F,

w mianowniku natomiast mamy e® . Funkcja a(a—1)(a—2)-...-(a—k+1)z%"* jest ograniczona,

Co prawda pochodna nie musi by¢ ciggla, ale ma wtasnosé¢ przyjmowania wartosci posrednich, co zostalo wykazane
przez Darboux. Zreszta monotonicznos$é funkcji g wynika tez z twierdzenia Rolle’a.

50



36.

37.

38.

39.

—(a—2)...-(a—k+1)zo*
bo k > a, zatem lim a(a )@ ) (o—k+ 1Dz

T— 00 er

—1D(a—2)...-(a—k+2)zek+!
mozemy stwierdzi¢, ze lim ala=1la=2) (a +2)e

T—+00 e’

= 0. Dzigki regule de 'Hospitala

= 0. Stosujac twierdzenie

a

x
jeszcze k — 1 razy dochodzimy w koncu do granicy lirf — = 0. Oczywiscie wynik ten mozna
rx——+oco e

otrzyma¢ stosujac jedynie elementarne metody: wykladnik a mozna zastapié liczba naturalng m
wieksza, od a, nastepnie skorzysta¢ z nieréwnosci e* > (1 + %)n prawdziwej dla kazdej liczby
naturalnej n i kazdej liczby = > 0, nastepnie skorzysta¢ z tego, ze granica ilorazu wielomianu
stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy & — oo jest liczba 0. Pokazaliémy tu po prostu
jak mozna wykorzysta¢ twierdzenie de ’'Hospitala, ta metoda pozwala na obliczanie granic w wielu

sytuacjach, metody elementarne bywaja trudne w zastosowaniach — trzeba mieé¢ dobry pomyst! B

Inx
lirf — = 0 dla kazdego a > 0 - ten wynik juz byl omawiany w rozdziale pierwszym, ale
rT—+00 I

pokazemy jak mozna go uzyska¢ za pomoca reguty de I’Hospitala. Poniewaz mianownik jest funk-

cja Scisle rosnaca o granicy +oo, wiec mozna sprobowaé obliczyé granice ilorazu pochodnych:

lim / = lim —— = 0. Wobec tego istnieje réwniez granica ilorazu funkcji i réwniez jest
z—+o0 ar®~l  z—o+oo arl

rowna 0. W

lim z® = 1. Mamy bowiem: 2% = e*!*® . Funkcja wykladnicza jest ciagla, wiec starczy wykazaé,

z—0t

ze lim zlnz =0. Mamy lim zlnz= lim fInd = — lim 2% = — ostatnia réwnosé¢ wynika
r—0+ r—0+ z—+oo Y Y y—+oo Y

z rezultatu uzyskanego w poprzednim przykladzie dla a = 1, przedostatnia za§ — z tego, ze

lni =—lny. N

: 1\"
lirrb(l + x)l/“ = e - to wzmocnienie wyniku lim (1 + —) = e. Dzieki oczywistej réwnosci
Tr— n—oo n
In(1
(14 z)V/* = /o) m(+2) wiemy, ze wystarczy wykazaé¢ réwnosé HH?([) M = 1. Ta réwnosé
Tr—
In(1+ =2 In(1+2x)—1Inl
zostala juz wezesniej udowodniona, zreszta lirr%J w = lirrb L , Wiec granica ta
xr— €T xr— €T

jest réwna pochodnej logarytmu naturalnego w punkeie 1 (to wniosek z definicji pochodnej, reguta

1
de 'Hospitala jest tu zbedna), czyli 1= 1. m

1
Pokazemy teraz, w znacznie prostszy sposéb niz w rozdziale pierwszym, ze ciag ((1 + —)n) jest
n
wolno zbiezny do liczby e, wiec nie nalezy go uzywac¢ do jej przyblizonego obliczania. Obliczymy

mianowicie granice

1 n
(1xz
¢ ( +n) e—(1+x)t/=

lim . W tym celu wystarczy obliczy¢ granice lim
n—o00 1 z—0 €T

n
ostatniej wynika oczywiscie istnienie poprzedniej (definicja granicy wg. Heinego), odwrotne wynika-

. 7 istnienia tej

nie nie zachodzi. Z rezultatu z poprzedniego przykladu wynika, ze zaréwno licznik jak i mianownik

daza do 0 przy x — 0. Zbadamy wiec iloraz pochodnych. Jest on réwny pochodnej licznika, czyli

1/z)’ In(1+az) /)’ In(14z)/z 1+ z In(1+2)
(67(14“%) ) :(76 ) = —e . 1'2 —
S RIS VR el G )L G ) (142" z—(1+z)n(l+2)
- z?(1+ x) B 1+ x? '
(1+z)t/=
Z tego co juz wiemy wynika, ze lir% Titas = —e. Wystarczy wiec obliczy¢ granice drugiego
xr— T

o1



40.

x—(1+2z)n(l+2z)
22
Zajmiemy sie wiec ilorazem pochodnych. Jest on réwny

czynnika, czyli lirrb . Jest jasne, ze licznik i mianownik daza do 0 przy = — 0.
xr—

1—<In(1 1 .
{n( )+ (1 +2) 1—|—aj} In(1 4+ x) 1 In(1+2) .

= ———* = —— . ——~ wiec ma przy x — 0 gra-

2x 2x 2 T
1 -(1 1/ 1
nice —5- Wobec tego ilrrb% = (—e)- (—5) = g.
1 n
e— |1+ —>
e
7 otrzymanej rownosci lim fn =3 wynika, ze dla ,duzych” n zachodzi réwnosé
n—oo
n

przyblizona e— (1 + %) ! ~~ % , wiec dla uzyskania dobrej dokladnosci przyblizenia trzeba uzywac
duzej liczby naturalnej n, co w zasadzie czyni przyblizenie bezuzytecznym, wiecej komentarzy znaj-
dzie czytelnik w rozdziale pierwszym, punkt 19.n oraz w punkcie 13 rozdzialu pierwszego.
Komentarz: w koricowej fazie obliczen, przed zastosowaniem regulty de I’Hospitala, przedstawilismy
utamek w postaci iloczynu dwoch utamkow. Gdybysmy tego nie uczynili obliczenia wygladatyby o
wiele powazniej. M

W ostatnim przykladzie pokazalidmy, ze e — (1 + %)n ~ 5~ dla dostatecznie duzych n. Po-

damy teraz konkretne oszacowanie. Warto poréwnaé to rozumowanie z szacowaniami przepro-

wadzanymi w punkcie 19.n rozdzialu pierwszego. Wykazemy, ze zachodzi nieréwnosé¢ podwdjna

— (1 + %)n < === dla wszystkich liczb naturalnych n > 1. * Z nieréwnosci tej wynika,

_€
2n+2 <e 2n+1

ze jesli np. chcemy znalez¢ trzy miejsca po przecinku dziesietnego rozwiniecia liczby e stosujac wzor

_ 1 1\" . . . 1 . 1000e—1
e= nler;o (1 + ﬁ) , to musimy wybra¢ n tak duze, by ﬁ < Too0» Czyli n > =—5— > 1359. Z

e
2n+2

nieréwnosci e — (1 + %)n > wynika, ze dla n = 1358, blad jest wiekszy niz 0,001.

Zajmiemy si¢ najpierw nieréwnoscia .55 < € — (1 + %)n Jest ona réwnowazna nastepujacej
nieréwnosci (1 + %)nﬂ <e (1 + %) — przeniedliSmy skladniki zawierajace liczbe e na prawsg
strone, sktadniki bez e — na lewa, nastepnie pomnozyliémy obie strony nieréwnosci przez 1 + % =
"TH. Teraz zastapimy % przez x. Mamy dowieéé, ze (1 + z)'T1/* < ¢ (1 + %) . Poniewaz lo-
garytm naturalny jest funkcja $cisle rosnaca, wiec nieréwnosé ta réwnowazna jest nastepujacej
(% + 1) In(l4z)<1+1n (1 + %) . Wystarczy rozpatrywa¢ x > 0. Po pomnozeniu obu stron przez
x > 0 i przeniesieniu wszystkich skladnikéw na jedna strone otrzymujemy z + xln (1 + %) —
(1 +2)In(l + 2) > 0. Oznaczywszy lews strone przez f(x) stwierdzamy, ze f(0) = 0 oraz

. 1 . . . .

Fl@) =1+ (14 5) +ariy ~In(l+2) — (L+a)ph = 75 i = 25— (14 5% ) >0
— ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze In(l +y) <y dla —1 <y # 0, co wynika np. z tego, ze

funkcja In jest Scisle wklesta na (0,+00), a wykres funkcji $cisle wklestej lezy pod styczng do tego
wykresu. Wykazalismy, ze f'(x) > 0 dla > 0 , wiec funkcja f rosnie na pélprostej [0, 4+00), a po-
niewaz f(0) =0, wiec dla z > 0 przyjmuje jedynie wartosci dodatnie. W szczegdlnosei f(%) >0,
a to wlasnie chcieliémy udowodnic.

€ Jest ona rownowazna nieréwnosci

Teraz zajmiemy sie nieréwnoscia, e — (1 + %)n <

2n+1
e < (1 + %)n (1 + i) — przeniesliSmy oba wyrazy zawierajace liczbe e na lewa strone nieréwnos-
ci, reszte — na prawsa strone, nastepnie podzieliliémy nieréwnoéé¢ przez 1 — Tlﬂ = % Te-

*

zob. G.Pdlya, G.Szego, Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis, Springer 1964, wyd. 3, t.1.
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raz oznaczymy % przez x i zlogarytmujemy obie strony nieréwnosci . Otrzymujemy nieréwnosé

1<imm(l+z)+mn(1+%). Niech g(z) = 1In(1+ z) + In(1+ %) — 1. Wykazemy, ze g jest

funkcja $cidle rosnaca. Mamy ¢'(z) = —25 - In(1 + z) + (111) + 3 1+x/2 Wykazemy, ze dla
0 < @ zachodzi ¢'(x) > 0. Niech h(z) = 2%¢'(z) = 135 + 2+—x In(1 + z). Wystarczy wykazad,

ze h(z) >0 dla 0 < z. Mamy h(0) =0 oraz h’(m):m—i—%—ﬁzﬁ%ﬁ >0
dla x > 0. Wobec tego funkcja h rosnie na pélprostej [0, +o0), wiec h(z) > h(0) =0, co dowodzi
tego, ze ¢'(x) > 0. Z definicji funkcji g wynika natychmiast, ze il—>mo g(x) = 0, a wobec tego, ze
funkcja ta jest rosnaca na pélprostej (0,+00), zachodzi nieréwnosé g(z) > 0 dla « > 0. W ten
spos6b udowodniliSmy druga nieréwnoséé¢.
5. Szeregi potegowe II
Wiele funkcji mozna przedstawia¢ w postaci sum szeregdéw potegowych. Udalo nam sie juz przed-
stawi¢ w takiej postaci funkcje wykladnicza. W tym punkcie przekonamy sie, ze nie jest ona zadnym
wyjatkiem — praktycznie wszystkie funkcje, ktore sa zdefiniowane ,za pomoca jednego wzoru”, mozna
tak zapisaé, co utatwia w licznych przypadkach poznanie ich wlasnoéci. Z twierdzenia o rézniczkowaniu
szeregu potegowego wynika, ze wewnatrz dziedziny maja one skoriczona pochodna i ta pochodna jest

réwniez suma, szeregu potegowego, wiec i ona ma skonczona pochodng wewnatrz swej dziedziny. Za-

czniemy od logarytmu naturalnego. Udowodnimy mianowicie, ze

(oo}
1 1 1 . 1
41. In(1+2) = n§=1(—1)"*15x” =z - 53;2 + gccs - Zz‘* + ... dla kazdej liczby x € (—1,1]. Jedli
lz] < 1, to (In(1+z))" = ! =l-a+a2>—234+... = x—lx2+1x3—1x4+ l:
, T2 .. 5 3 1 ..
o0 / o0
1l o, . o1l P .
g ()" =z , zatem pochodna funkcji In(1+z) — E (=1)" "= 2™, okreslonej i ciaglej na
n n
n=1 n=1
przedziale (—1,1] i rézniczkowalnej w jego punktach wewnetrznych jest réwna 0. Stad wynika, ze
- 1
funkcja In(1+z) — g (=1)""!'=2™ jest stala na przedziale domknieto-otwartym (—1,1]. Wobec
n
n=1

tego dla kazdej liczby x € (—1,1] zachodzi réwnosé

> 1 1
In(1 - —1)" 2™ =1n(1+0) — nrlZon=0.
n(l +x) ;( ) o n(l+0) ) -

gt
T

Przedstawili$émy wiec funkcje In(1+ ) w postaci sumy szeregu potegowego o §rodku w punkcie 0.

7 tego wzoru wynika, ze jesli 29 > 01 0 <z <2z9,to Inz=1In (:L'O (1 + x;—:’o)) =

n
=lInxp+In (1 + x;f") In $0+Z )i 11 (M> , a wiec przedstawiliémy funkcje Inz w po-

zo
staci sumy szeregu potegowego o srodku w dowolnie wybranym punkcie xq i promieniu zbieznosci
Zo , wiec maksymalnym o jakim mozna mysleé¢ (In0 nie jest zdefiniowany, wiec jest naturalnym, ze

przedzial zbieznosci nie zawiera punktu 0 ).

o0
Otrzymany wzér zastosujemy podstawiajac x = 1 we wzorze In(l + z) = Z :c”. Re-
_ —
zultat to In2 = In(1 +1) = Z(fl)"ﬂ% =1-4+3%— 1+ ... . ZnalezliSmy wiec sume
n=1

szeregu, ktorego zbieznos¢ stwierdziliSmy juz dawno. Przykilad ten $wiadczy, ze innym proble-

mem jest wykazanie zbieznosci szeregu, a innym znalezienie jego sumy. Dodajmy jeszcze, ze sze-
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reg ten jest wolno zbiezny i nie warto znajdowaé przyblizen dziesietnych liczby In2 za jego po-

moca. Mozna natomiast np. zauwazyé¢, ze In2 = —Ini = —Z(—l)”*li (7%)71 = Z% (%)”
n=1 n=1
k
W tym przypadku blad jaki popelniamy przyblizajac liczbe In2 suma Z% (%)n jest rowny
n=1
oo
Z % (%) = (k+1%2k+1 + (k+2§2k+2 + (k+3%2k+3 + -+, wiec jest mniejszy niz suma
n=k+1
1 n 1 n 1 P 1 1 1
(k+ 1)26+1 (k4 1)2k+2 (k4 1)2k+3 Sk 12kt 1L (k4 1)28°
1 1
W przypadku szeregu anharmonicznego 1 — 3 + 371 + - .- wartos¢ bezwzgledna bledu, ktory
k 1
popeliamy zastepujac liczbe In2 suma Z(—l)"‘l— jest réwna
n
n=1
1 L1 Lo 1 N 1 .
k+1 k+2 k+3 k+4 S (k+1)(k+2)  (K+3)(k+4)

1 1 1 1 . )
>§((k+1)(k+2) TET kT kiktD) Rt dkto) +) -

11 L1 L1 L1 A I
S 2\k+1 k+2 k+2 k+3 k+3 k+4 k+4 k+5 C2(k+1)°
1
Jedli przyjmiemy k = 4, to w pierwszym przypadku blad bedzie mniejszy niz 30" a w drugim —

1 1
wiekszy niz 0" Dla k =9 w pierwszym przypadku blad jest mniejszy od 5120 a w drugim —

1
wiekszy niz 20 Jasne jest wiec, ze w razie koniecznosci przyblizenia liczby In2 za pomoca utamka
— 1 /1\" - 1
dziesietnego uzy¢ nalezy szeregu Z — | = | , a nie szeregu anharmonicznego Z(fl)"*l— . ;
—n 2 n

n=1

1
—— - Wobec tego dla = € (—1,1) zachodzi

Teraz zajmiemy sie funkcja, arctg. Mamy (arctgz)’ = T
x

, ,/( t)l 1 1 2+4 6+ $3+I5 l‘7+ /J ost. 3
réwno$é (arc = =l—-a"42* -2+ =z ——+———+---] . Jasne jest, ze
& T 375 7 J
3 5 7 o0 2n+1
2w B " . . B .
szereg o — —- + =Tt = E (-1) 1 jest zbiezny dla xz = +£1, przy czym nie jest

n=0
to zbieznoéé bezwzgledna. Wobec tego jego przedzialem zbieznodci jest [—1,1] — szereg potegowy
jest wewnaqtrz przedzialu zbieznosci bezwzglednie zbiezny. WykazaliSmy wiec, ze funkcja ciagla
e 2n+1
x
arctgx — Z(—l)"

v 2n+1

punktach wewnetrznych tego przedziatu. Stad wynika, ze ta funkcja jest stata na przedziale [—1,1].

jest ciagla na przedziale [—1,1] oraz ze jej pochodna jest réwna 0 w

Wobec tego dla kazdej liczby = € [—1, 1] zachodzi réwnosé:
o x2n+1 00 02n+1
n

arctgz — Z(fl)”2n+ 1= arctg0 — Z(fl) Tl = 0. Stad wynika, ze dla kazdej liczby
n=0 n=0
00 1.2n+1
x € [—1,1] zachodzi réwnos¢: arctga = Z(fl)" . Podobnie jak w poprzednim przykla-
= 2n+1

dzie tak i tu mozemy uzyska¢ konkretne rezultaty. Np. podstawiajac x = 1 do otrzymanego wzoru

1 1 1 1
otrzymujemy % =arctgl =1— 3 + S 4= Z(—l)”2n 1 ta réwnosé nazywana jest

n=0

zwykle wzorem Leibniza. Mozna wykazaé, ze jesli chcielibySmy za pomoca, tego wzoru znajdowaé

przyblizenia dziesietne liczby m, to musieliby$émy wykonaé wiele obliczen, co nawet w przypadku
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komputeréw ma istotne znaczenie — konkretnie: dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

1 1 1 1 1

dwdj < - — - < — (nie jest istal),

podwdjna D) “2ms1 w3 + S + n (nie jest ona oczywistal)
T 1 1 1 1

iec blad i t iu liczby — liczba 1 — = 4+ = — = 4+ -+ 4 (=1)"7!
wige blad popetniany przy zastepowaniu liczby - liczba 3 + - + 4 (=1 Y
. . 1 1 . . . L
jest zawarty miedzy ———— oraz — . Stosujac wzér z lepiej dobranym x otrzymac¢ mozna bez

4(n+1) 4n
trudu szeregi ,,szybciej” zbiezne.* W
o 1.2n+1

Wykazemy teraz, ze sinx = g (71)"m. WykazaliSmy poprzednio, ze dla kazdej liczby

n=0

3
L. ey, 2 ‘s X . . .
rzeczywistej © > 0 zachodzi nieréwno$¢ podwdjna = — 37 < sinz < z. Teraz wykazemy, ze

3,5 3,5 2 4
: 2 2 2 P .
sinz < :cngra .Niech f(z) = xngrafsm:v. Mamy f'(z) =1 o + T i wobec tego
3
x
mozemy napisaé, ze (f') (z) = —z+ 31 +sin x . Z przypomnianej nieréwnosci wynika, ze dla kazdej
/ !

liczby x > 0 zachodzi (f')(x) > 0, a stad wynika, ze funkcja f’ jest SciSle rosnaca na pélprostej
[0,400). Poniewaz f'(0) = 0, wiec jedli = > 0, to f'(x) > f(0) = 0. Stad wynika, ze funkcja
f jest Scisle rosnaca na pélprostej [0, +o00) i wobec tego jesli z > 0, to f(z) > f(0) = 0, czyli

3 5

T — 3 + 3 > sinz, a to wlasnie chcielidmy wykazac¢. Rozumujac w taki sam sposéb wnioskujemy,
. ' x5 2l

ze dla x > 0 zachodzi nieréwno$¢ x — 37 + oo < sinz — obliczamy pochodna réznicy

prawe]j i lewej strony tej nieréwnosci, potem jej pochodna, tej pochodnej, w wyniku otrzymujemy
funkcje dodatnia na pétprostej (—oo,0) itd. Powtarzajac to rozumowanie, czyli stosujac indukeje
zupelna, dochodzimy do wniosku, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « > 0 i kazdej catkowitej liczby

nieujemnej n zachodzi nieréwnosé podwdjna:

3 5 7 4n—1 3 5 7 x4n+1

(4n — 1)! 31 T T

4n—+1 4dn+1
e Mamy tez lim B 0 — mozna wywnio-
(4n +1)! ) n—oo (4n + 1)!
e 4n+1

7(430 1) jest zbiezny dla x > 0,
n !
n=0

Ro6znica skrajnych sum réwna jest
skowaC z kryterium ilorazowego d’Alemberta, ze szereg

1
< e
dn+1 4
1.4n+1

(4n 4 1)!
3 5 7 An+1
niz éwieré wyrazu n-tego. Niech sgpi1 = = — % + % - % + ...+ (71)%% i niech
3 5 7 4n—1
T T T T
PR T A I G
Stn-1 = @ = grtgr = b+ DT

lim (S4n+1 — San—1) = 0 wynika oczywiscie, ze lim s4,—1 = sinz = lim s45,41. Oznacza to,
n—oo n—oo

n—oo

wiec jego wyraz ma granice 0 albo zauwazy¢, ze jesli n > =z > 0, to a stad wy-

nika, ze dla dostatecznie duzych n wyraz o numerze n + 1 ciagu < > jest mniejszy

. Z tego ze Syn—1 < sinT < Sgpt1 1

x2n+1 1‘3 1.5 1‘7

m jest sinx, czyli ze sina:::cnyryfFJr... . Na razie

wiemy, ze rownos¢ ta ma miejsce dla = > 0, ale w rzeczywistosci, dzieki temu ze prawa strona

(o)
Ze suma, szeregu Z(fl)”

n=0

to szereg potegowy o srodku w punkcie 0, wiemy juz, ze promieniem zbiezno$ci prawej strony jest

* Mozna o tym przeczytaé np. w rachunku rézniczkowym i catkowym G.M.Fichtenholza, t.2, rozdzial

XI, $ 8, punkt 410, ksiazce wielokrotnie wznawianej przez PWN.
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45.

400 . Poniewaz obie strony lewa i prawa sa funkcjami nieparzystymi zmiennej z réwnymi w przy-
padku z > 0, wiec sa one réwne dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wykazalidémy wiec, ze dla kazdej

liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

3 5 7 o0 2n+1
mr—p— L ¥ _T — gt
s1na:—a?—3!+5! 7!—1—...—2( 1) on i) (43)
n=0
k x2n+1
»,Po drodze” wykazalisémy tez, ze skoniczona suma Z(—l)”i przybliza sume nieskoriczona,
oy (2n +1)!
|$|2(k+1)+1
z bledem mniejszym niz ———— . Wynika stad np. ze je$li x jest miara kata ostrego,
Q JSZY 2k + 1)+ 1)! y ad np J J 4 Kg g
. T 3,16 o . . . @ . iy
czyli 0 < z < 5 < - = 1,58, to réznica miedzy liczbami x — 37 i sinx jest mniejsza niz
x° 1,585 10
= < ] < 120 < 0,1. Zwiekszenie liczby skladnikéw o 1, tj. przyblizanie liczby sinx liczba,
3 5 T 1,587 1
T — % + % powoduje zmniejszenie btedu do wartosci mniejszej niz % < ’7! < 0,005 = 200"

Widzimy wiec, ze mozemy w miare dokladnie znajdowaé¢ wartosci liczbowe sinuséw stosunkowo
niewielkim kosztem, przy czym mozna dokladno$é istotnie zwiekszy¢ zwiekszajac liczbe skladnikéw
nieznacznie. Oczywidcie tego typu oszacowania sa przydatne nie tylko do rachowania, ale réwniez w
przypadku rozwazan teoretycznych. Zwroémy jeszcze uwage na to, ze jesli interesujemy sie liczbami

x bliskimi 0, to blad maleje, réwniez blad wzgledny zmniejsza sie. B

R . oo 2041
Z wzoru sinx = x — 37 + o +...= ;(—1)"m wynika natychmiast, ze
22 gh b o0 g2
coslefEJrEfaJr...:;(fl) @)l

— po prostu obliczamy pochodne obu stron wzoru (43) , co wolno zrobié¢ dzieki twierdzeniu o
pochodnej szeregu potegowego.

Zajmiemy sie teraz dwumianem Newtona. Nie chodzi przy tym o wzor na obliczanie n-tej potegi
sumy dwu liczb, bo ten byt z pewnoscia znany przed Newtonem, na pewno znal go Pascal, a praw-
dopodobnie (wg. N.Bourbaki, Elementy historii matematyki, PWN, Warszawa, 1980) byt znany
Arabom w wieku XIII, a Chiriczykom w wieku XIV. Chodzi o wzér na (1 + x)*, gdzie wykladnik
a nie musi by¢ liczba naturalna — moze by¢ dowolna, liczba rzeczywista, liczba x zas w przypadku
dowolnego wyktadniki nie moze by¢ dowolna, musi mie¢ wartosé¢ bezwzgledna mniejsza niz 1.

Rozpoczniemy od zdefiniowania symbolu Newtona. Jesli a € R oraz n € {1,2,...}, to przyjmu-

—Da—-2)...(a— 1
jemy, ze (a) = a(a )(a )' (e—n+l) . Dodatkowo <g> = 1 dla kazdej liczby rzeczy-
n n!

wistej a. Z definicji tej wynika natychmiast, ze jesli a jest liczba naturalna nie mniejsza niz n,
a al

to = ———— . Ogznacza to, ze nasza definicja jest po prostu rozszerzeniem definicji zna-
n nl(a —n)!

nej ze szkoly. Przy okazji wypada stwierdzi¢, ze jezeli a jest liczba naturalng mniejszq niz n, to

(Z) = 0, bowiem w tym przypadku w liczniku utamka definiujacego symbol Newtona wystepuje

liczba a —a =0.

a—n a+1

— = ot wynika od razu, ze
n+1 n+1

()=o) e ()G -(0) 5

o6

7 definicji symbolu Newtona i tego, ze 1+



Wykazemy teraz, ze jesli |x| < 1, to dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi wzér Newtona:
a a a a = /a
a __ 2 3 R n
(1+2) _(O)+(1)x+(2):c +(3):c + —Z(n)x : (45.N)
n=0
Rozpoczniemy od znalezienia promienia zbiezno$ci szeregu potegowego wystepujacego po prawej

stronie réwnodci (45.N). Skorzystamy z kryterium ilorazowego d’Alemberta. Obliczamy granice

. . L | GSy)e ! .| (@a—n)x
ilorazu zakladajac, ze a nie jest liczba naturalng: lim |——f——| = lim |————| =|z|. Stad
n—00 (n)xn n—oo| m+1

wnioskujemy, ze w przypadku |z| < 1 szereg jest bezwzglednie zbiezny, natomiast w przypadku
|z| > 1 szereg jest rozbiezny, bowiem jego wyraz nie dazy do 0 przy n — oo . Obliczymy pochodna,

ilorazu Z (Z) ac"/(l +2)*.  Mamy

n=0

el n=0

e (S S0 S ()
e (5 ) £ (02 £ (0))
e (S ) S0 £ ()]

() ()= () mat e S0 o

n=1

WykazaliSmy, wiec ze pochodna ilorazu réwna jest 0 w kazdym punkcie przedziatu (—1,1). Stad
wynika, ze na tym przedziale ten iloraz jest funkcja stala, wiec jego warto$¢ w kazdym punkcie

x jest taka sama jak warto$¢ w punkcie 0, a w tym punkcie wartos¢ tego ilorazu jest réwna

o0
Z (a)O”/(l +0)* = (g)/(l +0)* = 1 . Wykazaliémy wiec, ze dla kazdego x € (—1,1)
n
n=0
(o]
., ., a . . .
zachodzi réwnosé (14 x)* = Z ( )x" , czyli zrealizowalis$my nasz plan.
n
n=0
1 = (-1
Zauwazmy jeszcze, ze dla a = —1 otrzymaliSmy wzoér = Z x™ . Czytelnik bez trudu
142z —=\n
—1)(—2)...(—
stwierdzi, ze (_nl) = (=1)( )' (=n) = (—1)", zatem otrzymana réwnosé¢ mozemy zapisa¢ jako
n!
1 oo oo
= Z(—l)”x” = Z(—x)” Widzimy wiec, ze wzér (45.N) mozemy potraktowaé nie tylko
1+ n=0 n=0

jako uogdlnienie wzoru dwumianowego pozwalajacego na zapisywanie w postaci sumy skonczonej
potegi o wykladniku naturalnym sumy 2 sktadnikéw, ale rowniez jako uogdlnienie wzoru na sume

nieskoriczonego ciaggu geometrycznego (o ilorazie —z ). B
1

46. Wzor Newtona mozemy zastosowaé¢ do wyrazenia T (1 —22)~Y2 . Otrzymujemy

ez oo () o (2 o (1) o
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Mamy tez

(7)o - (C1/2)-(=3/2)(=5/2) . (= Gn=1)f2) |

n 1-2-3-...-n
B (1/2)-(3/2)-(5/2) ... ((2n —1)/2) (P = 1-3:5-...-(2n—-1) o,
B 1-2-3- 0 2:4-6-...-(2n)
Stad wynika, ze <iz/2> : (—xQ)n = <2n1+ 1 L .23. .45. .6' : : (Q?Qn)l) -x2"+1> . Konsekwencja tej

réwnodci, twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego, réwnosci arcsin0 = 0 oraz wzoru

(arcsinz)’ = jest réwnosé

1
V1—2z?

—
w

o] =
]
e~

cad

wl
N~

(o)

) 1 1-3-5-...-(2n—1) 5.
arcsinz = x = . T ,

+ §2n+1 2-4-6-...-2n

ktéra zachodzi dla x € (—1,1), bo dla tych x prawa strona jest szeregiem zbieznym — wynika
to tatwo z kryterium ilorazowego d’Alemberta, iloraz dwéch kolejnych wyrazéw ma granice 2.
Troche trudniejszy dowdd zbieznosci tego szeregu dla « = +1 opuszczamy. Poniewaz dla « & [—1, 1]
granica ilorazu dwoéch kolejnych wyrazow rozpatrywanego szeregu jest wieksza niz 1, wiec w tym

przypadku szereg jest rozbiezny. Stad wynika, ze réwno$¢ w rzeczywistosci zachodzi dla wszystkich

1
x € [-1,1] i zadnych innych. Mozemy wiec zastosowaé ja w przypadku z = 3 Mamy wiec
m 11 1 31 1-3 (1Y° o LT
= arcsin = = stz 313 g 51 \3 + -+ -. Jest oczywiste, ze przyblizajac liczbe 5
3 5

n 1
2
1 1- 1
liczba, 5 —|— 3 5 5 —4 3 popeliamy btad mniejszy niz suma szeregu geometrycznego,

, . . 1-3-5
ktoérego pierwszym wyrazem jest

1
7 2-4.

7
1 1-3-5 1 1
T 316 (5) , a ilorazem — liczba 1 czyli

(=2}

)

7
1 4 5
(5) '3 = {0750 < 0,0005. Poniewaz mamy do czynienia z szeregiem zbieznym ,szybciej ” niz

1
szereg geometryczny o ilorazie 1 wiec wydtuzenie sumy o jeden sktadnik spowoduje przynajmniej
czterokrotne zmniejszenie sie btedu jaki popelmiamy zastepujac sume nieskoriczonego szeregu jego

suma, czesciowa,. Nie jest to rezultat rewelacyjny, ale jednak znacznie lepszy niz w przypadku szeregu
7r 1 1 1
Leibniza — =1 — =4+ = — =+ ...
ey 37577
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POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

1. Podstawowe definicje i twierdzenia

7 pochodnymi wyzszych rzedéw w istocie rzeczy juz spotkaliémy sie. Po prostu w kilku przypadkach
obliczaliSmy pochodna, pochodnej. To oczywiscie zdarza sie czesto, gdy trzeba ustali¢ jakie wlasnosci
ma funkcja. Przyjmuje sie nastepujace okreslenie.

Definicja pochodnej wyzszego rzedu
Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze zawierajacym przedzial otwarty I zawierajacy punkt
p. Niech fO(z) = f(z) dla kazdego = z dziedziny funkcji f. Zalézmy, ze funkcja f ma pochodna,
(n — 1)—ego rzedu f»1) w kazdym punkcie przedziatu I. Jedli funkcja f~Y ma w punkcie p
pochodna, (f("_l))/ (p), to te pochodna nazywamy pochodng n—tego rzedu funkcji f w punkcie p i
oznaczamy symbolem f (")(p). Jedli pochodna n—tego rzedu jest skoriczona, to méwimy, ze funkcja f
jest n—krotnie rézniczkowalna w tym punkcie. B

Jest jasne, ze f' = f(). Zamiast pisa¢ f(® piszemy na ogét f”. Niektérzy matematycy zamiast
f® pisza f".

Przyklady

1. Niech f(z) = az+b. Wtedy dla kazdego = mamy f'(z) = a, wiec f”(z) =0 dla kazdej liczby
rzeczywistej . Wobec tego réwniez f()(z) = 0, a stad wynika, ze réwniez f(™(z) = 0 dla kazdej
liczby naturalnej n > 1 i kazdej liczby rzeczywistej x. B

2. Niech f(z) = az?® + bx + c. Wtedy f'(x) = 2ax + b, wobec tego f”(x) = 2a i wobec tego dla
kazdej liczby naturalnej n > 2 i kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi réwnosé f () (z)=0.

3. Niech f bedzie wielomianem stopnia m, tzn. istnieja liczby rzeczywiste ag, ai,...,am , pray

czym a,, # 0, takie ze dla kazdego = € IR zachodzi réwnoéé f(z) = ap + a1z + aza® + -+ + apa™.
Wtedy f0™(x) = mla,, dla kazdego = € IR oraz f("(z) = 0 dla kazdej liczby naturalnej n > m i
kazdej liczby rzeczywistej x.
Twierdzenie to wykazaliSmy juz w przypadku m = 1,2. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego niz m . Wynika stad, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych
x zachodzi réwnosé f'(z) = a1+2az+---+ma,z™ z. Poniewaz f’ jest wielomianem stopnia m—1,
wiee (f)m=V(z) = (m —1)! - ma,, dla kazdej liczby rzeczywistej . Poniewaz (f')(™~Y = f(™) oraz
(m —1)!-m = m!, wiec dla kazdej liczby rzeczywistej  mamy f()(z) = mla,,. Stad oczywiscie
wynika, ze jesli n > m jest liczba naturalna, to £ (z) = 0 dla kazdego z € IR. ®

4. Niech f(z) = e*. Wtedy fM(z) = f'(z) = e®. Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n i
kazdej rzeczywistej  zachodzi réwnoéé (™) (z) = e®.

5. Niech f(z) = sinz. Wtedy fM)(z) = f'(x) = cosz. Zatem fP)(z) = f"(z) = —sinx = —f(z).
Stad wnioskujemy z latwoscia, ze f&)(z) = —f'(z) = —cosx i fW(z) = —f"(x) = sinz. Jasne
jest, ze od tego momentu beda sie kolejno pojawiaé¢, cosz, —sinz, —cosz i znéow sinz itd. Mozna
wiec napisa¢ f(?")(z) = (=1)"sinz oraz f***tD(z) = (—=1)"cosz dla dowolnego n € {0,1,2,...} i
reR. N

6. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie mozemy wykazaé, ze (cos x)(2n) = (=1)"cosz oraz

(cosz)®" ™) = (—1)"*sinz. m
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7. Niech f(x) = Inz. Mamy wiec nastepujaca réwnosé¢ f((z) = f/(z) = % =z~ !. Wobec tego
@) = f'(x)
jemy, ze f¥(z) = 2( 3)z~* = —3lz~*. Analogicznie f©®)(z) = 4!z~° itd. Ogdlnie mozemy napisaé
f™(z)=( (x)) = (=1)""Y(n—1)!lz7" dla kazdej liczby calkowitej n > 1 i kazdej liczby rzeczywi-

= (x_l) = (=127t = —272. Dalej f®(z) = (—272) = 2273, Stad wniosku-

stej . W

8. Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens. Mamy (tg x)/ = 1+ tg?x. Wobec tego zachodzi
réwnoéé (tgz)” = (1+ tg? x)l = 2tgx(l + tg?x) = 2(tgx + tg®z) — skorzystaliémy z wzoru na
pochodna funkeji zlozonej. Stad (tg a?)(3) =2(1+3tg?2)(1 +tgz) = 2(1 +4tgz + 3tg z), a stad
(tg x)(4) =2(8tgx+12tgd z)(1+tg? x) = 8(2tgx+5tg® v+ 3 tgd x) . Te obliczenia mozna kontynuowad,
jednak w tym przypadku nie da sie napisa¢ réwnie prosto jak w poprzednich przypadkach ogdlnego wzoru

na n—ta pochodna funkcji. B

T 3 2
9. Znajdziemy teraz wzor na n-ta pochodna funkcji = — . W tym
) Y ap A N i sr 16 r+3 x+2 Y
1 li
celu starczy znalezé n—ta pochodna funkcji postaci Mamy ( n > = —(x +¢)72. Stad
r+c

1 "

( n > = —(=2)(x + ¢)72! = 2(x + ¢)~2. Rozumujac dalej w ten sam sposéb otrzymujemy
r+c

(3)

1

( n > = —6(x+c)"* = —6!(x + ¢)~*. Bez zadnych trudnosci piszemy wzér ogélny na n-ta po-
x+c

() (n)
) = (=1)"n!(x+c)~""1. Stad wynika juz od razu, ze (7332 n ;x T 6) =

(=1)"n! (3(z+3)™" ! — 2(x +2)""!) . Wypada jednak zaznaczy¢, ze bez rozlozenia na czynniki mia-

chodng tej funkcji: (
T +c

nownika nasze szanse na sukces bylyby znikome. B

10. Wykazalismy poprzednio, ze jesli funkcja jest rézniczkowalna na pewnym przedziale i jej po-
chodna jest na tym przedziale réwna 0, to funkcja ta jest stata. Zalézmy teraz, ze f”(x) =0 dla wszyst-
kich z € (a,b) dla pewnych a,b € R. Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia funkcja
/' jest stala na przedziale (a,b). Niech f/(z) = A dla wszystkich z € (a,b). Niech g(z) = f(z) — Ax.
Zachodzi oczywista réwnosé ¢'(x) = 0 dla kazdej liczby = € (a,b). Wobec tego g jest funkcja stala.
Oznaczajac jej jedyna warto$é przez B otrzymujemy réwnosé¢ B = g(x) = f(x) — Ax. Stad od razu
wynika, ze f(z) = Az + B dla kazdej liczby = € (a,b). Wykazalidmy wiec, ze jesli druga pochodna jest
tozsamosciowo réwna 0, to funkcja jest wielomianem stopnia nie wigkszego niz 1. Podobnie mozna wy-
kazad, ze jesli trzecia pochodna jest tozsamosciowo rowna 0 na pewnym przedziale, to funkcja jest na tym
przedziale wielomianem stopnia nie wiekszego niz 2. Jedli bowiem f©®)(z) = 0dla kazdego z € (a,b), to

na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja f’ jest wielomianem postaci Az + B . Bez trudu zgadujemy,
!

/
ze (%AaxQ + Baj) = Az + B. Stad wynika, ze (f(a?) - %AmQ - Ba?) =0 dla wszystkich x € (a,b).
Teraz mozemy stwierdzi¢, ze funkcja f(x) — %Aﬁ — Bz jest stala, co konczy dowdd tego, ze f jest
wielomianem, ktérego stopien jest mniejszy niz 3. Jest catkowicie jasne, ze kontynuujac to rozumowanie
wykazemy, ze jesli n—ta pochodna pewnej funkcji jest réwna 0 w kazdym punkcie pewnego przedziatu,
to funkcja ta na tym przedziale jest wielomianem, ktérego stopien jest mniejszy niz n. B

11. Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalng na pewnym przedziale oraz ze dla pewnej liczby

rzeczywiste] k réwnosé f'(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich z. Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieje

60



stala C € IR, taka ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnoéé f(x) = Cek* . W celu uzyska-

x
nia tej réwnosci starczy wykazac, ze iloraz f(kx) jest funkcja stala, czyli ze pochodna tego ilorazu jest
e
! 1 kx kx !
x x)e™ — ke x x)—kf(z
wszedzie réwna 0. Mamy (f(k )) = (@) 1) = (@) 1) = 0 — ostatnia rownosc¢
ekz e2kx ekz

wynika z zalozenia o funkcji f. Wykazalidmy wiec, ze iloraz jest funkcja stala. Te stala oznaczamy
przez C'. Jasne jest, ze f(x) = Cek®.

Rozwazymy teraz nieco bardziej skomplikowana zaleznos¢. Mianowicie zalozymy, f jest funkcja dwu-
krotnie rézniczkowalng w kazdym punkcie prostej * oraz ze dla kazdej liczby rzeczywiste] = zachodzi
ré6wnoéé¢ f"”(x) = f(x). Bez trudu mozna podaé¢ dwa przyktady funkcji spehmiajacych to réwnanie:
g(x) = €* oraz h(x) = e~*. Majac dwa, mozna ich podaé¢ o nieskoriczenie wiele. Jesli ¢,d sa dowol-
nymi liczbami rzeczywistymi, to funkcja cg(x)+dh(z) = ce® +de™* réwniez spelnia to réwnanie. Jasne
jest, ze réwniez funkcja u(z) = f(z) —cg(x) — dh(z) spehia to réwnanie. Liczby ¢ i d mozna dobraé w
ten sposéb, ze u(0) = 0 = «'(0) — wystarczy rozwigza¢ uklad réwnan: f(0) = c+d, f'(0) =c—d trak-

1
tujac ¢ i d jako niewiadome, a f(0) i f/(0) jako dane liczby. Otrzymujemy ¢ = 3 (f(0) + f'(0)) oraz

1
d= 3 (f(0) — f'(0)) . Poszukujemy wiec dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji u, takiej ze dla kazdego x

zachodzi réwno$é u” () = u(z) oraz v'(0) =0 = u(0). Wykazemy, ze u jest funkcja, zerows. Zauwazmy

1 I I
najpierw, ze u”u’ = uu’, i wobec tego <§(u’)2) = <§u2) . Stad wynika, ze funkcja (u’)2 —u? ma

zerowa, pochodna, wiec jest stata. Poniewaz (u'(O))2 —u(0)? =0, wiec funkcja (u')2 —u? jest zerowa,
czyli v/ (2)? = u(x)? dla kazdej liczby rzeczywistej . Zalézmy, ze funkcja u przyjmuje w pewnym
punkcie p warto$é rézna od 0. Sa dwie mozliwosdci: u/(p) = u(p) # 0 lub u/(p) = —u(p) # 0. Po-
niewaz obie funkcje u i u' sa ciagle, wiec w pierwszym przypadku réwnos$¢ u'(xz) = u(x) zachodzi dla
wszystkich x dostatecznie bliskich p, za§ w drugim przypadku dla wszystkich x dostatecznie bliskich
p zachodzi réwnoéé u'(x) = —u(z). Dostatecznie bliskich oznacza w tym przypadku dla wszystkich x
z dowolnego przedziatu przedzialu I zwierajacego punkt p, na ktérym funkcja u nie ma pierwiastkéw.
Z pierwszej réwnosci wynika, ze istnieje stala C, taka ze u(z) = Ce® dla wszystkich = z przedziatlu
I. 7 drugiej réwnosci wynika istnienie statej C', takiej ze dla wszystkich x z przedzialu I zachodzi
ré6wno$é¢ u(z) = Ce™®. Mozna zatozyé, ze I jest maksymalnym przedziatem, ktéry zawiera punkt p i
w ktérym funkcja w nie ma pierwiastkéw. Oczywiscie 0 nie lezy w przedziale I. Wobec tego miedzy p
i 0 lezy koniec ¢ przedziatu I, drugi koniec przedziatu I znajduje sie po przeciwnej stronie punktu p i
nie jest wykluczone, ze jest nieskoriczonoscia,. Jest jasne, ze u(q) = 0 — gdyby tak nie bylo, to przedzial
I siegalby poza ¢. Poniewaz funkcja u jest ciagla i na przedziale I obowiazuje wzér u(x) = Ce* lub

? wiec w punkcie ¢ mamy u(q) = Ce*®. Jednoczesnie u(q) = 0. Z dwéch ostat-

wzér u(z) = Ce™
nich stwierdzenn wynika, ze C' = 0, a to oznacza, ze whrew uczynionemu zalozeniu u(p) = Ce*P = 0.

WykazalisSmy wiec, ze u jest funkcja zerowa, a to oznacza, ze funkcja f jest postaci ce” +de ™. R
12. Wykazaliémy poprzednio , ze réwnosci f(™(z) =0, f'(z) = kf(x), f"(z) = f(x) spemione
w kazdym punkcie przedzialu wymuszaja, by funkcja f wyrazala sie prostym wzorem. Omdéwimy

jeszcze jeden przyklad tego typu. Zalézmy mianowicie, ze dla wszystkich punktéw pewnego prze-

*  Nie jest istotne, ze dziedzing jest prosta, moze by¢ dowolny przedziat.
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dziatu I speliona jest zaleznosé¢ f”(x) = —f(z).** Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieja liczby
a,b € R, takie ze dla kazdej liczby x € I zachodzi réwnosé f(z) = acosx + bsinz. Niech p ozna-
cza dowolny punkt przedziatu I. Jasne jest, ze w kazdym punkcie przedzialu I zachodzi réwnosé
(acosz + bsinz)” = — (acosz + bsinx), tzn. funkcja postaci acosz 4 bsinz spelmia rozpatrywane
réwnanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mialy miejsce réwnosci f(p) = acosp + bsinp oraz
f'(p) = —asinp + beosp, tzn. a = f(p)cosp — f/(p)sinp oraz b = f(p)sinp + f'(p)cosp. Niech
u(z) = f(z) — acosxz — bsinx. Jest jasne, ze u”(x) = —u(z) dla kazdej liczby a € I oraz ze
u(p) = 0 =u/(p). Stad wynika, ze ((u/(z))? + (u(x))Q)/ =2 (v (x)u'(x) + v/ (z)u(z)) = 0, wiec funkcja
(u'(x))? + (u(z))? jest stata na przedziale I, zatem (u'(z))? + (u(z))? = (v'(p))? + (u(p))® = 0 dla
kazdego = € IR . Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy obie te liczby
sa zerami. Wobec tego dla kazdego x € IR zachodzi réwno$é u(x) = 0, a zatem f(z) = acosx + bsinx
dla kazdego = € IR. Okazalo sie, ze réwniez w tym przypadku mozna latwo opisaé wszystkie funkcje
speliajace réwnanie f” = —f. Tego typu réwnania nazywane sa réwnaniami rézniczkowymi zwyczaj-
nymi. Istnieje obszerna teoria réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Nie mamy tu mozliwo$ci omawiania
jej. Jest ona stosowana réowniez w wielu dziedzinach poza matematyka, przede wszystkim w fizyce i w
technice. Réwniez w ekonomii. Réwnaniom rézniczkowym po$wiecony jest oddzielny wyktad na drugim
roku studiéw. B

Teraz zauwazmy, ze liczenie pochodnych wyzszego rzedu polega na obliczaniu pochodnych rzedu
pierwszego, wiec wlasciwie juz sie z tym zapoznalismy. Jesli chodzi o wzory ogdlne, to oczywistym — i w
zasadzie nie wartym wspomnienia — jest wzér na n—ta pochodna sumy dwu funkcji rézniczkowalnych
n—krotnie: (f+g)(") = (") 4 ¢(")  Leibniz zauwazyl, ze jesli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne,

to zachodzi wzor bardzo podobny do wzoru dwumianowego Newtona:

(o)™ = zn: (”) =) g0) (Leibniz)

=0 M
Prosty dowdd tego wzoru wykorzystujacy wzér na pochodna iloczynu dwu funkcji i znang réwnosé
(?) + (jﬁl) = (7;111), dzieki ktérej wspélczynniki dwumianowe mozna obliczaé za pomoca tréjkata
Pascala, pozostawiamy czytelnikom w charakterze bardzo prostego ¢wiczenia. Wzory na n—ta pochodna
ztozenia i funkcji odwrotnej sa na tyle skomplikowane, ze wlasciwie w ogdle nieprzydatne, zreszta trudno
je znalez¢ w literaturze.

Przejdziemy teraz do sformutowania jednego z najwazniejszych wzoréw analizy matematycznej, tzw.
wzoru Taylora. Pierwsza pochodna funkcji wprowadziliémy po to, by méc przyblizy¢ funkcje w poblizu
interesujacego nas punktu wielomianem stopnia pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wyzszych
rzedow pojawily sie w kilku miejscach w zwigzku z bardziej szczegétowym badaniem funkcji . Okazuje sie,
ze definicje pochodnej, zwiazana z przyblizaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub zerowego,
mozna uogdlni¢. Tym zajmiemy sie teraz. Efektem bedzie zapowiadany wzor Taylora.

Poprzednio blad przyblizenia mial by¢ maly w poréwnaniu z pierwsza potega zmiany argumentu.

Teraz zazadamy, by byt maly w poréwnaniu z wyzszymi potegami h. Niestety nie bedzie to mozliwe

** Taka zaleznos¢, a dokladniej f”:7‘L7f pojawia si¢ przy analizowaniu ruchu wahadla matematycznego o dlugosci [
przy zalozeniu, ze amplituda jest tak mala, ze przyblizenie fasin f jest dostatecznie dokladne, g to przyspieszenie
ziemskie.
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przy uzyciu wielomianéw stopnia nie przekraczajacego 1 — bedziemy zmuszeni do uzycia wielomianéw
stopnia wyzszego.
Zalézmy, ze 0 < |h| < 1. Wobec tego |h| > h* > |h|> > h* > .... Jasne jest tez, ze jesli h

jest bardzo blisko 0, to h? jest znacznie blizej zera niz h, h® znacznie blizej niz h? itd. Jest tak, bo
2 m
lim W= 0 iogdlnie, jesli m > n, to }1lim T = 0. Mozna mysle¢ o tym tak: jezeli h jest bardzo mate

;L nz > n, to liczba h™ stanowi znikoma? cze$¢ liczby Rh™, oczywiscie obie sa wtedy bardzo male, ale
jedna jest istotnie mniejsza niz druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, réznica miedzy dwiema funkcjami f i g bedzie mala,
jesli bedzie jesli bedzie dazy¢ do 0 po podzieleniu przez h'™ , gdzie oznacza liczbe naturalna. Nastepujacy

lemat podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by dwie funkcje byly w tym sensie jedna drugie;j.

Lemat o funkcjach $cisle przylegajacych
f(z) —g(z)

Jedli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne w punkcie 0, to lin}) —
r— X

= 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy pochodne funkeji f i g w punkcie 0 sa réwne do n-tego rzedu wlacznie: f0)(0) = ¢g¥)(0)
dla j €{0,1,...,n}.

Dowéd. Zalézmy, ze lim @) = g(x) = 0. Niech r(z) = f(x) — g(x). Trzeba udowodni¢, ze

x—0 xn
r(z)

r(0) = 7'(0) = 7"(0) = ... = r(™(0) = 0. Zalézmy najpierw, ze 0 < j < n. Mamy wtedy limO — =
x—0 I

lirr%J Li:) . lirr%J "7 =0, bo pierwsza granica jest réwna 0, a druga 0 lub 1 w zaleznosci od tego, czy

xr— €T xr—

7 <n czy tez j = n. Mamy limO r(x) = 0. Stad i z tego, ze funkcja r jest ciagta w punkcie 0, jako
Tr—

—7r(0
rézniczkowalna, wynika, ze r(0) = 0. Mamy 0 = lim r@) = lim r(z) — ()
rz—0 X r—0 x

r’(0) = 0. Teraz wykazemy, ze r”/(0) = 0 (zakladamy oczywiscie, zen > 2). Stosujemy teraz regule de

/ 1 ’ o
I’Hospitala: 0 = lim @ = lim M = Z lim M

= 1'(0). Wobec tego

1
= 57’”(0). Wykazemy teraz w taki sam

z—0 2=0 2r 240 z
sposéb, ze réwniez trzecia pochodna réwna jest 0:
/ 1/ 1 /! - 0 1
0 = lim r@) = lim =2 () = lim = () =~ lim - (z) —"(0) r3(0)
z—0 $3 z—0 3332 z—0 Ox 6 2—0 x
Jasne jest, ze te procedure mozna kontynuowac.
Wykazemy teraz, ze jesli r(0) = +/(0) = r"(0) = ... =r"(0) =0, to limO Li) = 0. Stosujemy regule
r— i
/ " (n—1)
de 'Hospitala: lim M = lim (@) = lim 7"7(1) =...= lim r—(x) Mamy dalej
z—0 "  z—0nz"~!  z—0n(n—1)z"2 z—on(n—1)...2z
(n—1) (n—1) _ n(n=1) 0
lirr%J d (=) = lir% 4 (@) —r © =7 (0) = 0. Dowéd lematu zostal zakoticzony. W
xr— xT xr— xT

Whniosek z dowodu.

Jedli funkcja r jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie 0 i r(0) = r/(0) = r”(0) = r»=1(0) = 0, to
(n)
lim r(@) = ©) . m
z—0 2" n!
Z lematu o funkcjach $cisle przylegajacych wynika, ze jesli chcemy przyblizyé¢ funkcje w otoczeniu

punktu p wielomianem w tak, by btad przyblizenia byl maly w poréwnaniu z h™, to pochodne, do
n—tego rzedu wlacznie, tego wielomianu w punkcie 0 musza, by¢ réwne odpowiednim pochodnym funkcji
f w punkcie p: fU)(p) = w(0). Jezeli w(z) = ap + a1x + agx® + -+ + a,z"™ dla kazdego = € R,

) ()
to wi(0) = jla; dla j = 0,1,2,...,n. Stad wynika, ze powinno by¢ a; = / "(p) . To motywuje
j!

wprowadzenie nastepujacego okreslenia.
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Definicja wielomianu Taylora i reszty

Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie p pochodna n—tego rzedu. n—tym wielomianem Taylora funkcji

" (3) (n)
f ( )hz f 3!(p)h3—|—---+f n!(p)

f w punkcie p nazywamy wielomian f(p) + f'(p)h + h™ zmiennej

h. n—ta reszta nazywamy réznice

/" (p) 3 (p) f™ ), .,
o h> + 3 h3+~~~+Th>

ralt) = 54 1) = (1) + £ )0 +
Oczywiscie wielomian Taylora okreslony jest dla wszystkich liczb h, natomiast reszta tylko dla takich h,
dla ktérych punkt p + h znajduje sie w dziedzinie funkcji f. Jasne jest tez, ze po to, by méc mowic
o pochodnej f(™(p) trzeba zalozyé istnienie pochodnej f(™~1) oraz wszystkich pochodnych nizszego
rzedu w pewnym otoczeniu punktu p. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie G.Peano

Jedli f jest funkcja n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p, to lim =0.

h—0

rn(h)
hn
f,,( Pp2 f‘?(p) SR ( )

Réwnosé f(p+h) = f(p) + f'(p)h +

wzorem Taylora z reszta, Peano, jesli dodamy informacje zawarta, w therdzemu Peano.

———h" + r,(h) nazywana bywa

Wynika ono natychmiast z lematu o funkcjach $cisle przylegajacych. B

Roéwniez z tego lematu wynika, ze innego wyboru nie ma, jesli chcemy mie¢ tak dokladne przy-
blizenie i nie chcemy zwiekszaé stopnia wielomianu ponad niezbedne minimum.

Twierdzenie o jednoznaczno$ci wielomianu Taylora
Jedli funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p i w jest wielomianem stopnia nie wiekszego

niz n, tzn. istnieja liczby ag, a1,...,a,, takie ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

h) —
w(z) = ap+ a1z + az2® + -+ ana" oraz lim fo+ h)n w(p)
11—

zachodzi wzér fU)(p) = jlaj, a wiec w jest wielomianem Taylora funkeji f w punkcie p. B

=0, to dla kazdego j € {0,1,2,...,n}

Nadmieni¢ wypada, ze Taylor byl wspodlczesny Newtonowi, wzér Taylora znaleziony zostat od razu.
Idea przyblizania dokladniejszego niz liniowe byla obecna w omawianej teorii od samego poczatku!
Rowniez wspolczesny Newtonowi byt Szkot o nazwisku Maclaurin, ktérego nazwiskiem opatrywany jest
wzér Taylora w przypadku p = 0. Zaznaczmy jeszcze, ze z wzorem Taylora zwiazane jest szereg Taylora
funkcji: Z %h” . Szereg ten moze mie¢ dodatni promien zbieznosci lub zerowy. Po to, by w ogdle

n=0
mozna bylo o nim méwié trzeba zalozy¢, ze funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rzedow. Jednak

nawet wtedy moze mieé on zerowy promieni zbieznosci lub mieé¢ sume rézna od f(p+ h). W przypadku

p = 0 moéwi sie zazwyczaj o szeregu Maclaurina. Czytelnik poznal juz rozwiniecia w szereg Maclaurina

® n > 2n+1
funkcji wyktadniczej o podstawie e: e® = Z %, funkcji sinus: sinx = Z(—l)"m, funkcji
n=0 n=0
oo x2n oo $2n+1
kosinus: cosz = Z(—l)”m, funkcji arkus tangens: arctgx = Z(—l)" o 11 O rozwiniecie
n=0 n=0
o0
w szereg Taylora funkcji In woké6t punktu p = 1: In(1 + z) Z , funkcji potegowej o

wyktadniku a € R wokét punktu p=1: (1+2)* = Z (Z) 2", réwniez funkcji arkus sinus i funkcji
n=0

x
22 4+52+6"
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Definicja lokalnego ekstremum
Moéwimy, ze funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym przedziat I o srodku w punkcie p ma w tym
punkcie lokalne maksimum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedzial J C I o srodku w punkcie p, taki
ze jesli x € J, to f(z) < f(p). Jedli nieréwnosé jest ostra dla x # p, to méwimy, ze lokalne maksimum
jest wlasciwe. Analogicznie okreslamy lokalne minimum oraz lokalne minimum wlasciwe. Jesli funkcja
ma w punkcie p lokalne maksimum lub lokalne minimum, to méwimy, ze ma w tym punkcie lokalne
ekstremum. B

2 4 .6 2

Jasne jest, ze funkcje =, z*,z° ...maja w punkcie 0 minima, natomiast funkcje przeciwne —z=,

—2*,—2% ... maja w punkcie 0 maksima. Funkcje x, 23, 2°...nie maja w punkcie 0 ekstreméw,
nawet lokalnych. Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalajace w licznych przypadkach latwo stwierdzié,
czy funkcja n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p ma w nim lokalne ekstremum.
Twierdzenie o lokalnych ekstremach

Zalézmy, ze funkcja f jest m—krotnie rézniczkowalna w punkcie p oraz ze zachodza réwnosci
0= f(p) = f"(p) = ... = fOD(p) i nieréwnos¢ f™(p) # 0. Wtedy jesli n jest liczba niepa-
rzysta, to funkcja f nie ma w punkcie p lokalnego ekstremum — w dowolnie malym otoczeniu punktu
p przyjmuje zaréwno wartosci wieksze niz w punkcie p oraz wartosci wieksze niz w punkcie p, jesli
natomiast n jest liczba parzysta, funkcja to f ma w punkcie p lokalne ekstremum wlasciwe: minimum,
gdy f((p) > 0, maksimum — w przypadku f((p) < 0.

Dowdéd. Skorzystamy z wzoru Taylora:

1 2l n—1) o A T(h)

flp+h)=f(p)+

Wobec zalozen o pochodnych funkcji f w punkcie p mozemy napisaé

(n) n) .
fo+h)=fp)+ fT!(p)han(h)) — Fp) + B (f n!(p) N n(h))

hn
Poniewaz lim Th( ) — 0, wiec istnicje 6 > 0, taka ze jesli 0 < Ih| < 8, to Th( )‘ <! '(p) ‘ Znak
— n n n!

sumy dwu liczb jest taki sam jak znak tej z nich, ktérej wartosé¢ bezwzgledna jest wieksza. W przypadku

f(n) P rn(h) .
sumy 77”( ) + —h(") ]

est on wiec, przy zalozeniu, ze 0 < |h| < § taki jak znak liczby f(™(p) (n!
F@) )
n! hn
sie wraz ze zmiana znaku h. Jedli n jest liczba parzysta, to znak ten jest niezalezny od znaku h: w
1), )
n! hn

nie ma wplywu znak). Jedli n jest liczba nieparzysta, to znak iloczynu h™ ( ) zmienia

przypadku f(™(p) < 0 liczba h”< > jest ujemna, za$ w przypadku f(™(p) > 0 —
dodatnia. Stad teza wynika od razu. B

Podany przed chwila dowdéd ilustruje jak stosowany jest wzér Taylora: Pewna wlasnosé przyshu-
guje wielomianowi Taylora, reszta nie jest w stanie jej zmienié, bo jest za malta. Oczywiscie istotnym
zalozeniem jest f(™) (p) # 0 — bez niego nie mamy podstaw do twierdzenia, ze reszta jest mala w
poréwnaniu z wielomianem Taylora funkeji f(x) — f(p), przeciwnie w takim przypadku wszystkie
informacje o zachowaniu sie funkcji w poblizu punktu p zawarte sa w reszcie, o ktorej niewiele wiemy!
Po drugie wypada podkresli¢, ze méwimy tu jedynie o zachowaniu sie funkcji w poblizu punktu p,

na nic wiecej nie mozemy liczyé¢, bo zalozenia, ktére uczyniliSmy dotycza jedynie pochodnych w tym
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jednym punkcie! O wielkoéci liczby 6 réwniez nic nie mozemy powiedzieé, jesli w konkretnej sytuacji
musimy co$ konkretnego o niej powiedzieé¢, to wymaga to dalszego badania konkretnej funkcji.*

Przyklady cd.

13. Niech f(x) = 3z* — 2823 + 8422 — 96x. Mamy f'(z) = 1223 — 8422 + 168z — 96 = 12(2® —
72% + 142 — 8) = 12(z — 1)(z — 2)(x — 4). Pochodna f’ zeruje sie jedynie w punktach 1,2,4. Druga
pochodna jest réwna f”(x) = 3622 —168x+ 168 = 12(32% — 14z +14) . wobec tego f”(1) >0, f"(2) <0
i f"(4) > 0, wiec z twierdzenia o lokalnych ekstremach wynika, ze w punktach 1 i 4 funkcja f ma
lokalne minima, a w punkcie 2 ma lokalne maksimum. Z tego twierdzenia juz wiecej nic nie jestesmy
w stanie wywnioskowa¢. Natomiast z twierdzenia o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych wynika,
ze na kazdym z przedzialéw (—oo,1], [1,2], [2,4] oraz [4,4+00) funkcja f jest $cisle monotoniczna,
bowiem w ich punktach wewnetrznych pochodna f’ funkcji f nie zeruje sie. Mamy f(1) = —37,
f(2) = =32 oraz f(4) = —64. Wiemy wiec, ze funkcja f na przedziale [1,2] rosnie, na przedziale [2,4]
maleje. Obliczywszy f(0) =0 > —37 = f(1) stwierdzamy, ze na przedziale (—oo,1] ta funkcja maleje
(wezesniej juz stwierdziliSmy, ze f jest na tej pdlprostej scisle monotonicznal). Analogicznie z tego,
ze f(5) = =5 > —64 = f(4) wynika, Zze na pélprostej [4,400) funkcja f jest $cisle rosnaca. Z tego
wszystkiego wynika, ze f(4) = —64 jest najmniejsza wartoscia funkeji f na calej prostej, f(1) = —37
jest najmniejsza, wartoscia funkcji f na przedziale (—o0,2] (to nie jest maksymalny przedzial, na
ktérym ta warto$é jest najmniejsza, ale ustalenie maksymalnego wymagatoby dalszych rozumowan, np.
rozwigzania réwnania f(x) = f(1) w przedziale [2,4]). &

14. Zajmiemy sie ta sama funkcja, ktéra badaliémy w przykladzie 13: f(x) = 3z* — 2823 + 8422 —
962 . Teraz ustalimy jaka jest najwieksza wartosé tej funkcji na przedziale [1,5]. Pochodna w tym
przedziale zeruje sie w punktach 1, 2, 4, w punktach 1 i 4 druga pochodna jest dodatnia, wiec
funkcja ma w nich lokalne minima wiasciwe, wiec na pewno nie ma tam wartosci najwiekszej. Poniewaz
f jest ciagla i rozpatrujemy ja na przedziale domknietym i ograniczonym, wiec w pewnym punkcie tego
przedzialu przyjmuje warto$¢ najwieksza (sposréd przyjmowanych na tym przedziale). standardowy
blad polega na stwierdzeniu, Ze poniewaz jedynym punktem zerowania sie pochodnej oprécz punktow,
w ktorych funkcja ma lokalne minima jest 2, wiec f(2) = —32 jest wartoscia najwiekszg funkcji f
na przedziale [1,5]. W rzeczywistosci po ustaleniu, gdzie pochodna sie zeruje nalezy rozwazy¢ jeszcze
korice przedzialu oraz punkty, w ktérych pochodna nie istnieje (w tym przypadku istnieje wszedzie).
Wartos¢ najwieksza musi by¢ przyjmowana w jednym z tych punktéw. Wobec tego w naszym przypadku
jest jeszcze jedna mozliwo$é x = 5, drugi koniec przedziatu juz zostal rozwazony, bo w punkcie z =1
pochodna jest réwna 0. Mamy f(5) = —5 > —32 = f(2), wiec najwieksza wartoscia funkcji f na
przedziale [1,5] jest liczba —5 = f(5). Dodajmy, ze ten przyklad jest bardzo prosty, bo chodzi jedynie
o przedstawienie roli poszczegdlnych twierdzen w badaniu funkcji. B

15. Pokazemy teraz jak mozna stosowaé wzér Taylora do obliczania granic funkcji. Obliczymy mia-

(In(cos x))°

(2 —sin? z) (tg2 =) (cos z—cos 2z

nowicie granice ilorazu yz przy r— 0. Oczywiscie licznik i mianownik daza

do 0, wiec mozna sprobowaé zastosowac regule de I’'Hospitala. Jednak licznik i mianownik wygladaja

W wielu podrecznikach stowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja lokalne maksimum, lokalne minimum, lokalne

ekstremum. Zdecydowali$my si¢ na nieco dluzsze terminy, by unikna¢ czestych nieporozumien zwigzanych z krétszymi,

wielu studentéw, zwlaszcza stabiej przygotowanych, myli np. lokalne maksima z globalnymi, co moze prowadzié¢ do
zupelnie bezsensownych wnioskéw.
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dosy¢ nieprzyjemnie i mozna spodziewaé sie, ze po zrézniczkowaniu nie beda wygladaé lepiej. Wobec
tego nalezy zada¢ sobie pytanie: jak szybko licznik dazy do 0. Potem to samo pytanie nalezy odnies¢

1 5. , P
(n(cxoiix)) jest skoniczona i rézna

do mianownika. Dokladniej: dla jakiej liczby naturalnej n granica 1irr%)
xr—

od 0. Jesli taka liczba istnieje, to bedziemy mdwié¢, ze licznik dazy do 0 tak szybko jak a™. Wiemy, ze

r(y)
y

In(1+y) = y+r(y), gdzie r jest taka funkcja, ze lir% = 0 — wynika to z wzoru Taylora zastosowanego
y—?

do funkcji In w punkcie p =11 n =1, czyli z wzoru na pochodng logarytmu. Jednoczes$nie zachodzi

o(x)

réwnosé cosx = 1 — %xQ + o(z), gdzie o jest taka funkcja, ze lirrb —5~ = 0 — zndéw stosujemy wzoér
xr— xT

Taylora, tym razem chodzi o funkcje kosinus w punkcie 0, n = 2.* Stad wnioskujemy, ze In (cosz) =

=In(1- 322+ 0(z)) =In(1+ (—32% + 0(2))) = —322 +o(z) +7 (—12? + o(z)) . Mamy alcigb% =0

In(cosxz) __

=0-(-3) =0, wiee lim 2525 = — 5. Wykazalismy

i lim fCET @)yt e@) —gatyote)
x—0 z? x—0 _%3«2"'9(%) z2

wiec, ze licznik zachowuje sie jak (22)° = 219 . Teraz zajmiemy sie kolejno poszczegdlnymi cztonami mia-

nownika. Zaczniemy od z?—sin® z. Mamy sinz = 2 — gg—? +7(x), gdzie Lf) — 0, gdy * — 0. Wobec
: x

2
. ’ ’ 7 . 3 ~ 3 ~ . ~ L
tego zachodzi réwnosé 2 —sin’ x = 2 — (ac -5+ r(x)) = 2x%47(x) , gdzie przez 7(x) oznaczylismy

N .
sume wszystkich pozostaltych (niezredukowanych) sktadnikéw tj. — (ﬁ—?) —(F(x))* =227 () +2 g—?i(x) .
~ 2 .2
r(z T° —sin“ x 1 1
Jasne jest, ze lim Q = 0. Stad latwo wynika, ze lim ————— = 2— = —. Jasne jest, ze
z—0 1’4 z—0 1’4 3! 3
. tgax . . 2 . . . . . .
hn%J — =1, wiec hn}) 5— = 1. Pozostal ostatni czynnik mianownika. Zastosujemy wzoér Mac-
xr— €T xr— €T

laurina dla funkcji kosinus i n = 2. Mamy cosxz = 1 — é—? + o(x), gdzie ¢ jest taka funkcja, ze

o(x
limO £2) =0 (w rzeczywistosci dzieki temu, ze wiemy jak przedstawi¢ mozna funkcje kosinus w postaci
r— X
sumy szeregu potegowego, mozemy napisaé, ze g(x) = Z—? — %—? + ---). Wobec tego cosz — cos(2x) =

2 . N oo
1—”2—,24-@(35)— (1 — % + @(21‘)) = %x2+g(x) , gdzie o jest taka funkcja, ze hrn0 Q = 0. Wobec tego
! : z—0 X
2
cosT — cos(2x 3 cos T — cos(2x 9
lim % = —, zatem lim ( (22)) = —. Pozostalo stwierdzié, ze szukana granica
x—0 €T 2 z—0 4 4
_1y5
to % = *ﬁ' Postepowanie nasze polegalo tu na tym, ze zastepowaliSmy funkcje sinus, kosinus,
3 4

logarytm naturalny wielomianami odpowiedniego stopnia, co utatwialo obliczanie granicy. Mozna za-
stosowad regule de I’'Hospitala zamiast wzoru Taylora, ale wzér Taylora jest wygodniejszy i nie wymaga
wiekszego namystu. B

W ostatnim przykladzie pojawialy sie w duzych ilosciach funkcje, ktérych doktadne definicje nie
mialy zadnego znaczenia: r, o, 7, @, I, 0. Istotne bylo jedynie to, ze po podzieleniu przez odpowiednia
potege funkcji x granica kazdej z nich przy * — 0 byla liczba 0. Zwykle nie wprowadza sie tylu ozna-

czen. Stosowany jest symbol o. Przyjmujemy mianowicie nastepujaca umowe: piszemy f(z) = o(g(x))

przy x — p wtedy i tylko wtedy, gdy lim % = 0. Mozna wiec napisaé np. In(l +y) =y + o(y)
z—p g(x
In(1 —
przy y — 0, bo lir%w = 0. Mozna tez napisaé, ze x'® = o(e*) przy & — +o0, bo
y— Yy

10 2

3
x x
lim — = 0. Mamy réwniez sinz = x — 37 +o(x?), cosz =1— o +o(x?) — to sa oczywiste wnioski
Tr—00 € . .

z wzoru Taylora. Przy uzyciu wlaénie wprowadzonego oznaczenia mozna zapisaé twierdzenie Peano w

1,2 : v2 3 S . ) 22 | ot
-5y’ 4, wige r(y)=—%+% —---. Analogicznie stosujgc wzér cos z=1—%4r+Zr —... otrzymu-
=4 .6
jemy réwnosé¢ o(x)=%4r — &+ .

* Poniewaz In(1+y)=y
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nastepujacy sposéb:

flp+h)=f(p)+

/ " (3) (n)
fl('p)h+f2(,p)h2+f3,(p)h3+---+—f n'(p)hmro(h”) przy h— 0.

Jasne jest, ze jedli f(x) = o(x*) przy * — 0, to 2" f(x) = o(x"**) przy z — 0. Jedli f(x) = 0(z")
przy * — 0 i g(x) = o(z™) przy * — 0 , to f(x)g(z) = o(z*™™) przy  — 0 oraz f(x) +g(z) =
o(x') przy x — 0, gdzie | = min(k,n). W przypadku sumy rezultat nie jest oczywiscie ,doktadny”.
Moze sie zdarzy¢, ze suma dazy do 0 ,szybciej”, bo czlony decydujace o predkosci zbieznosci moga
sie zredukowaé przy dodawaniu lub odejmowaniu. Pokazemy teraz jak przy uzyciu symbolu o mozna

opisa¢ rozwigzanie zadania przedstawione w przykladzie 15.

1 5
15°. Mamy znalez¢ granice lim —5 ( n(2(: 0s 7)) . Skorzystamy z nastepujacych
20 (22 — sin® z) (tg” z) (cosz — cos 2x)?
x3 3 z? 5
réwnosci In(1+z) =z +o(z), tgx =x +o(z), sinz =z — 31 +o(x°) i cosz=1— o0 + o(xz*) przy
2
x — 0. Z tych réwnosci wynika, ze przy @ — 0 zachodzi wzér In(cosz) = In(1 — o7 +o(2?)) =

2

2 72 72 Y + o(x?)
=" do@})+o| - +o0(x?) ) == +o(z?) - ostatni wzér wynika stad, ze lim —=——— =
2 2 2 z—0 x?

2

2 _ gin?z =

1
= -3 # 4o0o. Rozumujac dalej w taki sam sposéb otrzymujemy =z

3 2 3 4
x . x x
=2 - <:c - —+ 0(x3)> =2 - <:c2 - 2x§ + 0(x4)> =3 +o(z*) — nie jest oczywiscie istotne, czy

3!
piszemy o(z?) czy tez —o(z?). Poniewaz tgx = z + o(z), wiec tg2z = (z+o(x)’ =
2
= 22 + 2wo(x) + (o(z))? = 22 + o(2?). PrzejdZzmy do ostatniego etapu: cosz = 1 — % + o(z?),
2 2
zatem cos2z =1 — ( ;) +0((22)%) = 1 — 222 + o(x?) . Odejmujac dwie ostatnie réwnosci stronami

1 3
otrzymujemy: cosz — cos2x = <§ + 2) 22+ o(2?) = 5332 + o(z?) . Stad za$ wynika, ze

2
(cosz — cos2x)’ = (g:f + 0(x2)> = 214 + 32%0(2?) + (o(2?))? = %x‘l + o(x*) . Wobec tego

(—x—; + 0(3@2)) 5

5
lim (In(cos x)) — lm i _

50 (12 — ain? 2 _ 2 -0
P70 (@ = sin® o) (tg? @) (cosw — cos20) ‘ <%+0(:ﬂ4)> (22 + o(22)) <%x4+0(x4))
w10 (3 + 2’
= lim 5 " =
M 2 )
2y °
; (i) C .
= o(x o(x o(x -1 9~ T o4
B ) (15 (fe D) 1]

W ten sposéb latwiej jest operowaé wzorem Taylora, oblicza¢ granice itp. Jednak trzeba pa-
mietaé o tym, ze symbol o nie jest normalnym symbolem oznaczajacym funkcje — to jest skrét zdania
moéwiacego, ze iloraz dwu wielkoci jest zbiezny do 0, np. z réwnodci (prawdziwej) = — sinz = o(z?)

przy * — 0 wynika réwno$é = — sinz = o(z) przy « — 0, ale z tej drugiej réwnosci pierwsza

. . . , . . . .. x—sinx . - . .
nie wynika: pierwsza réwnos¢ oznacza bowiem, ze hm0 ——— = 0 1 z niej wynika oczywiscie, ze
r— X
. x—sinx . T —sinx . T —sinz . . L.
lim ——— =0, bo lim —— = lim — 7| = 0. W przeciwna strone wnioskowaé nie
x—0 T r—0 x r—0 xT
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mozna. Trzeba réwnosé ilg%) % = 0 uzasadni¢ inaczej, mozna np. skorzystaé z wzoru Maclaurina
dla funkcji  —sinx i n = 2, druga pochodna tej funkcji w punkcie 0 jest réwna 0, wiec pierw-
szy wielomian Taylora w punkcie 0 pokrywa sie z drugim wielomianem Taylora w punkcie 0. Ogolnie
jedli f(z) = o(x?) przy * — 0, to réwniez f(z) = o(x) przy ¥ — 0. Na odwrét byé nie musi:

In(1 + z) — 2 = o(x) , natomiast nie jest prawda, ze In(1 + ) — x = o(x?)!

Warto stosowac¢ symbol o, ale trzeba umie¢ sie nim postugiwaé, wiec studentom ktérzy maja kltopoty
z analiza matematyczna polecam go z duzymi zastrzezeniami, ci ktorzy dobrze zrozumieli pojecie granicy

nie powinni mie¢ z nim probleméw, pod warunkiem starannego przesledzenie kilku rozumowan.

e—(1+z)/"
x
— o(/2)(—2%/240(z%)) _  l—z/2+0(z) — (. p—z/2+0(z) — (1 _ g +o(z) + 0 (,; T O(Z))) —

16. Znajdziemy raz jeszcze granice lim0 . Mamy (1+ x)l/x = e(l/z)In(1+2) —
xr—

x
—( 1= efe<1f—+0(x))
=e (1 ~Z4 0(3@)) . Wobec tego lim < Atz ™ _ lim 2 =
2 x—0 €T x—0 x
) e o(x) e L . -
= hn}) 5 +——=] = 2 napisaliSmy o(x) zamiast —e - o(z), ale ta operacja jest dozwolona, bo
r— X

po pomnozeniu funkcji, ktorej granica jest 0, przez liczbe, otrzymujemy znéw funkcje, ktérej granica

jest 0. W

Zajmiemy sie teraz przez chwile wypuktoscia, funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych. Przypomnijmy,
ze funkcja rozniczkowalna jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niemalejaca, $cisle
wypukta - wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest Sciéle rosnaca. Korzystajac z twierdzenia o mono-

tonicznosci funkcji rézniczkowalnych stwierdzamy natychmiast prawdziwosé nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie o wypuklosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
Jedli funkcja f jest okredlona na przedziale otwartym i jest dwukrotnie rézniczkowalna w kazdym
punkcie tego przedziatu, to jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jej druga pochodna f” przyjmuje
jedynie wartosci nieujemne.
Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja okreslona na przedziale otwartym jest écisle wypukla wtedy i tylko
wtedy, gdy jej druga pochodna f” jest nieujemna i w kazdym przedziale zawartym w jej dziedzinie

znajduje sie co najmniej jeden punkt, w ktérym druga pochodna f” jest dodatnia. W

W istocie rzeczy badajac wypuklo$¢ funkeji w poprzednim rozdziale juz stosowalidémy to twierdzenie.
W niektérych przypadkach uzasadnienia wypuktosci mogltyby zostaé¢ nieznacznie skrécone, gdyby$my
powolywali sie wprost na twierdzenie o wypuklosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych. Zachecamy
czytelnika do ponownego przesledzenia podanych wczeéniej przykladéw. Teraz natomiast sformutujemy
twierdzenie, ktére w wielu przypadkach pozwala na latwe znajdowanie punktow przegiecia funkcji wie-

lokrotnie rézniczkowalne;j.
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Twierdzenie o punktach przegiecia funkcji wielokrotnie rézniczkowalnych
1. Jedli p jest punktem przegiecia funkcji f, ktora jest dwukrotnie rézniczkowalna w tym punkcie, to
f"(p)=0.
2. Jedli funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w punkcie p, n > 21 0= f"(p) = f®(p) =... =
= f=D(p) i fM™(p) #0, to jesli n jest liczba nieparzysta, to p jest punktem przegiecia funkeji f,
jesli natomiast liczba n jest parzysta, to p nie jest punktem przegiecia funkcji f .

Dowdd. 1. Z definicji punktu przegiecia wynika, ze istnieje liczba 6 > 0, taka ze na jednym
z przedzialéw (p — 6,p], [p,p + 9) [ jest funkcja wypukla, a na drugim — wklesla. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze na przedziale (p — d0,p] funkcja f jest wypukla, a na przedziale [p,p + §) —
wklesta. Poniewaz f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie p, wiec jest rézniczkowalna w punktach
pewnego przedziatlu o sSrodku w punkcie p. Bez straty ogélnosci mozna przyjac, ze tym przedzialem jest
(p—6,p+9). Wobec tego na przedziale (p— 4, p] pochodna f’ funkcji f jest niemalejaca i wobec tego
jej pochodna, czyli f”, jest nieujemna w kazdym punkcie, w ktérym jest okre§lona, w szczegdlnosci
f"(p) > 0. Na przedziale [p,p+ 0) funkcja f jest wklesta i wobec tego f”(p) < 0. Poniewaz f"(p) <
0 < f"(p), wiec f"(p)=0.

¥ (p)

1 h +

2. Zastosujemy wzoér Taylora do funkcji f” w punkcie p. Mamy f”(p + h) = f"(p) +
R ALIC) ) | raa(h)
(n—2)! (n—2)! hn—2
raa(h)| _ £ ()] fp) | raa(h) o ()
hn—2 (n—2)!" (n —2)! hn—2 (n—2)!
sam znak. Jedli liczba n jest nieparzysta, to liczba h"~2 jest dodatnia dla dodatnich A i ujemna dla
f(n)(p) + Tn72(h)
(n—2)! hn—2
(=4,0), (0,0) dodatnia, a na drugim - ujemna. Wobec tego na jednym z przedzialéw (p—d,p|, [p,p+9)

+. " 247, _o(h) = "2 < ) . Niech 6 > 0 bedzie taka liczba dodatnia,

ze jesli 0 < |h| < 4, to Liczby maja wiec taki

h ujemnych. Wobec tego liczba f”(p+h) = h"~2 ( ) jest na jednym z przedzialéw

funkcja f jest Sci$le wklesta, a na drugim — $cisle wypukla. Wynika stad, ze p jest punktem przegiecia
funkcji f. Jezeli natomiast liczba n jest parzysta, to wtedy funkcja f” ma w punkcie p lokalne
ekstremum wlasdciwe, wiec albo na calym przedziale (p — d,p + 6) z wyjatkiem punktu p funkcja f”
jest dodatnia, albo na calym przedziale p — 6, p + 6 funkcja f” jest ujemna. W pierwszym przypadku
funkcja f jest $cisle wypukla na calym przedziale (p—9,p+9), a w drugim — $cisle wklesta. W zadnym
z tych przypadkéw p nie jest punktem przegiecia funkcji f. Dowdd zostal zakonczony. B

Roéwniez to twierdzenie dobrze ilustruje schemat rozumowania przedstawiany w tym rozdziale:
funkcja f zachowuje sie w dostatecznie matych otoczeniu punktu p tak jak funkcja %h” w
otoczeniu 0 (reszta jest za mala, by mieé istotny wplyw na zachowanie sie funkcji!). .

17. Niech f(z) = 2z%(z — 6)%. Sporzadzimy wykres funkcji f. w tym celu ustalimy, na jakich
przedziatlach funkcja rosnie, na jakich maleje, na jakich jest wypukla, na jakich jest wklesta, gdzie ma
lokalne ekstrema, gdzie punkty przegiecia i znajdziemy asymptoty — oczywiscie czes¢ wymienionych
obiektéw moze nie istnie¢. Obliczymy pochodne: f’(z) = 2z(z — 6)(x + 2 — 6) = 4(z3 — 922 + 187),
() = 12(z> — 62 4+ 6) i fO)(z) = 24(x — 3). Pierwiastkami pierwszej pochodnej sa liczby: 0, 3, 6;
drugiej: 3 —v/3 1 34 /3 i wreszcie trzeciej: 3. Widaé od razu, ze w punktach zerowania sie pierwszej
pochodnej druga przyjmuje wartosci rézne od 0, wobec tego we wszystkich tych punktach f ma lokalne

ekstrema wlasciwe: w 0 1 w 6 — lokalne minima wiasciwe (bo f”(0), f(6) > 0), a w 3 — lokalne maksi-
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mum wiasciwe (bo f”(3) = —3 < 0). Poniewaz na przedzialach (—o0,0], [0,3], [3,6] i [6,00) funkcja
f jest $cidle monotoniczna, bo w ich punktach wewnetrznych pierwsza pochodna jest rézna od 0, wiec na
przedzialach (—o0,0] i [3,6] funkcja f maleje, a na przedziatach [0,3] i [6,00) — ro$nie. Podkreslmy,
ze cho¢ to bardzo tatwe, to jednak nie badaliémy znaku pierwszej pochodnej, bo uktad lokalnych eks-
treméw wymusza stwierdzenia na temat wzrostu i spadku wartosci funkcji. Oczywiscie w ostatecznym
rozrachunku wiemy, jaki jest ten znak (pochodna jest rézna od 0 w punktach przedzialu (—oo,0), funk-
cja maleje na tym przedziale, wiec pochodna musi by¢ ujemna, ale ten wniosek wyciagneliémy stosujac
ogdblne twierdzenia o zachowaniu sie funkcji). Oczywiscie z definicji funkcji wynika natychmiast, bez
oblicznia pochodnych, ze wszystkie jej wartosci sa, nieujemne, wiec 0 = f(0) = f(6) jest nie tylko lokal-
nie najmniejsza wartoscia funkcji, ale réwniez najmniejsza, ze wszystkich w ogole. Inaczej jest z liczba,
81 = f(3). W tym przypadku mamy do czynienia z minimum lokalnym: w f(9) = 81 -9 > 81, zatem
81 nie jest najwieksza wartoscia funkcji, jest nia jesli ograniczymy dziedzine do dostatecznie krétkiego
przedzialu zawierajacego 3, zachecamy do sprawdzenia, ze najwiekszym przedzialem, na ktérym funkcja
f przyjmuje swa najwieksza warto$¢ w punkcie 3 i w zadnym innym jest (3 —3v/2,3+ 3v/2). Poniewaz
w punktach zerowania sie drugiej pochodnej trzecia przyjmuje wartosci rézne od 0, wiec punkty 3 —+/3
oraz 3 4+ /3 sa punktami przegiecia funkcji f. Oczywiscie pierwszy z nich znajduje sie miedzy 0 i
3, a drugi miedzy 3 i 6. Na pélprostej (—oo,3 — /3] funkcja f jest Scisle wypukla, na przedziale
[3 — V3,3 4+ V3] — cisle wklesta, a na pélprostej [3 + v/3,4+00) znéw $cisle wypukla. jasne jest, ze
funkcja nie ma asymptot pionowych (jest ciaglta w kazdym punkcie prostej). Nie ma tez ani poziomych
ani ukos$nych, bo xgrfoo (IQ (x —6)? — ar — b) = 400 niezaleznie od wyboru liczb a i b. Zakoriczylismy

badanie funkcji i jestesmy juz w stanie narysowaé jej wykres.

18. Teraz zbadamy funkcje v1 — e=2>. Wzér ten okresla ja na calej prostej, wiec jest ona ciagla.
Jest tez rézniczkowalna we wszystkich punktach = # 0, bo dla takich punktéw zachodzi nieréwnosé

1—e " > 0, a na pélprostej (0,400) funkcja pierwiastek kwadratowy jest rézniczkowalna. Pierwsza

.2
e "

V1—e2®

obliczy¢ pochodng w punkcie 0 korzystajac bezposrednio z jej definicji. Mamy

lim L0 _ y f1mer \/ lim el =1,

pochodna jest rowna . Jasne jest, ze ten wzor nie dziala w przypadku = = 0. Sprébujmy

r—0+ r—0+

e’—1

bo pierwiastek kwadratowy jest funkcja ciagly (przedostatnia réwnosé) oraz limO
xr—

w = —1. Oznacza to, ze funkcja nie ma

= 1 (ostatnia
ré6wno$é). W taki sam sposéb stwierdzamy, ze lim
r—0~

pochodnej w punkcie 0, bowiem jednostronne pochodne sa rézne. Oznacza to, ze w punkcie 0 wykres

wzalamuje sie”, lub tez: ,ma ostrze”. Znajdziemy druga pochodna.:

BCEAN 2 o\ —1/2\
f'(x) = (7/—?6@2) = (Jce—a‘ (1 —e® ) ) =
= 6—582 (1 _ 6—1‘2)_1/2 _ 2%26_32 (1 _ e—;c2>_1/2 _ x2e—2x2 (1 _ 6—1‘2)_3/2 —

—e 2 (1- e—%Q)fg/2 (e (1-20%) —1422).
Wykazemy, ze dla kazdego x # 0 zachodzi nieréwnosé f”(x) < 0. Wystarczy wykazad, ze jesli y > 0,
to e¥(1 —2y) — 14y < 0, piszemy y zamiast z2. Mamy (e?(1 —2y) — 1 +y) =
=e¥(1—-2y)—2e¥+1=-2ye¥—eV+1<0dlay>0,bo —e?+1 <0 wprzypadku y > 0. Poniewaz

pochodna funkcji e¥(1—2y)—1+y jest ujemna na pétprostej (0,400), wiec funkcja ta jest malejaca na
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pélprostej [0,00), a poniewaz jej wartoécia w punkcie 0 jest 0, wiec jej wartosci w punktach dodatnich
sg ujemne.* Z tego, ze druga pochodna jest ujemna na kazdej z pSlprostych (—oo0,0) oraz (0,+00)
wynika, ze na kazdej z pSlprostych (—oo,0], [0,400) funkcja f jest $cisle wklesta. Nie jest jednak ona
Scisle wklesta na calej prostej, cho¢ jest ciaglta w punkcie 0! Jesli § > 0, to odcinek laczacy punkty
<75, m) i (5, m) lezy nad wykresem (z wyjatkiem koricéw) funkcji f zamiast pod
wykresem. Musialoby byé¢ odwrotnie, gdyby funkcja byla Scisle wklesta lub wklesta na calej prostej lub
choéby na przedziale [—4,4].

Tx? —
922 — 4

5

19. Naszkicujemy teraz wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem f(z) = zdefiniowanej

2
dla = # :tg. Zadanie to mieli rozwigza¢ studenci zaoczni we wrzesniu 1996. Poza definicja funkcji
podane byly wzory na pierwsza i druga pochodna tej funkcji:

f(z) = 0,4z (92° — 4)76/5 (72° - 3) —4/5 ,

£(x) = 0,24(3152% — 912% — 20) (922 — 4) /% (722 — 3)7V/°

Studenci zostali poinformowani, ze druga pochodna przyjmuje warto$¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

91 + /33481
r ==+ —FGT ~ 0,659458. Jasne jest, ze f jest funkcja parzysta, tzn. f(—z) = f(z) dla

kazdej liczby z z dziedziny funkcji f. Wobec tego jej wykres jest symetryczny wzgledem pionowej osi

2 2
ukladu wspélrzednych. Wystarczy wiec bada¢ f na jednej z péiprostych (oo, 5) , (5’ oo) oraz na

2 2
jednym z przedzialéw <§, 0} , [0, §> . Trzeba wiec ustali¢ na jakich przedziatach funkcja f rosnie,
na jakich przedzialach maleje, na jakich przedzialach jest wypukla, a na jakich — wklesta. Wyjasnié,
w jakich punktach dziedziny funkcja ma pochodna, a w jakich jej nie ma oraz obliczyé¢ granice funk-

cji f, f', f” w koricach przedzialéw skladajacych sie na ich dziedziny. Réwniez ustali¢, gdzie sa

lokalne ekstrema i punkty przegiecia. Z wzoru na pierwsza pochodna wynika, ze jest ona okrelona dla

2 3 2
T # j:g, :l:\/; , przy czym nieistnienie pochodnej w punktach :tg wynika z tego, ze te punkty sa poza

dziedzing funkcji f i juz to wystarcza, by nie mialo sensu rézniczkowanie funkcji w tych punktach.

3
W punktach :i:\/; funkcja jest okreslona, wiec teoretycznie nie ma przeszkod dla istnienia pochodnej,
jednak wzér nie dziala, bo nie mozna podnies¢ liczby 0 do potegi o wykladniku ujemnym . Z wzoru na

pochodna wynika jednak od razu, ze  lim __ f'(z) = 400 oraz lim__ f'(z) = —oco. Stad, z definicji
CEH*\/% T—+/3/7

pochodnej i twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej wynika, ze f'(£+/3/7) = Foo. Znaczy to, ze
funkcja f nie jest w tych punktach rézniczkowalna, bo cho¢ pochodna istnieje, to jest nieskoriczona. W

szczegblnodci w tych punktach wykres ma styczna, tyle ze — pionowa. Funkcja f jest wiec Scisle rosnaca

2
3

2

na poélproste;j (—oo, —%) oraz na przedziale (—%, 0] . Na przedziale [0 ) oraz na polproste;j (5, oo)

funkcja f jest Scisle malejaca. Podkredlmy: funkcja rosnie na kazdym z dwoch przedzialéw, ale nie na
3 4
ich sumie o czym przekonamy sie za chwile. Zacznijmy od oczywistego stwierdzenia: - < 9 Wobec tego

funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie na pélprostej (—oo, 7%) oraz na przedziale (f\/g, 0). Mamy

Mozna udowodnié, ze e¥(1—2y)—14y<0 dla y>0 innymi metodami. Np. mozna wykorzysta¢ wzér e?= ;C % —
otrzymamy po prostych rachunkach szereg, ktérego wszystkie wyrazy w przypadku y>0 sa ujemne. Inna metoda to
stwierdzenie, ze w przypadku y<1 zachodzi nieréwnos¢ eY<+i=— , zatem dla wszystkic €IR zachodzi nieréwnosé
twierdzenie, z przypadku y<1 hodzi nieré "”‘liy, t dl ystkich yelR hodzi nieré S¢

eY(1—y)<1, wobec tego e¥(1—2y)—1+y=e¥(1—y)—y(eV—1)—1<—y(e?y—1)<0 dla y#0.
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5| 722 73 7—3
xgrzloo 922 1/ 9 4;; \/7 Dalej l_l}in_ f(z) = 400, bo f(z) > 0 na pélprostej

(—o0, f—) i licznik dazy do liczby réznej od 0, zas mianownik do 0. Nastepnie hm f () = —o0,

l—*—g

bo tym razem funkcja jest ujemna, a licznik dazy do liczby réznej od 0, podczas gdy mianownik — do
0. Zajmiemy sie teraz wypukloscia funkcji f. W tym celu ustalimy, gdzie jej druga pochodna f” jest
dodatnia, gdzie — ujemna. We wzorze na f” wyrazenia 7z? — 3 oraz 922 — 4 podnoszone sa do nie-

parzystych poteg, nastepnie z otrzymanych wynikéw wyciagany jest pierwiastek stopnia nieparzystego.

2) 2 /914 v33481

Wynika stad od razu, ze na kazdym z kolejnych przedzialow <oo, —=

3 3’ 630 ’

91 + /33481 3\ . 3 " . . -
V"0 V7 |- ?,0 pochodna f” ma inny znak: na pierwszym z wymienionych

przedzialéw jest dodatnia, na drugim — ujemna, na trzecim — dodatnia i wreszcie na czwartym ujemna.

2 191 + /33481
Wynika stad, ze na poéiprostej <oo,§> i na przedziale [ %,ﬁ] funkcja f jest

2 14 /33481
wypukla, a na kazdym z przedziatéw 3 9+ vasdsl i [ \/g , 0] — wklesta. Wobec tego

630
/91 3348
punkty — + \/j sa punktami przegiecia funkcji f, —= punktem przegiecia nie jest,
bo lezy poza dmedzma funkcji f (poniewaz nie istnieje granica lim f (x) wiec nie mozna sensownie
a:~>——

dookredlié funkeji w tym punkcie!). Innych punktéw przegiecia nie ma: jedynym punktem, ktéry jeszcze
nie zostal zbadany jest 0 — mozna by pomysle¢, ze z wklestosci funkeji f na przedziale [— \/g ) O} oraz z
parzystosci wynika wklestosé funkcji na przedziale [f \/g , \/g] , tak jest, ale trzeba sie jeszcze wyraznie
powotaé na rézniczkowalnosé funkeji f w punkcie 0 (por. przyktad poprzedni, czyli 18.), jednak takiego
twierdzenie nie udowodniliSmy i prosciej jest skorzystac z tego, ze na przedziale otwartym (—\/g , \/g )

druga pochodna f” funkcji f jest ujemna. Z tego, co do tej pory udalo sie nam ustali¢, wynika, ze
7
prosta pozioma y = i/g jest asymptota, pozioma funkcji f przy z — +o0o, zas$ proste pionowe

2 2
T = ig sa, obustronnymi asymptotami pionowymi funkcji f przy z — ig .

Uwaga: w istocie rzeczy nie trzeba w tym zadaniu wykonywac zadnych obliczen swiadczacych o tym, ze

2 /91 3348
= + \/j — ta nieréwno$¢ wynika z tego, ze hm f (x) =400 i lim f(z)=
3 :c—>—— x_}_\/f—Jr

3
400, wiec na przedziale <—§,—\/;> pochodna f' musi najpierw maleé, a potem rosnaé, co oznacza,
ze druga pochodna musi przynajmniej w jednym punkcie tego przedziatu przyjaé¢ wartosé¢ 0, jedy-

91 + /33481 3
nym kandydatem jest punkt — Jri . Zachodzi przyblizona réwnosé \/; ~ 0,654653, wiec

/91 3348
roznica miedzy punktami \/7 + jest mniejsza niz 0,01, zatem moze by¢ przeoczona

przez program komputerowy rysujacy Wykresy funkcji (jesli nie zazadamy odpowiedniej dokltadnosci w

e

tej okolicy!) . f(0,67) ~ 1,288, f(0,66) = —0,908, wiec w tym przypadku zmiana wartosci argumentu

o 0,01 powoduje zmiane wartosci funkcji o okoto 2,196, wiec ponad 200 razy wieksza niz zmiana ar-
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gumentu. Rysujac wykres na papierze, przyjmujac np. ze jednostka to 1 cm musimy zwracaé¢ uwage na
przedzialy dlugosci 0,1 mm, co jest malo realne ze wzgledu na grubosé¢ otéwka, linie na rysunku kom-
puterowym tez musza mie¢ jakas grubosé, wiec jedyna rada, to obserwowac okolice punktéw przegiecia
w duzym powiekszeniu i zastosowaniu odcinkéw jednostkowych o réznych dtugosciach na osiach: na osi
argumentéw odcinek jednostkowy moze by¢ np. okolo 200 razy dluzszy niz odcinek jednostkowy na osi
wartosci funkcji. H

W ostatnio prezentowanych przyktadach widac¢ bylo, ze w licznych przypadkach mozna omija¢ rézne
obliczenia stosujac odpowiednie twierdzenia o charakterze ogdlnym. Duza role w tych rozumowaniach
odgrywa wzér Taylora. Nasuwa sie naturalne pytanie: czy nie mozna powiedzieé czego$ wiecej o reszcie
rn, Przynajmniej w sytuacji, z ktéra, czesto mamy do czynienia, mianowicie w przypadku funkcji, ktéra
ma wiecej pochodnych w otoczeniu punktu p niz n. Okazuje sie, ze cos§ powiedzie¢ mozna, ale jednak
niezbyt duzo. Podamy przykiad twierdzenia tego typu, jest ich oczywiscie wigcej. Stwierdzi¢ jednak
wypada, ze pozytek z nich na ogdt nie jest zbyt wielki, zasadniczo rzecz biorac twierdzenie Peano to
wszystko, co w przypadku ogélnym powiedzie¢ mozna.

Twierdzenie Lagrange’a o reszcie we wzorze Taylora
Niech f bedzie funkcja, ktéra ma pochodng rzedu n+1 w kazdym punkcie pewnego przedzialu otwar-

tego zawierajacego p. Wtedy dla kazdego punktu x z tego przedziahu istnieje punkt y, lezacy miedzy

f(n+1)(y$) n+1
(n+1)! (z=p)""

(n)
Dowéd. Niech  h(t) = (f(a:) —fp) e —p) = - /™ (p)

punktami z i p, dla ktérego zachodzi réwnosé r,(z —p) =

n!

(=) (=t -

fr(t F(t
- (10 - 10 - Hl - - o),
Mamy h(z) = 0 = h(p). Poniewaz funkcja f ma w przedziale o koricach x, p n+ 1-a pochodna, wiec
funkcja h jest rézniczkowalna na tym przedziale, a poniewaz przyjmuje réwne wartosci w jego koncach,

wiec w pewnym punkcie wewnetrznym y, tego przedziatu zachodzi réwno$é h'(y,) =0 . Mamy wzdr:

! (n)
W) = (0 ) =0 (1) = 1) - TP =) o= E )
FrD(t) . . L
+(x — p)"HT(Jc —t)". Z tego wzoru wynika od razu, ze dla t = y, zachodzi réwnosé:
/ (n) (n+1)
1@ =10+ L@ -y ot Ty L0 gy,

czyli wlaénie ta, ktora chcieliSmy otrzymaé. B

Podkreslmy raz jeszcze: pozornie dzieki temu wzorowi wiemy cos wiecej o reszcie. Klopot polega
jednak na tym, ze o punkcie y, wystepujacym we wzorze Lagrange’a nie wiemy nic, oprocz tego, ze
lezy miedzy p i x. To bardzo ogranicza mozliwos¢ wyciagania wnioskéw idacych dalej niz te, ktére
wynikajg z wzoru Peano. Oczywiscie czasem jest to mozliwe. Jesli np. f(z) = sinz, to dla dowol-
nego n € IN mamy | f("+1)(30)| < 1, bowiem z doktadno$cia do znaku pochodna dowolnego rzedu
to sinus lub kosinus. Stad w szczegélnosci wynika, ze w przypadku funkcji sinus zachodzi nieréwnosé

|rn(R)| < |h|" . Otrzymali$my wiec konkretne oszacowanie, jakiego z pewnoécia nie da sie uzy-

1
(n+1)!
ska¢ z wzoru Peano. Przeczy to ostrzezeniom wypowiadanym przed chwila, ale tylko pozornie. W tym

konkretnym przypadku istota byta dodatkowa wiedza o pochodnych dowolnego rzedu badanej funkcji i
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to ona w polaczeniu z wzorem Lagrange’a pozwolila na wyciagniecie dalej idacych wnioskéw.
20. Zdefiniujmy funkcje f wzorami
“1/z .
R TR
Jest jasne, ze w kazdym punkcie, by¢ moze z wyjatkiem punktu 0, funkcja ta ma pochodne wszystkich
rzedéw, czyli jest rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy. W punkcie 0 sytuacja nie jest juz jasna, bo
z prawej jego strony funkcja jest zdefiniowana inaczej niz z lewej, co mogltoby powodowaé klopoty z
ciagtoscia lub rézniczkowalnoscia. Wykazemy ponizej, ze w rzeczywistosci funkcja f rowniez w punkcie
0 jest rézniczkowalna nieskoriczenie wiele razy oraz ze f() (0) = 0 dla kazdej liczby naturalnej n.
Wyniknie stad, ze wielomiany Maclaurina tej funkcji sa funkcjami zerowymi, a wiec dla kazdego natu-

ralnego n zachodzi réwnosé f(z) = r,(x), oczywiscie chodzi tu o reszte we wzorze Maclaurina, czyli
f1(0) @0 f™(
(@) = §(@)-f0) - LD e L0 ©)

—-.—=——=22" Oznacza to, ze w tym konkretnym przypadku
pomijanie reszty moze by¢ pozbawione sensu, bo w niej sa zawarte wszystkie informacje o funkcji f!

1! 2! n!

Przyklad ten omawiamy po to tylko, by przestrzec czytelnikéw, ze kazda metoda ma swoje ogranicze-
nia, ze stosujac twierdzenia poprawnie, tj. wtedy, gdy ich zalozenia sa spelnione mozemy dochodzi¢ do
dziwnych wnioskow lub ma wnioskéw malo interesujacych. Po tych pesymistycznych uwagach zajmiemy
si¢ wykazaniem réwnosci f(™(0) = 0.

Dla n = 0 réwno$¢ ta jest bezposrednim wnioskiem z okreslenia funkcji f w punkcie 0: f (0)(0) =
f(0) = 0. Jest tez jasne, ze Ilirgi f(z) =0 —dla z < 0 jest f(z) = 0. Mamy tez Ilgga flz) =
1/

lim e

3 = 0. WykazaliSmy, ze funkcja f jest ciagla w punkcie 0. Zauwazmy teraz, ze dla dowol-
x—0

nego = < 0 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé f(™(z) = 0, pochodna funkcji stalej
jest réwna 0, wartos¢ pochodnej w punkcie zalezy jedynie od zachowania sie funkcji w otoczeniu tego

punktu, w naszym przypadku rozpatrujemy chwilowo funkcje f na pélprostej (—oo,0).Teraz przenie-

1
siemy sie na pélprosta (0,00). W tym przypadku mamy f(z) = e~ /%, f'(z) = —2671/1, f(x) =
x
1 2\ iy 3) 1 6 6\ _yy . . s .
—— =) f (x) = —— =tz )e /", ... Jasne jest, ze dla kazdej liczby naturalnej n
x x x x x

1
istnieje wielomian w, stopnia 2n, takize f(")(z) = w, (—) e 1" np. wi(y) =y, wa(y) = y*—2°,
x

ws(y) = y° —63° +6y*. Stad od razu wynika, ze lirn+ ) () = lim wngy) = 0. Z definicji pochodnej
z—0 y—oo €
— f(0
i twierdzenia o wartodci $redniej wynika wiec od razu, ze f'(0) = linr%J f=) = 1) = 111% f'(ce) =0,
Tr— €T Tr—

gdzie ¢, jest punktem lezacym miedzy 0 oraz x, w szczegélnosci |c,| < |z|. Analogicznie korzystajac
7z juz otrzymanego wyniku wnioskujemy, ze f”(0) =0 itd. Dowdd zostal zakonczony. B

Uwaga. Funkcja opisana w przyktadzie 20 moze wydawaé sie nieco dziwna. Warto zaznaczy¢, ze
takie zachowania sie funkcji nie sa mozliwe w przypadku tzw. funkcji analitycznych, tj. takich funkcji
nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych , ktére w pewnym otoczeniu dowolnie wybranego punktu
dziedziny sa rowne sumie swego szeregu Taylora. W takim przypadku zerowanie sie wszystkich po-
chodnych w pewnym punkcie powoduje, ze funkcja jest stala w otoczeniu tego punktu, co jak widaé z
poprzedniego przyktadu nie musi mie¢ miejsca w przypadku funkcji rézniczkowalnej nieskonczenie wiele
razy. Istnienie takich funkcji nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych zauwazone zostalo nie od razu,

staly sie one istotnym narzedziem wspolczesnej matematyki. B
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Na tym konczymy przeglad zagadnien zwigzanych z wielokrotnym rézniczkowaniem funkcji.

Informacja: wzdr z reszta ogdlniejszej postaci (Schlé milcha—Rocha) znajduje sie w ksiazce G.M.Fich-

tenholza, ,,Rachunek rézniczkowy i catkowy”, tom 1.
Zasadnicze twierdzenie algebry

Kazdy wielomian o wspdtczynnikach zespolonych, stopnia nie mniejszego od 1, ma co najmniej

jeden pierwiastek zespolony.

Dowdéd. Niech w(z) = ag + a1z + -+ + anz™, przy czym n > 1 i a, # 0. Istnieje liczba r > 0,
2|ao| + |aa| + |az| + - - + |an|

. Jesli
|an|

taka ze jesli |z| > r, to |w(z)| > |ao| = |w(0)|, np. 7 = 2+

bowiem |z| > r, to |z] > 2> 1 i wobec tego
lw(z)| = lao + a1z + - - 4+ an2™| > lanz"| — lao + a1z + -+ + ap_12" | >

> Janllz]" = (Jao] + lasll2]+ - + lan_l|171]) > anll2l™ — [~ (Jao] + las] + - - + lan_s]]) =
- |z|“(|an||z| ~ (Jaol + Jar] + - + |an_1|) .

> ((2|a0| +lag| + Jas| + - - + |an_1]) — (Jao| + |ar] + -+ + |an,1|)) = |ao|. Z twierdzenia
Bolzano—Weierstrassa wynika, ze z ciagu liczb zespolonych (z,) o module < r mozna wybraé podciag
zbiezny do pewnej granicy g i wtedy oczywiscie |g| < r. Stad wynika od razu, ze istnieje |zp|, takie
ze |zo] <7, |z| <r=|w(zo)| < |w(2)|, czyli |w(zo)| jest najmniejsza wartoscia funkeji |w| na kole o
promieniu 7 i srodku w punkcie 0. W szczegélnosei |w(zo)| < |w(0)| = |ag| 1 wobec tego réwniez dla
|z| > r zachodzi nieréwnosé |w(z)| > |ag| > |w(zo)|. Oznacza to, ze |w(zp)| jest najmniejsza wartoscia
funkcji |w| na calej plaszczyznie. Wykazemy, ze w(zo) = 0. Przyjmijmy, ze z = zo+h. Wtedy mozemy
napisa¢ w(z) = w(zo + h) = by + bih + bah? + - -+ + b,h™ | gdzie by = ag + a1z0 + -+ + an2l = w(20),
b1 = a1 + 2a020 + -+ + nanz(’f1 = w (z0), ..., by = a, = %w(”)(zo). 7 zalozenia, Ze stopien
wielomianu réwny jest n wynika, ze 0 # a, = b, . Niech m bedzie najmniejsza liczba > 1 taka, ze
by # 0. Zalézmy, ze w(zg) # 0. Wtedy mozna napisaé¢ w(zo) = by = |bo| - €*¥ dla pewnego ¢ € RR.
Mamy dalej |w(z)| = |bo+bmh™ +bpmr1h™ 4 +b,h"|. Niech ¢ < 1 bedzie liczba dodatnia mniejsza
niz 1|bo| i niech h = o- e 5 Wiedy |bo + bmh™| = [|bo] - €% + gme' P | = ||bg|e’® — gMe™?| =
|[bol — 0™ ||e| = [bo| — @™ . Zaléimy dodatkowo, ze o(|bmt1| + [bm2| + -+ + |ba]) < 3. Mamy wtedy
[w(2)| = [bo + b h™ + byt K™+ -+ b k™| < b + bnh™ | + [bpgr AT 4 - 4 byh"| =
= [bol = @™ — [bga B - b < [bo] — @™ — (B 1A+ 4+ -+ [bal A7) <
< ool = ™ + IR (b 4+ [ba) = [bol = 0™ + @™ (b + -+ [bal) < Ibo] — ™ + ™ =
= |bo| — 5™ < |bo|.-
Okazalo sig, ze wbrew zalozeniu |w(zg)| nie jest najmniejsza wartoscia funkeji |w|. To koniczy dowdd
tego, ze w(zp) = 0. Twierdzenie zostalo wiec wykazane. B
Whniosek z zasadniczego twierdzenia algebry
Kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych, ktorego stopien nie jest mniejszy od 1, moze by¢

przedstawiony w postaci iloczynu wielomianéw rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego.

Dowdd. Jesli wspélezynniki wielomianu w sg liczbami rzeczywistymi, to w(z) = w(Z) — pro-
sty dowdd tej réwnoéci wykorzystujacy jedynie najprostsze wilasnoéci sprzezenia czytelnik przepro-
wadzi samodzielnie. Z tej réwnosci wynika, ze jesli liczba zespolona zg jest pierwiastkiem wielo-

mianu o wspolczynnikach rzeczywistych, to réwniez liczba zespolona Zzj jest pierwiastkiem tego wielo-
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mianu. Wobec tego jesli zg ¢ IR, to wielomian w jest podzielny przez wielomian (z — z0)(z — Zg) =
2% — (20 + Z0)z + |20|* . Wspblezynniki tego wielomianu sa liczbami rzeczywistymi, wiec w ten sposéb
sprowadzamy problem do wielomianu stopnia o 2 mniejszego od w. Jesli zy jest liczba rzeczywista,
to wielomian w jest podzielny przez wielomian z — zp, wiec w tym przypadku redukujemy problem
do wielomianu stopnia o 1 mniejszego od w. W obu przypadkach zmniejszamy stopnien interesujacego
nas wielomianu. Gdyby dowodzone twierdzenie nie bylo prawdziwe moglibysmy zalozy¢, ze w jest wie-
lomianem najmniejszego stopnia, dla ktérego nie zachodzi teza. Po podzieleniu go przez wielomian
stopnia 1 lub otrzymujemy wielomian stopnia mniejszego, wiec rozkladalny, a to dowodzi, ze kazdy

wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych moze byé przedstawiony w postaci iloczynu wielomianéw

stopnia pierwszego i drugiego o wspolczynnikach rzeczywistych. B
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