
Analiza 1, cze� ść pia� ta
Jest tu „troche� ” przyk ladów, których na wyk ladzie nie by lo, ale które warte sa� obejrzenia. Niektóre

dowody sa� przeprowadzone w nieco inny sposób, ale student nie jest zobowia� zany do powtarzania

tekstów z wyk ladu – ma podawać poprawne rozumowania wychodza� ce z tych samych za lożeń! Tekst

jest d lugawy, ale może cze� ść z Was przynajmniej skorzysta z niego.

W razie znalezienia b le� dów prosze� o informacje� , z góry przepraszam za pomy lki.
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1. Definicja funkcji.

Jednym z najważniejszych poje� ć w matematyce jest poje� cie funkcji. Przypomnimy definicje� .
Definicja funkcji, wartości, obrazu, dziedziny i przeciwdziedziny

Przyporza� dkowanie f elementom zbioru A elementów zbioru B w taki sposób, że każdemu elementowi

zbioru A przypisany jest dok ladnie jeden element zbioru B nazywamy funkcja� ze zbioru A w zbiór B .

Jeśli a jest elementem zbioru A , symbolicznie a ∈ A , czyli argumentem funkcji f , to przypisany mu

element zbioru B oznaczamy symbolem f(a) i nazywamy wartościa� funkcji f w punkcie a lub obrazem

punktu a .* Zbiór A nazywamy dziedzina� funkcji f , zbiór B – przeciwdziedzina� , zbiór f(A) z lożony

ze wszystkich wartości funkcji f , czyli elementów zbioru B postaci f(a) , gdzie a ∈ A nazywamy

obrazem zbioru A (przez funkcje� f ) lub zbiorem wartości funkcji f . Jeśli f przekszta lca zbiór A w

zbiór B , to piszemy f :A→ B . Jeśli zbiór f(A) wartości funkcji f pokrywa sie� z przeciwdziedzina� B
funkcji f , to mówimy, że f przekszta lca zbiór A na zbiór B i piszemy czasem f :A

na−−→B .

Przyk ladem funkcji jest cia� g: jest to funkcja określona np. na zbiorze IN = {0, 1, 2, . . . } . Innym

przyk ladem, dobrze znanym ze szko ly, jest funkcja liniowa: f(x) = ax + b , gdzie a, b sa� ustalonymi

liczbami rzeczywistymi, x jest elementem zbioru wszystkich liczb rzeczywistych IR , na którym funkcja

f jest określona, f(x) jest elementem przeciwdziedziny IR ; jeśli a 6= 0 , to funkcja f przekszta lca zbiór

IR na siebie; jeśli a = 0 , to jedyna� wartościa� funkcji f jest liczba b . Jeszcze innym przyk ladem jest

funkcja kwadratowa: f(x) = ax2 + bx+ c , gdzie a , b , c sa� liczbami rzeczywistymi, przy czym a 6= 0 ,

funkcja ta jest określona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych IR , przeciwdziedzina� jest również IR ,

zbiorem wartości jest pó lprosta

[
4ac− b2

4a
,+∞

)
w przypadku a > 0 , zaś w przypadku a < 0 zbiorem

wartości jest pó lprosta

(
−∞, 4ac− b

2

4a

]
. Inny przyk lad funkcji znany ze szko ly to permutacje zbioru

n–elementowego, można je traktować jako funkcje przekszta lcaja� ce zbiór {1, 2, , n} na dany zbiór

z lożony z n elementów: mamy ustawić elementy danego zbioru w kolejności, pierwszy w tym ustawieniu

element to wartość permutacji w punkcie 1 , drugi – wartość w punkcie 2 , . . . ,n–ty – wartość w punkcie

n . Zadanie na ile sposobów może 10 osób wsia� ść do trzech wind to pytanie: ile jest funkcji ze zbioru

10 –elementowego w zbiór trójelementowy (osobie przypisujemy winde� , do której ta osoba wsiada).

Przyk lady można mnożyć, ale nie be� dziemy tego robić teraz. Na razie be� dziemy zajmować sie� funkcjami

rzeczywistymi jednej zmiennej rzeczywistej, co oznacza, że wartościami funkcji be� da� liczby rzeczywiste

i dziedzina� funkcji be� dzie jakís zbiór z lożony z liczb rzeczywistych. W rzeczywistości dziedzinami be� da�
albo przedzia ly, albo sumy skończenie wielu lub nieskończenie wielu przedzia lów, np dziedzina� funkcji

* Czasem be� dziemy mówić: „ f –obrazem”, choć to nie brzmi dobrze, ale czasem należy wyraźnie zaznaczyć o jaka� funkcje�
chodzi.
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tg jest zbiór z lożony z tych wszystkich liczb rzeczywistych, które nie sa� postaci (2n + 1)
π

2
, czyli jest

to suma przedzia lów postaci
(
− (2n+ 1)

π

2
, (2n+ 1)

π

2

)
, gdzie n oznacza dowolna� liczbe� ca lkowita� . w

przypadku funkcji zdefiniowanej wzorem f(x) =
x2

(x − 1)(x+ 2)
można powiedzieć, że jej dziedzina� jest

zbiór wszystkich liczb rzeczywistych z wyja� tkiem −2 i 1 , czyli zbiór (−∞,−2) ∪ (−2, 1) ∪ (1,+∞) .

Z punktu widzenia formalnego dopóki nie powiemy na jakim zbiorze funkcja ma być zdefiniowana,

to nie zosta la ona określona. W szczególności z formalnego punktu widzenia zadania: znaleźć dziedzine�
funkcji określonej wzorem . . . , nie maja� sensu. Pytanie o dziedzine� należy traktować jako pytanie o

maksymalny zbiór, na którym można zdefiniować funkcje� w sposób zaproponowany przez autora zadania.

Nawet przy takiej interpretacji moga� powstawać wa� tpliwości: np. czy funkcja określona wzorem f(x) =

x2

x
może tym wzorem być zdefiniowana na ca lej prostej, czy też w punkcie 0 tym akurat wzorem nie

da sie� jej zdefiniować. Autorowi tego tekstu wydaje sie� , że specjalísci od tak formu lowanych zadań w

wie� kszości przypadków uznaja� , że ta definicja w punkcie 0 nie dzia la, ale nie wydaje mu sie� , by ten

problem wart by l dyskusji – można po prostu takich zadań nie dawać, a jeśli sie� je daje, to unikać

wieloznaczności. Be� dziemy jednak mówić np. o funkcji
4x2 − 13x− 167

x3 − 4x+ 3
, zak ladaja� c przy tym, że jej

dziedzina� jest zbiór wszystkich tych liczb rzeczywistych, dla których mianownik jest różny od 0 . Funkcja
√

1− ex be� dzie automatycznie zdefiniowana na zbiorze z lożonym z liczb rzeczywistych niedodatnich. W

przypadku jakichkolwiek wieloznaczności be� dziemy wyraźnie określać dziedzine� . Czasem też dziedzina

z jakichś przyczyn be� dzie mniejsza niż maksymalna, np. zmienna be� dzie mieć jakieś pozamatematyczne

znaczenie i wtedy interpretacja be� dzie żród lem ograniczeń dziedziny. Np. pytanie o maksymalne pole

prostoka� ta o obwodzie 4 prowadzi do rozpatrywania funkcji x(2 − x) na przedziale otwartym (0, 2) :

x oznacza tu jeden wymiar prostoka� ta, a 2 − x – drugi. Funkcje� x(2 − x) można rozpatrywać nie

tylko na przedziale (0, 2) , ale z punktu widzenia zadanego pytania, nie ma to sensu.

W dalszej cze� ści zajmiemy sie� również funkcjami określonymi na podzbiorach p laszczyzny (czyli

zbioru wszystkich liczb zespolonych C), przestrzeni trójwymiarowej i ogólnie n–wymiarowej. Wartoś-

ciami tych funkcji be� da� zazwyczaj liczby rzeczywiste, ale wysta� pia� również funkcje przekszta lcaja� ce

pewne podzbiory p laszczyzny w p laszczyzne� . Takie funkcje be� da� nazywane na ogó l przekszta lceniami

lub odwzorowaniami. Nie oznacza to, że funkcji z IR na IR danej wzorem f(x) = x + 1 nie można

nazwać odwzorowaniem – cze� sto termin ten jest używany, zw laszcza wtedy, gdy mówimy o geometrii

zwia� zanej z ta� funkcja� – jest przesunie� cie o 1 w prawo.

2. Funkcje różnowartościowe, funkcja odwrotna

Ważna� klasa� funkcji sa� funkcje różnowartościowe, tj. takie które różnym punktom dziedziny przy-

pisuja� różne wartości: (x 6= y) ⇒ (f(x) 6= f(y)) . Jeśli f jest funkcja� różnowartościowa� prze-

kszta lcaja� ca� zbiór A na zbiór B , to można określić funkcje� f−1 odwrotna� do danej funkcji f :

f−1(b) = a ⇐⇒ b = f(a) . Jeśli f(x) = x3 dla każdej liczby rzeczywistej x , to funkcja f prze-

kszta lca różnowartościowo zbiór IR na siebie, wie� c można określić funkcje� odwrotna� : f−1(x) = 3
√
x .

Jeśli f(x) = ex dla każdej liczby rzeczywistej x , to zbiorem wartości funkcji f jest zbiór wszystkich

liczb dodatnich i wobec tego f−1(x) = lnx dla każdej dodatniej liczby x . Jeśli f(x) = x2 dla nie-

ujemnych liczb x , to f−1(x) =
√
x dla każdej liczby nieujemnej x . Jeśli f(x) = x2 dla każdej liczby

niedodatniej x , to funkcja f przekszta lca zbiór wszystkich liczb niedodatnich na zbiór wszystkich
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liczb nieujemnych. Funkcja odwrotna do niej dana jest wzorem f−1(x) = −√x . W ostatnich dwóch

przyk ladach wzór by l identyczny, ale dziedziny by ly różne. W zwia� zku z tym wzory na funkcje� odwrotne

też by ly różne.

W dalszym cia� gu be� dziemy używać jeszcze dwu funkcji zdefiniowanych jako odwrotne do funkcji

sinus i tangens. Oczywíscie funkcje sinus i tangens jako okresowe nie sa� różnowartościowe, wie� c nie maja�
funkcji odwrotnych. Można wie� c posta� pić tak, jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, który jest

zdefiniowany jako funkcja odwrotna do funkcji x2 rozpatrywanej nie na ca lej dziedzinie, lecz na zbiorze,

na którym funkcja x2 jest różnowartościowa, i to możliwie najprostszym o tej w lasności.* Wybieramy

możliwe najbardziej naturalne dziedziny. W przypadku sinusa ograniczamy sie� do przedzia lu
[
−π

2
,
π

2

]
, a

w przypadku tangensa – do przedzia lu
(
−π

2
,
π

2

)
. Zbiory wartości to odpowiednio Przedzia l domknie� ty

[−1, 1] i ca la prosta (−∞,+∞) . Tradycyjnie zamiast pisać sin−1 piszemy arcsin , a zamiast tg−1

piszemy arctg **, co zreszta� pozwala na uniknie� cie dwuznaczności zwia� zanej z oznaczeniami sin−1 i

tg−1 . Podamy teraz definicje tych funkcji w jawny sposób.

Definicja funkcji arcsin i arctg

Jeśli x ∈ [−1, 1] , to arcsinx jest jedyna� liczba� z przedzia lu
[
−π

2
,
π

2

]
, dla której zachodzi równość

sin(arcsinx) = x .

Jeśli x jest liczba� rzeczywista� , to arctgx jest jedyna� liczba� rzeczywista� z przedzia lu
(
−π

2
,
π

2

)
, dla

której zachodzi równość tg(arctgx) = x .

Podamy przyk lady arcsin 1 =
π

2
, arcsin

1

2
=
π

6
, arcsin

(
−
√

2

2

)
= −π

4
, arctg

√
3 =

π

3
,

arctg(−1) = −π
4

, arctg 0 = 0 .

3. Granica funkcji

Wprowadzimy oznaczenie: IR = [−∞,+∞] oznacza zbiór z lożony ze wszystkich liczb rzeczywi-

stych uzupe lniony symbolami nieskończonymi −∞ i +∞ . Można myśleć, że IR to prosta z końcami.

Podkreślić wypada, że symboli nieskończonych nie traktujemy jak liczb, bo np. nie wszystkie dzia lania

z ich użyciem sa� wykonalne.

Definicja punktu skupienia

Punkt p ∈ IR jest punktem skupienia zbioru A ⊂ IRn wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cia� g (an)

punktów zbioru A , o wyrazach różnych od a , zbieżny do p .

+∞ jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb naturalnych IN – by sie� o tym przekonać wystarczy

przyja� ć an = n . Innych punktów skupienia zbiór IN nie ma. W gre� mog lyby wchodzić jedynie liczby

nieujemne, bo granica cia� gu liczb naturalnych jest albo równa +∞ , albo też jest liczba� nieujemna� . Jeśli

cia� g liczb naturalnych ma skończona� granice� , to ze wzgle� du na warunek Cauchy’ego odleg lości mie� dzy

wyrazami tego cia� gu, których numery sa� dostatecznie duże, sa� mniejsze niż 1 , a ponieważ sa� to liczby

ca lkowite, wie� c te odleg lości sa� równe 0 . Wykazalísmy, że cia� g liczb naturalnych, który ma skończona�
granice� musi być od pewnego miejsca sta ly, a wie� c granica jest równa pewnym wyrazom cia� gu. Jest

niezgodne z definicja� punktu skupienia.

Każda liczba z przedzia lu domknie� tego [0, 1] jest punktem skupienia przedzia lu otwartego (0, 1) . Innych

* Zbiorów, na których funkcja x2
jest różnowartościowa, jest bardzo dużo, np, [−1,0]∪(1,+∞) , (−∞,−2) , (−∞,0] ,

[0,+∞) , zbiór z lożony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich oraz ujemnych liczb niewymiernych i wiele innych.

** W niektórych krajach arctan .
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punktów skupienia przedzia l (0, 1) nie ma. To drugie zdanie jest prawdziwe w oczywisty sposób –

granica cia� gu liczb z przedzia lu (0, 1) musi sie� znajdować w przedziale [0, 1] . Jest też jasne, że dla

każdej liczby p z przedzia lu [0, 1] istnieje cia� g (an) liczb z przedzia lu (0, 1) , taki że p = lim
n→∞
an

oraz an 6= p dla każdego n .

Każda liczba rzeczywista i oba symbole nieskończone sa� punktami skupienia dziedziny funkcji tan-

gens, tj. zbioru tych liczb rzeczywistych, które nie sa� nieparzystymi wielokrotnościami liczby
π

2
.  Latwe

uzasadnienie tego stwierdzenia pozostawiamy czytelnikom.

Teraz możemy już zdefiniować granice� funkcji.

Definicja granicy funkcji w punkcie.*

Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f . Mówimy, że g ∈ IR jest granica� funkcji

f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego cia� gu (xn) zbieżnego do p , którego wszystkie

wyrazy sa� różne od p , ma miejsce równość lim
n→∞

f(xn) = g . Granice� funkcji f w punkcie p oznaczamy

symbolem lim
x→p
f(x) .

Zwrócić należy uwage� na to, że wśród wyrazów cia� gu zbieżnego do p , wyste� puja� cego w definicji

granicy, nie ma p . Oznacza to w szczególności, że nawet wtedy, gdy p jest argumentem funkcji f , to

wartość w tym punkcie nie ma wp lywu na istnienie granicy w punkcie p , ani na jej wartość – można

dowolnie zmieniać wartość funkcji w punkcie p nie zmieniaja� c granicy w tym punkcie. Oznacza to, że

jeśli funkcja ma granice� w punkcie p , to w dostatecznie bliskich punktach x wartość f(x) jest bliska

granicy g , pod warunkiem jednak, że x 6= p . Ponieważ cia� g ma co najwyżej jedna� granice� , wie� c również

funkcja może mieć tylko jedna� granice� w jednym punkcie. Poje� cie granicy funkcji jest bardzo ważne,

jest rozszerzeniem poje� cia granicy cia� gu. Podamy teraz kilka przyk ladów.

Przyk lady granic.

1. lim
x→0

sinx

x
= 1 . Równość ta zosta la udowodniona wcześniej.

2. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 . Również ta równość zosta la udowodniona wcześniej.

3. lim
x→0

ex − 1

x
= 1 . Te� równość wykazalísmy poprzednio.

4. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e . Te� równość wykażemy teraz. Trzeba wykazać, że dla każdego cia� gu (xn) ,

którego granica� jest ∞ zachodzi równość lim
n→∞

(
1 +

1

xn

)xn
= e . Wiemy, że jest tak w przypadku

xn = n – z definicji liczby e . Przypomnijmy też, że cia� g
(

1 +
1

n

)n
jest rosna� cy. Sta� d wynika,

że jeśli k > n jest liczba� naturalna� , to

(
1 +

1

n

)n
<

(
1 +

1

k

)k
< e . Sta� d i z definicji granicy

wynika, że jeśli lim
n→∞

kn = +∞ , to lim
n→∞

(
1 +

1

kn

)kn
= e – jeśli bowiem m jest jaka� kolwiek liczba�

naturalna� , to dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n , zachodzi nierówność kn > m , zatem
(

1 +
1

m

)m
<

(
1 +

1

kn

)kn
< e . Teraz możemy przej́sć do w laściwego dowodu. Niech lim

n→∞
xn =

+∞ . Bez straty ogólności rozważań można przyja� ć, że dla każdego n zachodzi nierówność xn ≥ 1 ,

bo jest tak dla dostatecznie dużych n . Niech kn be� dzie taka� liczba� ca lkowita� , że kn ≤ xn < kn+1

* Ta definicja jest nazywana cia� gowa� lub definicja� Heinego
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– taka liczba kn istnieje dok ladnie jedna. Ponieważ xn − 1 < kn , wie� c lim
n→∞

kn = +∞ . Sta� d i

z tego, co wykazalísmy poprzednio, wynika, że lim
n→∞

(
1 +

1

1 + kn

)kn
= e = lim

n→∞

(
1 +

1

kn

)1+kn

.

Mamy również

(
1 +

1

1 + kn

)kn
≤
(

1 +
1

1 + kn

)xn
<

(
1 +

1

xn

)xn
≤
(

1 +
1

kn

)xn
<

(
1 +

1

kn

)1+kn

.

Z tej nierówności i twierdzenia o trzech cia� gach wynika dowodzona przez nas teza.

5. Funkcja
1

x
, określona dla x 6= 0 , nie ma granicy w punkcie 0 , bowiem lim

n→∞
1

1/n
= +∞ i

jednocześnie lim
n→∞

1

−1/n
= −∞ , uda lo sie� nam wie� c wskazać dwa cia� gi argumentów zbieżne do 0 ,

takie że odpowiadaja� ce im cia� gi wartości maja� różne granice.

6. Funkcja sin
1

x
, określona dla x 6= 0 , nie ma granicy w punkcie 0 , bowiem sin

1

1/(2nπ)
= 0 oraz

sin
1

1/(2nπ + π/2)
= 1 . Wskazalísmy wie� c dwa cia� gi argumentów, takie że odpowiadaja� ce im cia� gi

wartości sa� sta le i różne.

Oprócz granicy funkcji rozpatrywane sa� granice jednostronne funkcji w punkcie. Zdefiniujemy gra-

nice� lewostronna� , definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.

Definicja granicy lewostronnej

g jest granica� lewostronna funkcji f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy można znaleźć w dzie-

dzinie cia� g (xn) o wyrazach mniejszych (ścísle!) niż p , zbieżny do p i gdy dla każdego takiego cia� gu

odpowiadaja� cy mu cia� g wartości (f(xn)) ma granice� g . Stosujemy oznaczenie lim
x→p−

f(x) .

 Latwo można udowodnić, że funkcja
1

x
ma jednostronne granice w punkcie 0 : prawostronna jest

równa +∞ , zaś lewostronna� jest −∞ . Funkcja sin
1

x
nie ma granicy prawostronnej w punkcie 0 –

wykazalísmy to w przyk ladzie 6, wskazuja� c dwa cia� gi dodatnich argumentów tej funkcji zbieżne do 0 ,

takie że odpowiadaja� ce im cia� gi wartości maja� różne granice.

Bez trudu można udowodnić „funkcyjna� ” wersje� twierdzenia o scalaniu.

Twierdzenie o scalaniu

Funkcja f określona na zbiorze zawieraja� cym cia� g liczb mniejszych niż p , zbieżny do p oraz cia� g liczb

wie� kszych niż p , zbieżny do p , ma granice� w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma obie granice

jednostronne i sa� one równe.

Dowód. Jest jasne, że z istnienia granicy wynika istnienie granic jednostronnych – zamiast

wszystkich cia� gów zbieżnych do p , których wyrazy sa� różne od p , rozpatrujemy jedynie ich cze� ść. Jeśli

natomiast wiemy, że istnieja� granice jednostronne, to cia� g o wyrazach różnych od p możemy rozbić na

podcia� g o wyrazach mniejszych niż p i na podcia� g o wyrazach wie� kszych niż p . Odpowiadaja� ce im

cia� gi wartości maja� te� sama� granice� , wie� c cia� g wartości odpowiadaja� cy naszemu cia� gowi ma granice� i to

równa� wspólnej wartości obu granic jednostronnych. Oczywíscie jeśli cia� g argumentów zawiera jedynie

skończenie wiele wyrazów wie� kszych niż p , to nie możemy rozpatrywać granicy prawostronnej, ale to

niczemu nie przeszkadza, bo w tym przypadku wystarczy skorzystać z istnienia granicy lewostronnej.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia o scalaniu, można przenieść inne twierdzenia dotycza� ce

granic cia� gów na ogólniejszy przypadek granicy funkcji.
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Twierdzenie o arytmetycznych w lasnościach granicy

A1. Jeśli istnieja� granice lim
x→p
f(x) , lim

x→p
g(x) i określona jest ich suma, to istnieje granica

lim
x→p

(f(x) + g(x)) i zachodzi wzór: lim
x→p

(f(x) + g(x)) = lim
x→p
f(x) + lim

x→p
g(x) .

A2. Jeśli istnieja� granice lim
x→p
f(x) , lim

x→p
g(x) i określona jest ich różnica, to istnieje granica

lim
x→p

(f(x)− g(x)) i zachodzi wzór: lim
x→p

(f(x)− g(x)) = lim
x→p
f(x)− lim

x→p
g(x) .

A3. Jeśli istnieja� granice lim
x→p
f(x) , lim

x→p
g(x) i określony jest ich iloczyn, to istnieje granica

lim
x→p

(f(x) · g(x)) i zachodzi wzór: lim
x→p

(f(x) · g(x)) = lim
x→p
f(x) · lim

x→p
g(x) .

A4. Jeśli istnieja� granice lim
x→p
f(x) , lim

x→p
g(x) i określony jest ich iloraz, to istnieje granica lim

x→p
f(x)

g(x)

i zachodzi wzór lim
x→p
f(x)

g(x)
=

lim
x→p
f(x)

lim
x→p
g(x)

.

Dowód tego twierdzenia jest natychmiastowa� konsekwencja� twierdzenia o arytmetycznych w las-

nościach granicy cia� gu.

Przed podaniem naste� pnego twierdzenia przypomnijmy, że operujemy terminem dla dostatecznie

dużych n . Oznacza to, że interesuja� nas liczby naturalne wie� ksze od pewnej liczby. W laściwie chodzi

o to, by by ly one bliskie +∞ . W przypadku funkcji argument, którym w przypadku cia� gu jest numer

wyrazu, czyli n , ma być bliski punktowi p , który może – lecz nie musi – być równy +∞ . Wymaga

wie� c zmiany sposób mówienia. Mówia� c x jest dostatecznie bliski p be� dziemy mieć na myśli, że:

(+∞) x > M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = +∞ ,

(−∞) x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = −∞ ,

(IR) |x− p| < δ dla pewnej dodatniej liczby δ , gdy p ∈ IR .

Twierdzenie o szacowaniu

N1. Jeśli C < lim
x→p
f(x) , to dla x 6= p , dostatecznie bliskich p zachodzi nierówność C < f(x) .

N2. Jeśli C > lim
x→p
f(x) , to dla x 6= p , dostatecznie bliskich p zachodzi nierówność C > f(x) .

N3. Jeśli lim
x→p
g(x) < lim

x→p
f(x) , to dla x 6= p , dostatecznie bliskich p zachodzi nierówność

g(x) < f(x) .

N4. Jeśli g(x) ≤ f(x) dla x dostatecznie bliskich p , to zachodzi nierówność lim
x→p
g(x) ≤ lim

x→p
f(x) .

Dowód. Zak ladamy ca ly czas, że p jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Zauważmy naj-

pierw, że zaprzeczeniem zdania: Dla wszystkich x 6= p dostatecznie bliskich p spe lniony jest warunek W

jest zdanie: Istnieje cia� g (xn) zbieżny do p , taki że xn 6= p dla każdego n i warunek W nie zachodzi

dla żadnego wyrazu cia� gu (xn) .

Jeśli np. p = +∞ i nie jest prawda� , że warunek W spe lniony jest dla wszystkich x dostatecznie bli-

skich p = +∞ , to dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba x > M , dla której warunek W nie

zachodzi. By otrzymać cia� g (xn) , którego granica� jest ∞ , z lożony z liczb, dla których warunek W nie

zachodzi, wystarczy przyja� ć, że M = n . Jeśli natomiast istnieje cia� g (xn) , którego granica� jest +∞ ,

taki że warunekW nie jest spe lniony dla żadnego (xn) , to warunek W nie jest spe lniony dla wszystkich

dostatecznie dużych x , czyli nie jest spe lniony dla wszystkich x dostatecznie bliskich +∞ . Analogicz-

nie poste� pujemy w przypadku p = −∞ .

Jeśli p ∈ IR , to dla każdego δ > 0 istnieje x , takie że x 6= p i |x − p| < δ , dla którego warunek W
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nie zachodzi. By zdefiniować xn przyjmujemy, że δ =
1

n
. Z istnienia cia� gu (xn) z lożonego z liczb, dla

których warunek W nie zachodzi, wynika od razu, że nie jest możliwe, by warunek W by l spe lniony dla

wszystkich x dostatecznie bliskich p .

Teraz możemy zaja� ć sie� w laściwym dowodem. Za lóżmy, że lim
x→p
f(x) < C oraz że nie jest prawda� , że dla

x dostatecznie bliskich p zachodzi nierówność f(x) < C . Wynika sta� d, że istnieje cia� g (xn) , taki że dla

każdego n zachodzi nierówność f(xn) ≥ C . Sta� d jednak wynika, że lim
x→p
f(xn) ≥ C , wbrew za lożeniu.

Dowód w tym przypadku zosta l zakończony. Stwierdzenie N2 dowodzimy analogicznie lub wnioskujemy

z N1 zaste� puja� c funkcje� f funkcja� przeciwna� −f . Stwierdzenie N3 wynika ze stwierdzeń poprzednich:

starczy użyć liczby C leża� cej mie� dzy lim
x→p
f(x) oraz lim

x→p
g(x) . Ostatni fragment twierdzenia to prosta

konsekwencja tego, że cia� g o mniejszych wyrazach ma mniejsza� granice� . Dowód zosta l zakończony.

Podamy teraz inna� definicje� granicy funkcji. Z poprzednia� można wia� zać takie stwierdzenie (nie-

ścis le, ale ważne): niezależnie od tego w jaki sposób argument da� ży do p , to wartość funkcji zbliża sie�
do g . Z ta� która pojawi sie� niebawem wia� żemy stwierdzenie jeśli argument funkcji jest dostatecznie

bliski p , ale różny od p , to wartość funkcji jest bliska g . Sformu lujemy zapowiedziana� definicje� bardzo

dok ladnie, bez żadnych skrótów. Ma ona dziewie� ć cze� ści, ale na ogó l po przeczytaniu dwóch – trzech

pierwszych nie ma potrzeby czytać dalej, bo można to samodzielnie napisać.

Definicja granicy funkcji*

1. g, p ∈ IR . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje liczba

δ > 0 taka, że jeśli 0 < |x− p| < δ , to |f(x)− g| < ε .
2. g ∈ IR , p = +∞ . Wtedy g = lim

x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje

liczba rzeczywista M , taka że jeśli x > M , to |f(x) − g| < ε .
3. g ∈ IR , p = −∞ . Wtedy g = lim

x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0 istnieje

liczba rzeczywista M , taka że jeśli x < M , to |f(x) − g| < ε .
4. g = +∞ , p ∈ IR . Wtedy g = lim

x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista δ > 0 , taka że jeśli 0 < |x− p| < δ , to f(x) > M .

5. g = +∞ , p = +∞ . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista K , taka że jeśli x > K , to f(x) > M .

6. g = +∞ , p = −∞ . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista K , taka że jeśli x < K , to f(x) > M .

7. g = −∞ , p ∈ IR . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista δ > 0 , taka że jeśli 0 < |x− p| < δ , to f(x) < M .

8. g = −∞ , p = +∞ . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista K , taka że jeśli x > K , to f(x) < M .

9. g = −∞ , p = −∞ . Wtedy g = lim
x→p
f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby M istnieje

liczba rzeczywista K , taka że jeśli x < K , to f(x) < M .

Dowód. Dowód podamy w dwóch wybranych przypadkach: pierwszym i ósmym. Reszte� czytelnik

powinien uzupe lnić samodzielnie, być może nie wszystko – tyle tylko, by w miare� swobodnie przepro-

* ta definicja nazywana jest definicja� Cauchy’ego lub definicja� otoczeniowa� , czasem, to już be lkot matematyczny, – epsi-

lonowo–deltowa� .
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wadzić dowód w którymś przypadku.

Za lożymy najpierw, że g, p sa� liczbami rzeczywistymi oraz że g = lim
x→p
f(x) w sensie definicji cia� gowej.

Jeśli istnieje liczba ε > 0 , taka że dla każdej liczby δ > 0 istnieje x , takie że 0 < |x − p| < δ i

jednocześnie |f(x) − g| ≥ ε , to przyjmuja� c, że xn jest dobrane do
1

n
, tzn. 0 < |xn − p| <

1

n
i

|f(xn) − g| ≥ ε , otrzymujemy cia� g (xn) zbieżny do p , o wyrazach różnych od p i taki że odpowia-

daja� cy mu cia� g wartości funkcji nie jest zbieżny do liczby g , bowiem wszystkie wyrazy tego cia� gu

wartości pozostaja� w odleg lości nie mniejszej niż ε od g . Twierdzenie zosta lo udowodnione w jedna

strone� . Teraz za lożymy, że g = lim
x→p
f(x) w sensie definicji otoczeniowej. Niech (xn) be� dzie dowolnym

cia� giem argumentów funkcji f zbieżnym do p , o wyrazach różnych od p i niech ε oznacza dowolna�
liczbe� dodatnia� . Z definicji otoczeniowej granicy funkcji wynika, że istnieje liczba δ > 0 , taka że jeśli

0 < |x − p| < δ , to |f(x) − g| < ε . Z definicji granicy cia� gu wnioskujemy, że dla dostatecznie dużych

n zachodzi nierówność |xn − p| < δ i oczywíscie xn 6= p , zatem 0 < |xn − p| < δ , a sta� d wynika, że

|f(xn)− g| < ε . Sta� d i z definicji granicy cia� gu wynika, że lim
n→∞
f(xn) = g , a wobec tego, że (xn) jest

dowolnym cia� giem, możemy stwierdzić, że g jest granica� w sensie definicji cia� gowej.

Teraz, zgodnie z obietnica� , zajmiemy sie� przypadkiem 8, tj. za lożymy, że g = −∞ oraz że p = +∞ .

Zak ladamy, że dla każdego cia� gu (xn) argumentów funkcji f , którego granica� jest +∞ zachodzi

równość lim
n→∞

f(xn) = −∞ . Mamy wykazać, że dla każdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczy-

wista K , taka że jeśli x > K , to f(x) < M . Za lóżmy, że tak nie jest. Istnieje wie� c liczba M taka, że dla

każdej liczby K istnieje argument x funkcji f , taki że x > K i jednocześnie f(x) ≥M . Przyjmuja� c
K = n otrzymujemy argument xn , taki że xn ≥ n i f(xn) ≥ M . Sta� d jednak wynika, że −∞ nie

jest granica� cia� gu (f(xn)) , wbrew za lożeniu, kończy to dowód w jedna� strone� . Teraz za lożymy, że dla

każdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczywista K , taka że jeśli x > K , to f(x) < M . Jeśli

lim
n→∞
xn = +∞ , to dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność xn > K i wobec tego f(xn) < M .

Wobec dowolności M , oznacza to, że lim
n→∞
f(xn) = −∞ . Dowód zosta l zakończony.

Z twierdzenia o trzech cia� gach wynika analogiczne twierdzenie dla granic funkcji.

Twierdzenie o trzech funkcjach

Jeśli dla wszystkich argumentów x dostatecznie bliskich punktowi p zachodzi naste� puja� ca nierówność

podwójna f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) i istnieja� granice lim
x→p
f(x) , lim

x→p
h(x) oraz lim

x→p
f(x) = lim

x→p
h(x) , to

również funkcja g ma granice� w punkcie p i zachodzi równość lim
x→p
f(x) = lim

x→p
g(x) = lim

x→p
h(x) .

Z naste� pnego twierdzenia w zasadzie nie be� dziemy korzystać, podajemy je tylko po to, by pokazać,

pe lna� analogie� poje� cia granicy cia� gu i granicy funkcji, wie� c  latwy dowód pozostawiamy czytelnikom w

charakterze zadania.

Twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu granicy skończonej

Funkcja f ma granice� skończona� w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniony jest naste� puja� cy

warunek Cauchy’ego:

dla każdego ε > 0, dla wszystkich x, y 6= p dostatecznie bliskich p

zachodzi nierówność |f(x)− f(y)| < ε . (w.C.)

Twierdzenie, które znajduje sie� poniżej ma bardzo prosty dowód, ale jest bardzo cze� sto stosowane.

Twierdzenie o granicy z lożenia dwu funkcji

Za lóżmy, że dziedzina funkcji f zawiera zbiór wartości funkcji g , że funkcja g ma granice� G w punkcie
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p , że granica G jest punktem skupienia dziedziny funkcji f i funkcja f ma granice� H w punkcie G

oraz że wartości funkcji g w punktach dostatecznie bliskich p sa� różne od G . Przy tych za lożeniach

funkcja f ◦ g określona wzorem (f ◦ g)(x) = f(g(x)) ma w punkcie p granice� , ta granica jest równa H .

Za lożenia tego twierdzenia sa� tak dobrane, że dowód wynika od razu z definicji cia� gowej granicy funkcji

w punkcie.

Przed podaniem twierdzenia o istnieniu granic jednostronnych funkcji monotonicznej omówimy

poje� cie kresu zbioru i kresu funkcji. Rozpoczniemy od definicji.

Definicja kresów

gz. Kresem górnym zbioru niepustego A ⊆ IR nazywamy taki element M zbioru IR , że dla każdego

a ∈ A zachodzi nierówność a ≤M oraz że jeśli M ′ < M , to istnieje a ∈ A , dla którego a > M ′ .

Innymi s lowy: M jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru A . Piszemy supA .

gf. Kresem górnym M funkcji f nazywamy kres górny zbioru jej wartości, tj. najmniejsza� liczbe� M ,

taka� że f(x) ≤M dla każdego argumentu x funkcji f . Piszemy sup f .

dz. Kresem dolnym zbioru niepustego A ⊆ IR nazywamy taki element M zbioru IR , że dla każdego

a ∈ A zachodzi nierówność a ≥M oraz że jeśli M ′ > M , to istnieje a ∈ A , dla którego a < M ′ .

Innymi s lowy: M jest najwie� kszym ograniczeniem dolnym zbioru A . Piszemy inf A .

df. Kresem dolnym M funkcji f nazywamy kres dolny zbioru jej wartości, tj. najwie� ksza� liczbe� M ,

taka� że f(x) ≥M dla każdego argumentu x funkcji f . Piszemy inf f .

Definicja granicy górnej

M ∈ IR jest granica� górna� funkcji f przy x −→ p wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) dla każdego cia� gu (xn) o granicy p , wyrazach różnych od p , dla którego istnieje lim
n→∞
f(xn)

zachodzi nierówność lim
n→∞
f(xn) ≤ L oraz

(ii) M jest najmniejszym elementem IR , dla którego spe lniony jest warunek (i).

Piszemy wtedy M = lim sup
x→p

f(x) .

Analogicznie definiujemy granice� dolna� , która� oznaczamy przez M = lim inf
x→p

f(x) . Warunek (ii) tej

definicji można zasta� pić stwierdzeniem: istnieje cia� g (xn) o granicy p i wyrazach różnych od p , dla

którego lim
n→∞
f(xn) = L . Oznacza to, że granica górna jest kresem górnym granic postaci lim

n→∞
f(xn) ,

gdzie (xn) oznacza cia� g o wyrazach różnych od p , którego granica� jest p . Definicja granicy dolnej jest

analogiczna. Można bez trudu wykazać, że jeśli p jest liczba� rzeczywista� , D dziedzina� funkcji f , to

[
lim inf
x→p

f(x), lim sup
x→p

f(x)

]
=
⋂

δ>0

[
inf f

(
D ∩ (p− δ, p+ δ) \ {p}

)
, sup f

(
D ∩ (p− δ, p+ δ) \ {p}

) ]
.

Oznacza to, że rozpatrujemy otoczenie punktu p , znajdujemy najmniejszy przedzia l domknie� ty (być

może nieskończony) zawieraja� cy obraz tej cze� ści dziedziny, która znalaz la sie� w rozpatrywanym oto-

czeniu punktu p , z wyja� tkiem punktu samego p . Naste� pnie zmniejszamy to otoczenie (czyli mówia� c
nieformalnie δ → 0 ), lewy koniec otrzymanego przedzia lu, być może zdegenerowanego do jednego

punktu, to lim inf
x→p

f(x) , a prawy – to lim sup
x→p

f(x) . Zache� cam studentów do wykazania równoważności

tych określeń oraz do samodzielnego ich sformu lowania w przypadku p = ±∞ .

Podamy teraz kilka przyk ladów kresów funkcji.
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5. Niech f(x) =
x√

1 + x2
. Jest jasne, że −1 < f(x) < 1 dla każdej liczby rzeczywistej x . Czytelnik

sprawdzi z  latwościa� , że jeśli 0 ≤ a < 1 i x >
a√

1− a2
, to a <

x√
1 + x2

= f(x) . Wykazalísmy

wie� c, że 1 jest ograniczeniem górnym funkcji f oraz że żadna liczba dodatnia mniejsza niż 1

nie jest ograniczeniem górnym funkcji f . Sta� d wynika, że sup f = 1 . Ponieważ funkcja f jest

nieparzysta (f(−x) = −x dla każdego x ), wie� c inf f = −1 .

6. Kresem górnym funkcji sin jest liczba 1, a kresem dolnym funkcji sinus – liczba −1 .

7. Kresem górnym funkcji wyk ladniczej o podstawie e jest +∞ , a dolnym – liczba 0 .

8. Kresem górnym logarytmu naturalnego jest +∞ , a kresem dolnym jest −∞ .

9. Kresem górnym funkcji liniowej niesta lej jest +∞ , a kresem dolnym tej funkcji jest −∞ .

10. Kresem górnym funkcji f , danej wzorem f(x) = x2 + 2x− 2 = (x + 1)2 − 3 , jest +∞ , a kresem

dolnym tej funkcji jest liczba −3 .

4. Funkcje monotoniczne

Rozpoczniemy od przypomnienia definicji funkcji niemaleja� cych i nierosna� cych, ścísle maleja� -
cych i ścísle rosna� cych.

Definicja funkcji monotonicznych i ścísle monotonicznych

Funkcja f określona na zbiorze, którego elementami sa� liczby rzeczywiste, jest

1. ścísle rosna� ca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentów x, y konsekwencja� nierówności

x < y jest nierówność f(x) < f(y) ;

2. ścísle maleja� ca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentów x, y konsekwencja� nierówności

x < y jest nierówność f(x) > f(y) ;

3. nierosna� ca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentów x, y konsekwencja� nierówności

x < y jest nierówność f(x) ≥ f(y) ;

4. niemaleja� ca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentów x, y konsekwencja� nierówności

x < y jest nierówność f(x) ≤ f(y) .

Znów mamy do czynienia z rozszerzeniem poje� cia z cia� gów na funkcje. Podamy tylko jeden przyk lad,

bo licznych przyk ladów dostarczylísmy już wcześniej w postaci cia� gów monotonicznych, a i w przysz lości

ich nie zabraknie. Niech f(x) =
1

x
dla x 6= 0 . Zauważmy, że w ca lej dziedzinie funkcja nie jest

monotoniczna: −1 < 1 i jednocześnie f(−1) = −1 < 1 = f(1) , wie� c funkcja f nie może być nierosna� ca,

w szczególności nie może być maleja� ca; 1 < 2 i jednocześnie f(1) = 1 >
1

2
= f(2) , zatem f nie może

być funkcja� niemaleja� ca� , tym bardziej rosna� ca� . Natomiast czytelnik stwierdzi bez trudu, że f jest

funkcja� maleja� ca� na każdej z dwu pó lprostych (−∞, 0) i (0,+∞) .

Twierdzenie o istnieniu granic funkcji monotonicznej

Jeśli f jest funkcja� monotoniczna� , p jest punktem skupienia jej dziedziny, to jeśli istnieje cia� g (xn)

argumentów funkcji f mniejszych niż p , zbieżny do p , to f ma granice� lewostronna� w punkcie p , jeśli

istnieje cia� g argumentów funkcji f wie� kszych niż p , zbieżny do p , to f ma granice� prawostronna� w
punkcie p .

Dowód. Wystarczy oczywíscie udowodnić to twierdzenie przy za lożeniu, że funkcja f jest niema-

leja� ca. Jeśli bowiem f jest nierosna� ca, to funkcja przeciwna −f jest niemaleja� ca. Niech g be� dzie kresem

górnym zbioru z lożonego z wartości funkcji f osia� ganych w punktach x < p ( g = sup{f(x): x <
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p} ). Trzeba wykazać, że g = lim
x→p−

f(x) . Jeśli x < p , to f(x) ≤ g . Jeśli m < g jest liczba� rzeczywista� ,
to ponieważ m nie jest ograniczeniem górnym zbioru tych wartości funkcji f , które sa� osia� gane w

punktach x < p , wie� c istnieje argument x′ < p , taki że f(x′) > m . Sta� d wynika, że jeśli x′ < x < p

to m < f(x′) ≤ f(x) ≤ g , zatem: jeśli x < p jest dostatecznie bliskie p , to f(x) jest dostatecznie

bliskie g , co dowodzi tego, że g = lim
x→p−

f(x) . Analogicznie dowodzimy, że jeśli istnieje cia� g argumentów

wie� kszych niż p , zbieżny do p , to kres dolny tych wartości funkcji, które sa� przyjmowane w punktach

wie� kszych niż p jest prawostronna� granica� funkcji f w punkcie p . Dowód zosta l zakończony.

5. Funkcje cia� g le

Przechodzimy teraz do najważniejszego tematu tego rozdzia lu – do cia� g lości. Rozpoczniemy od

definicji.

Definicja funkcji cia� g lej

Funkcja f jest cia� g la w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy p jest argumentem funkcji i zachodzi jedna

z dwu możliwości:

(i) p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f ;

(ii) p jest punktem skupienia dziedziny funkcji f , która ma granice� w punkcie p i ta granica jest

równa wartości funkcji w punkcie p : lim
x→p
f(x) = f(p) .

Twierdzenie charakteryzuja� ce cia� g lość

Funkcja f jest cia� g la w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby dodatniej ε istnieje liczba

δ > 0 , taka że jeśli |x− p| < δ , to |f(x)− f(p)| < ε .

Dowód. Jeżeli p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f , to istnieje liczba δ > 0 , taka

że jedynym punktem x dziedziny funkcji f , dla którego |x− p| < δ jest punkt p – w tym przypadku

|f(x) − f(p)| = |f(p) − f(p)| = 0 < ε , niezależnie od wyboru liczby dodatniej ε . Pozosta la cze� ść
twierdzenia może być otrzymana natychmiast z definicji otoczeniowej granicy funkcji. Dowód zosta l

zakończony.

Z poznanych twierdzeń o granicach funkcji wynika od razu naste� puja� ce twierdzenie.

Twierdzenie o operacjach na funkcjach cia� g lych

Za lóżmy, że funkcje f i g określone na wspólnej dziedzinie sa� cia� g le w punkcie p . Wtedy naste� puja� ce

funkcje sa� cia� g le w punkcie p : f + g , f − g , f · g oraz
f

g
pod warunkiem g(p) 6= 0 .

Ważna� operacja� jest sk ladanie (superponowanie) funkcji. Polega ono na „wykonaniu” po kolei dwu

funkcji: (f ◦ g)(x) = f(g(x)) . Okazuje sie� , że sk ladaja� c funkcje cia� g le otrzymujemy w rezultacie funkcje�
cia� g la� .

Twierdzenie o cia� g lości z lożenia dwu funkcji

Jeżeli funkcja g jest cia� g la w punkcie p, funkcja f określona na zbiorze zawieraja� cym zbiór wartości

funkcji g jest cia� g la w punkcie g(p) , to z lożenie f ◦ g jest funkcja� cia� g la� w punkcie p .

Dowód Wynika to od razu z otoczeniowej definicji cia� g lości: jeśli ε > 0 , to istnieje δ > 0 , takie

że jeśli |y − g(p)| < δ , to |f(y) − f(g(p))| < ε , istnieje też η > 0 , takie że jeśli |x − p| < η , to

|g(x)− g(p)| < δ , a wobec tego |f(g(x))− f(g(p))| < ε . Dowód zosta l zakończony.

Nie jest natomiast prawda� , że funkcja odwrotna do funkcji f cia� g lej w punkcie p musi być cia� g la w

punkcie f(p) . Zache� camy czytelników do samodzielnego skonstruowania przyk ladu. Musi on być nieco
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dziwaczny, bowiem jeśli za lożymy, że funkcja f jest cia� g la w ca lej dziedzinie, która jest przedzia lem, to

wtedy funkcja odwrotna musi być cia� g la� , mówimy o funkcji, której wartościami sa� liczby rzeczywiste.

Tego twierdzenia jednak nie udowodnimy teraz, bowiem jego dowód stanie sie�  latwiejszy później.

Przyk lady

1. Funkcja sta la jest cia� g la w każdym punkcie.

2. Funkcja identyczność, czyli funkcja, której wartościa� w punkcie x jest liczba x jest cia� g la w każdym

punkcie prostej – wynika to natychmiast z definicji cia� g lości. Zamiast mówić funkcja identyczność

be� dziemy mówić funkcja x , rozumieja� c, że jest ona określona na ca lej prostej.

3. Funkcje x2 , x3 , . . . sa� cia� g le w każdym punkcie prostej. Wynika to natychmiast z twierdzenia o

cia� g lości iloczynu funkcji cia� g lych i poprzedniego przyk ladu.

4. Każdy wielomian, czyli funkcja postaci a0 +a1x+ · · ·+anxn , gdzie a0, a1, . . . , an sa� dowolnymi

liczbami rzeczywistymi, jest cia� g la w każdym punkcie prostej. Wynika to z poprzednich przyk ladów

oraz twierdzenia o cia� g lości iloczynu i sumy funkcji: funkcja postaci ajx
j jest iloczynem funkcji

sta lej o wartości aj oraz funkcji xj , wielomian jest suma� takich funkcji.

5. Suma szeregu pote� gowego, tj. szeregu postaci

∞∑

n=0

anx
n jest funkcja� cia� g la� w każdym punkcie swej

dziedziny, tj. w każdym punkcie x , w którym szereg pote� gowy jest zbieżny. To twierdzenie nie jest

takie proste jak poprzednie, ale udowodnilísmy je poprzednio.

6. Funkcja x−1
x+3 , której dziedzina� jest zbiór z lożony ze wszystkich liczb rzeczywistych z wyja� tkiem

liczby −3 jest cia� g la w każdym punkcie swej dziedziny, bo jest ilorazem funkcji cia� g lych.

7. Funkcja wyk ladnicza ex jest cia� g la. Wykazalísmy to w rozdziale 1. punkt 19. Wynika to również

z wzoru udowodnionego tamże: ex =
∞∑

n=0

xn

n!
i przyk ladu poprzedniego.

8. Logarytm naturalny (o podstawie e ) jest funkcja� cia� g la� . Można wywnioskować to z cia� g lości funkcji

wyk ladniczej w taki sam sposób jak w przyk ladzie trzynastym wnioskowana jest cia� g lość funkcji

arcsin z cia� g lości funkcji sinus.

9. Dla każdej liczby rzeczywistej a funkcja pote� gowa xa o wyk ladniku a jest cia� g la w każdym punkcie

pó lprostej (0,+∞) . Wynika to z cia� g lości logarytmu naturalnego, cia� g lości funkcji wyk ladniczej o

podstawie e i cia� g lości iloczynu oraz z lożenia funkcji cia� g lych: xa = ea lnx .

10. Jeśli a > 0 , to funkcja xa jest cia� g la w punkcie 0, jej wartość w punkcie 0 definiujemy w tym

przypadku jako 0. Trzeba udowodnić, że jeśli lim
n→∞
xn = 0 , to również lim

n→∞
xan = 0 . Jest tak dla

a =
1

k
, k – dowolna liczba ca lkowita wie� ksza niż 1, bo x1/k = k

√
x – wykazalísmy to w rozdziale 1,

punkt 17, przyk lad i. W przypadku dowolnego a znajdujemy najpierw dodatnia� liczbe� ca lkowita�
k >

1

a
. Dla każdej liczby nieujemnej x < 1 mamy wtedy 0 ≤ xa ≤ x1/k . Teza wynika teraz z

twierdzenia o trzech cia� gach.

11. Jeśli a =
p

q
, gdzie q jest nieparzysta� liczba� ca lkowita� dodatnia� , zaś p liczba� ca lkowita� ujemna� , to

funkcja xa = q
√
xp jest cia� g la w każdym punkcie pó lprostej (−∞, 0) . Wynika to od razu z cia� g lości

funkcji pierwiastek q –tego stopnia, cia� g lości wielomianu i cia� g lości ilorazu funkcji cia� g lych oraz

twierdzenia o cia� g lości z lożenia.

W ostatnich trzech przyk ladach wykazalísmy, że funkcja pote� gowa jest cia� g la wsze� dzie tam, gdzie

12



jest określona.

12. Funkcje sinus i kosinus sa� cia� g le w każdym punkcie prostej. Jest to konsekwencja nierówności

| sinx− sin y| ≤ |x− y| oraz | cosx− cos y| ≤ |x− y| .

13. Funkcja arcsin jest cia� g la na przedziale [−1, 1] . Za lóżmy, że tak nie jest. Oznacza to, że ist-

nieje cia� g (xn) punktów przedzia lu [−1, 1] zbieżny do pewnej liczby g , taki że cia� g (arcsinxn)

nie jest zbieżny do arcsin g . Oznacza, że z cia� gu (arcsinxn) można wybrać podcia� g zbieżny

arcsinxkn do granicy G 6= arcsin g . Sta� d i z cia� g lości funkcji sinus wynika, że g = lim
n→∞

xkn =

lim
n→∞

sin(arcsin(xkn)) = sin(G) 6= sin(arcsin g) = g . Otrzymalísmy sprzeczność g 6= g . Oznacza to ,

że każdy podcia� g zbieżny cia� gu (arcsinxn) ma granice� arcsin g , a to oznacza, że lim
n→∞

arcsinxn =

arcsin g .

14. Funkcja arctg jest cia� g la na ca lej prostej. Dowód, który można przeprowadzić podobnie do po-

danego w poprzednim przyk ladzie dowodu cia� g lości funkcji arcsin pozostawiamy czytelnikom, by

mogli sprawdzić, na ile zrozumieli metode� . Oczywíscie w dowodzie należy skorzystać z cia� g lości

funkcji tangens, ale to ostatnie stwierdzenie wynika z twierdzenia o cia� g lości ilorazu.

15. Dla każdej liczby rzeczywistej a > 0 funkcja wyk ladnicza ax jest cia� g la w każdym punkcie prostej

rzeczywistej. Wynika to z tego, że ax = ex ln a , twierdzeń o cia� g lości iloczynu i z lożenia oraz

cia� g lości funkcji wyk ladniczej o podstawie e i cia� g lości identyczności oraz funkcji sta lej.

Z tych przyk ladów wynika, że każda funkcja, która� można zdefiniować „wzorem” używaja� c standar-

dowych funkcji, jest cia� g la w ca lej swojej dziedzinie, np. exp

(
sin(x2 − 12x+ 2)

tg(cosx+ lnx)

)
− sin

√
x4 − 113 .

Wynika to z wielokrotnego stosowania twierdzeń o cia� g lości z lożenia, sumy, różnicy, iloczynu i ilorazu.

Mog loby wie� c powstać wrażenie, że wszystkie funkcje sa� cia� g le. Tak jednak nie jest. Podamy poniżej

kilka przyk ladów.

Przyk lady funkcji niecia� g lych

16. sgn(x) =
|x|
x

dla x 6= 0 oraz f(0) = 0 , ta funkcja jest cia� g la w każdym punkcie p 6= 0 , bo wtedy

jest sta la w pewnym przedziale otwartym zawieraja� cym p , w punkcie 0 ta funkcja jest niecia� g la,

bowiem jej granica prawostronna jest w tym punkcie równa 1, lewostronna jest równa −1 , wie� c
funkcja sgn (znak liczby) nie ma granicy w punkcie 0.

17. Niech f(x) = sin
1

x
dla x 6= 0 , f(0) = 0 . Funkcja tak zdefiniowana nie ma granicy w punkcie 0,

wie� c nie jest w tym punkcie cia� g la. We wszystkich innych punktach jest cia� g la jako z lożenie funkcji

cia� g lej sinus z funkcja� cia� g la� 1

x
.

18. Niech f(x) = 1 dla x 6= 0 i f(0) = 0 . Funkcja ta jest niecia� g la w punkcie 0 , choć ma w

tym punkcie granice� , jednak ta granica nie jest równa wartości funkcji w punkcie 0 . W innych

punktach p funkcja jest cia� g la, bo jest sta la na pewnym przedziale otwartym zawieraja� cym punkt

p . Oczywíscie można uznać ten przyk lad za sztuczny.

19. Niech V (t) oznacza obje� tość jednego kilograma wody w temperaturze t , císnienie jest sta le, tzw.

normalne i niezależne od temperatury. Ze szkolnych lekcji fizyki wiadomo, że funkcja V ma nie-

cia� g lość w punkcie 0 tj. w temperaturze, w której naste� puje przej́scie ze stanu ciek lego w sta ly lub

odwrotnie, zreszta� w punkcie 0 funkcja jest z punktu widzenia fizyki niezdefiniowana, ze wzgle� du

na zmiane� stanu skupienia. Granice jednostronne istnieja� : prawostronna jest mniejsza niż lewo-
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stronna (dlatego lód p lywa w wodzie wystaja� c z niej). Przyk lad ten podajemy po to, by czytelnicy

tego tekstu zdawali sobie sprawe� , że w niektórych sytuacjach pojawiaja� sie� funkcje niecia� g le w

naturalnych sposób.

20. Niech f(x) = 1 , jeśli liczba x jest wymierna, tj. x jest ilorazem dwu liczb ca lkowitych i niech

f(x) = 0 , jeśli x jest liczba� niewymierna� , np. jeśli x =
m

n

√
2 , gdzie m, n sa� liczbami ca lkowitymi

różnymi od 0 . Funkcja ta nie ma granicy w żadnym punkcie, bo każda liczba rzeczywista jest

granica� cia� gu liczb wymiernych, np. swoich przybliżeń dziesie� tnych oraz granica� cia� gu liczb nie-

wymiernych. W pierwszym przypadku cia� g wartości funkcji da� ży do 1, a w drugim do 0. Wobec

tego funkcja ta jest niecia� g la w każdym punkcie! Można udowodnić, to jest  latwe!, że f(x) =

lim
k→∞

(
lim
n→∞

(cos(k!πx))2n
)

, wie� c ta dziwna funkcja może być otrzymana w wyniku podwójnego

przej́scia granicznego z funkcji uważanych za podstawowe.

Funkcje niecia� g le pojawiaja� sie� w różnego rodzaju modelach matematycznych. Nie be� dziemy sie�
nimi zajmować prawie wcale. Pierwszym naszym celem jest zaznajomienie sie� z podstawowymi w las-

nościami funkcji cia� g lych określonych na porza� dnych dziedzinach. Z naszego punktu widzenia najpo-

rza� dniejszymi możliwymi dziedzinami sa� przedzia ly. Rozpoczniemy od intuicyjnie oczywistego twierdze-

nia nazywanego cze� sto mylnie twierdzeniem Darboux. Wydaje sie� , że pierwszymi, którzy je udowodnili,

zreszta� niezależnie, byli Bolzano i Cauchy.

Twierdzenie o przyjmowaniu wartości pośrednich

Jeśli f jest funkcja� cia� g la� w każdym punkcie pewnego przedzia lu P i f(x) < C < f(z) dla pewnych

punków x, z przedzia lu P , to mie� dzy punktami x i z znajduje sie� punkt y , taki że C = f(y) .

Dowód. Niech x0 = x , z0 = z . Niech c0 be� dzie środkiem odcinka o końcach x0 i z0 . Mamy

c0 =
1

2
(x0 + z0) . Sa� trzy możliwości f(c0) = C , f(c0) < C i f(c0) > C . W pierwszym przypadku

przyjmujemy y = c0 i kończymy dowód. W drugim przypadku przyjmujemy x1 = c0 i z1 = z0 . W

trzecim przypadku przyjmujemy x1 = x0 i z1 = c0 . W drugim i trzecim przypadku spe lnione sa�
zależności: f(x1) < f(z1) oraz |z1−x1| =

1

2
|z0−x0| . Powtórzymy konstrukcje� . Niech c1 =

1

2
(x1 +z1) .

Jeśli f(c1) = C , to kończymy dowód przyjmuja� c y = c1 . W przypadku przeciwnym przyjmujemy

x2 = c1 i z2 = z1 , jeżeli f(c1) < C oraz x2 = x1 i z2 = c1 , jeżeli f(c1) > C . W obu przypadkach

f(x2) < C < f(z2) i |z2−x2| =
1

2
|z1−x1| =

(
1

2

)2

|z0−x0| . Poste� puja� c w dalszym cia� gu w ten sposób

natrafiamy na punkt y , taki że C = f(y) lub otrzymujemy dwa cia� gi (xn) i (zn) punktów przedzia lu

P , takie że dla każdego n spe lnione sa� zwia� zki |zn − xn| =
(

1

2

)n
|z0 − x0| oraz f(xn) < C < f(zn) .

Z konstrukcji wynika, że dla każdego n punkty xn+1 i zn+1 znajduja� sie� w przedziale domknie� tym

o końcach xn i zn . Sta� d wynika, że jeżeli k > m > n , to punkty xm, zm, xk, zk znajduja� sie� w
przedziale o końcach xn, zn i wobec tego odleg lości mie� dzy każdymi dwoma z nich sa� mniejsze niż

|zn−xn| =
(

1

2

)n
|z0−x0| , w szczególności |xk−xm| <

(
1

2

)n
|z0−x0| i |zk−zm| <

(
1

2

)n
|z0−x0| .

Z tego, że lim
n→∞

(
1

2

)n
= 0 , wynika, że oba cia� gi (xn) i (zn) spe lniaja� warunek Cauchy’ego, wie� c

każdy z nich ma skończona� granice� . Ponieważ lim
n→∞
|zn − xn| = 0 , wie� c te granice sa� równe. Niech

y = lim
n→∞
xn = lim

n→∞
zn . Z cia� g lości funkcji f w punkcie y wynika, że f(y) = lim

n→∞
f(xn) ≤ C oraz

C ≤ lim
n→∞
f(zn) = f(y) . Z nierówności f(y) ≤ C ≤ f(y) wynika, że C = f(y) . Dowód zosta l

14



zakończony. .

Typowym zastosowaniem twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich jest wykazywanie, że

funkcja cia� g la w każdym punkcie przedzia lu, przyjmuja� ca w pewnym punkcie tego przedzia lu wartość

dodatnia� , a w innym – ujemna� , ma mie� dzy tymi punktami pierwiastek. Naśladuja� c dowód twierdzenia

o przyjmowaniu wartości pośrednich, można skracać dwukrotnie w kolejnych krokach przedzia l, co daje

rozsa� dna� metode� przybliżania pierwiastków.*

Twierdzenie o istnieniu pierwiastków wielomianów stopnia nieparzystego

Każdy wielomian stopnia nieparzystego, tj. funkcja postaci w(x) = a0 +a1x+a2x
2 + · · ·+ anxn , gdzie

symbole a0, a1, a2, . . . , an oznaczaja� liczby rzeczywiste, przy czym an 6= 0 , a n jest liczba� naturalna

nieparzysta� , ma pierwiastek rzeczywisty, tzn. istnieje liczba x0 , taka że w(x0) = 0 .

Dowód. lim
x→±∞

1

x
= 0 , zatem lim

x→±∞
w(x)

xn
= lim
x→±∞

( a0
xn

+
a1
xn−1

+ · · ·+ an−1

x
+ an

)
= an .

Za lóżmy, że an > 0 – przypadek an < 0 można sprowadzić do poprzedniego przez zasta� pienie wie-

lomianu w wielomianem przeciwnym −w . Stosuja� c twierdzenia o granicach stwierdzamy, że z jednej

strony zachodzi lim
x→∞
w(x) = lim

x→∞
xn · lim

x→∞
w(x)

xn
= +∞ · an = +∞ , a z drugiej strony lim

x→−∞
w(x) =

lim
x→−∞

xn · lim
x→−∞

w(x)

xn
= −∞ · an = −∞ . Z tego wnioskujemy, że wielomian w przyjmuje zarówno

wartości dodatnie jak i ujemne: jeśli x jest dostatecznie duża� liczba� dodatnia� , to w(x) > 0 , jeśli |x| jest

dostatecznie duża� liczba� dodatnia� i x < 0 , to w(x) < 0 . Sta� d zaś wynika, że wielomian ten przyjmuje

w pewnym punkcie wartość 0 , czyli że ma pierwiastek. Dowód zosta l zakończony.

Powyższe twierdzenie nie oznacza, że umiemy znajdować pierwiastki takiego wielomianu w sposób

podobny do stosowanego w szko lach dla wielomianów kwadratowych. Znaleziono w XVI wieku wzory

na pierwiastki wielomianów stopnia trzeciego i czwartego, sa� one znacznie bardziej skomplikowane od

wzorów na pierwiastki równania kwadratowego. Na pocza� tku wieku dziewie� tnastego udowodniono (Ruf-

fini, Abel, Galois), że nie istnieja� wzory na pierwiastki równań stopnia pia� tego i wyższego. Jest to wynik

negatywny, teoretyczny, ale metody rozwinie� te dla jego osia� gnie� cia znalaz ly znacznie później zastosowa-

nia w fizyce i chemii. Z punktu widzenia tego wyk ladu nie ma to wie� kszego znaczenia. Mówimy o tym

jedynie po to, by uświadomić czytelnikom, że w wielu przypadkach wypisywanie dok ladnych wzorów jest

niemożliwe, czasem jest możliwe, ale ma lo sensowne, bo wzory sa� tak zawi le, że ich wypisanie niewiele

daje, natomiast można używać wzorów przybliżonych, które w wielu przypadkach daja� wystarczaja� ce

rezultaty.

Naste� pne twierdzenie okaże sie� bardzo przydatne do znajdowania najmniejszych i najwie� kszych

wartości funkcji. Szczególnie duże znaczenie mieć ono be� dzie w przypadku funkcji rzeczywistych wielu

zmiennych. Be� dziemy je stosować w przypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej mie� dzy innymi po

to, by później, w przypadku wie� kszej liczby zmiennych,  latwiej można by lo prześledzić rozumowania

wykorzystuja� ce pozornie ca lkowicie abstrakcyjne twierdzenia.

Twierdzenie Weierstrassa o przyjmowaniu kresów

Za lóżmy, że funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu domknie� tego [a, b] . Wtedy w przedziale

[a,b] znajduja� sie� punkty p, q , takie że dla każdego punktu x z tego przedzia lu zachodzi nierówność

f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) , tzn. f(p) jest najmniejsza� wartościa� funkcji f na przedziale [a,b], zaś f(q) jest

* Istnieja� lepsze, ale bardziej skomplikowane.
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najwie� ksza� wartościa� funkcji f .

Dowód. Niech M be� dzie kresem górnym funkcji f na przedziale [a, b] . Istnieje cia� g (xn)

punktów przedzia lu [a, b] , taki że lim
n→∞
f(xn) = M . Z twierdzenia Bolzano – Weierstrassa wynika,

że z cia� gu (xn) można wybrać podcia� g zbieżny (xkn) . Niech q = lim
n→∞
xkn . Ponieważ dla każdej

liczby naturalnej n zachodzi nierówność a ≤ xkn ≤ b , wie� c w granicy otrzymujemy a ≤ q ≤ b .
Funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu [a, b] , w szczególności w punkcie q . Wobec tego

f(q) = lim
n→∞
f(xkn) = lim

n→∞
f(xn) = M . Wykazalísmy, wie� c że sup f = M = f(q) , co oznacza, że

f(q) jest najwie� ksza� wartościa� funkcji f na przedziale [a, b] . Istnienie punktu, w którym funkcja f

przyjmuje swa� najmniejsza� wartość, wnioskujemy stosuja� c twierdzenie o wartości najwie� kszej do funkcji

−f . Dowód zosta l zakończony.

Naste� pne twierdzenie poprzedzimy dwiema definicjami.

Definicja jednostajnej cia� g lości

Funkcja f jest jednostajnie cia� g la na zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby ε > 0

istnieje liczba δ > 0 , taka że jeśli x, y ∈ A oraz |x− y| < δ , to |f(x)− f(y)| < ε .

Definicja warunku Lipschitza

Funkcja f spe lnia warunek Lipschitza na zbiorze A ze sta la� dodatnia� L < +∞ wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnych x, y ∈ A zachodzi nierówność |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| .

Jest jasne, że funkcja spe lniaja� ca warunek Lipschitza jest jednostajnie cia� g la: wystarczy przyja� ć,

że δ =
ε

L
. Jest też jasne, że funkcja jednostajnie cia� g la jest cia� g la. Istnieja� funkcje cia� g le, które nie

sa� jednostajnie cia� g le. Przyk ladem jest funkcja x2 rozpatrywana na ca lej prostej. Za lóżmy bowiem,

że ε = 1 oraz że istnieje liczba δ > 0 , taka że jeżeli |x − y| < δ , to |x2 − y2| < 1 = ε . Niech

x =
1

δ
i niech y =

1

δ
+
δ

2
. Wtedy |x2 − y2| = 1 +

(
δ

2

)2

> 1 = ε , wie� c wbrew przypuszczeniu

nie istnieje liczba δ spe lniaja� ca ża� dany warunek. Można wykazać, że funkcje ex na ca lej prostej, lnx

na pó lprostej (0,+∞) itp. nie sa� jednostajnie cia� g le, choć zmniejszenie dziedziny może zmienić sy-

tuacje� . Funkcja ex spe lnia warunek Lipschitza na pó lprostej postaci (−∞, a] dla każdej liczby rze-

czywistej a . Jeśli bowiem y < x ≤ a , to |ex − ey| = ex(1 − ey−x) ≤ ex (1− (1 + (y − x))) =

= ex(x − y) ≤ ea|x − y| . Funkcja liniowa ax + b spe lnia warunek Lipschitza ze sta la� |a| , co wy-

nika od razu z równości |(ax + b) − (ay + b)| = |a||x − y| . Funkcja x2 rozpatrywana nie na ca lej

prostej, lecz na przedziale [−M,M ] , gdzie M > 0 , spe lnia warunek Lipschitza ze sta la� 2M , bowiem

|x2 − y2| = |x− y||x+ y| ≤ |x − y|(|x| + |y|) ≤ 2M |x− y| . Funkcja
√
x rozpatrywana na ca lej prostej

jest jednostajnie cia� g la ale nie spe lnia warunku Lipschitza: jeśli x > y , to 0 <
√
x − √y < √x− y ,

co można wykazać przenosza� c √y na prawa� strone� nierówności, a naste� pnie podnosza� c obie strony

nierówności do kwadratu – z tej nierówności wynika jednostajna cia� g lość, starczy przyja� ć, że δ = ε2 ,

z warunku Lipschitza wynika loby, że L ≥
√

1/n−
√

0

1/n− 0
=
√
n−−−−→
n→∞

+∞ , co oczywíscie przeczy temu,

że L < +∞ . Wykazalísmy wie� c, że

warunek Lipschitza =⇒ jednostajna cia� g lość =⇒ cia� g lość

oraz że żadna z tych implikacji nie może być zasta� piona równoważnościa� . Warto jeszcze dodać, że

w definicji (otoczeniowej) cia� g lości funkcji w punkcie ża� da sie� istnienia liczby δ > 0 i że takie samo

ża� danie wyste� puje w definicji cia� g lości jednostajnej. Różnica polega na tym, że w definicji cia� g lości
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liczba δ > 0 jest dopasowywana do punktu, w którym badana jest cia� g lość i do liczby ε > 0 , natomiast

w definicji cia� g lości jednostajnej δ > 0 zależy tylko od ε . Podamy teraz ważne twierdzenie, które

wykorzystamy w rozdziale poświe� conym ca lkom.

Twierdzenie Cantora-Heine’go o jednostajnej cia� g lości

Jeśli funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu domknie� tego [a, b] , to jest ona cia� g la jedno-

stajnie na tym przedziale.

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje wtedy liczba ε > 0 , taka że dla

każdej liczby δ > 0 istnieja� takie liczby x, y ∈ [a, b] , że |x−y| < δ i jednocześnie |f(x)−f(y)| ≥ ε . Niech

xn, yn be� da� takimi liczbami z przedzia lu [a, b] , że |xn−yn| < δ =
1

n
i jednocześnie |f(x)−f(y)| ≥ ε .

Z twierdzenia Bolzano – Weierstrassa wynika, że z cia� gu (xn) można wybrać podcia� g zbieżny (xkn) .

Oznaczmy jego granice� przez g . Mamy wie� c g = lim
n→∞
xkn , a ponieważ |xn − yn| <

1

n
, wie� c również

g = lim
n→∞
ykn . Oczywíscie g ∈ [a, b] . Wobec tego funkcja f jest cia� g la w punkcie g , zatem f(g) =

lim
n→∞
f(xkn) = lim

n→∞
f(ykn) , wbrew temu, że |f(xkn)− f(ykn)| ≥ ε > 0 . Dowód zosta l zakończony.

Teraz zajmiemy sie� monotonicznymi funkcjami cia� g lymi. Rozpoczniemy od twierdzenia gwaran-

tuja� cego cia� g lość funkcji monotonicznej.

Twierdzenie o cia� g lości funkcji monotonicznej

Jeśli funkcja monotoniczna f określona na zbiorze A ⊂ IR przekszta lca zbiór A na przedzia l, to jest

cia� g la w każdym punkcie zbioru A .

Dowód. Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że funkcja f jest niemaleja� ca. Jeśli p ∈ A jest granica�
cia� gu (an) punktów zbioru A mniejszych niż p , to istnieje granica lim

x→p−
f(x) ≤ f(p) . Ponieważ dla

x ≥ p zachodzi nierówność f(x) ≥ f(p) , a dla x < p zachodzi nierówność f(x) ≤ lim
x→p−

f(x) , wie� c z

tego, że obrazem zbioru A jest przedzia l, wynika, że lim
x→p−

f(x) = f(p) : gdyby by lo lim
x→p−

f(x) < f(p) ,

to punkty przedzia lu
(

lim
x→p−

f(x), f(p)
)

by lyby poza obrazem zbioru A , wie� c nie by lby on przedzia lem.

Analogicznie: jeśli istnieje cia� g (a′n) wie� kszych niż p zbieżny do p , to f(p) = lim
x→p+

f(x) . Sta� d wynika,

że f jest cia� g la w punkcie p . Dowód zosta l zakończony.

Wniosek

Jeśli f jest funkcja� monotoniczna� określona� na przedziale P , to f jest cia� g la w każdym punkcie

wtedy i tylko wtedy, gdy f przekszta lca przedzia l P na pewien przedzia l (zdegenerowany do punktu

w przypadku, gdy f jest funkcja� sta la� ).
Twierdzenie o monotoniczności różnowartościowej funkcji cia� g lej

Jeżeli f jest różnowartościowa� funkcja� cia� g la� określona� na przedziale P , to f jest funkcja� ścísle

monotoniczna� .
Dowód. Wykażemy najpierw, że jeśli x, z sa� punktami przedzia lu P oraz x < y < z , to f(y)

leży mie� dzy punktami f(x) i f(z) . Sa� dwie możliwości f(x) < f(z) i f(x) > f(z) . Druga� możliwość

można sprowadzić do pierwszej przez zasta� pienie funkcji f funkcja� przeciwna� −f . Wystarczy wie� c
zaja� ć sie� pierwsza� . Jeśli f(y) nie leży mie� dzy f(x) i f(z) , to albo f(y) < f(x) , albo f(z) < f(y) .W

pierwszym przypadku, na mocy twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich, istnieje punkt x′

leża� cy mie� dzy y i z , taki że f(x) = f(x′) . Przeczy to różnowartościowości funkcji f . W drugim przy-

padku mie� dzy x i y znajduje sie� punkt z′ , taki że f(z) = f(z′) , co znów przeczy różnowartościowości
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funkcji f.

Teraz przejdziemy do w laściwego dowodu. Za lóżmy, że dla pewnych punktów r, s przedzia lu P zacho-

dza� nierówności r < s oraz f(r) < f(s) . Udowodnimy, że jeśli u < v , to również f(u) < f(v) Z tego co

już udowodnilísmy wynika, że jeśli u < r , to f(r) < f(u) (dla dowodu rozważamy trójke� x = u , y = r ,

z = s ), jeśli r < u < s , to f(r) < f(u) < f(s) (tym razem x = r , y = u , z = s ) i wreszcie jeśli s < u ,

to f(s) < f(u) . To samo dotyczy oczywíscie f(s) . Punkty r, s dziela� przedzia l P na trzy podprze-

dzia ly. Jeśli u, v znajduja� sie� w różnych podprzedzia lach, to teza wynika z tego, co już stwierdzilísmy.

Jeśli np. u < v < r , to ponieważ f(u) < f(r) i f(v) leży mie� dzy f(u) i f(r) , to f(u) < f(v) < f(r) .

Pozosta le przypadki rozpatrujemy w identyczny sposób. Dowód zosta l zakończony.

Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalaja� ce stwierdzać cia� g lość funkcji odwrotnej.

Twierdzenie o cia� g lości funkcji odwrotnej

Jeśli f jest funkcja� ścísle monotoniczna� określona� na pewnym przedziale P , to funkcja odwrotna f−1

przekszta lcaja� ca obraz przedzia lu P na przedzia l P jest cia� g la.

Dowód Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o cia� g lości funkcji monotonicznej, które

udowodnilísmy już wcześniej: funkcja monotoniczna, której obraz jest przedzia lem jest cia� g la i tego, że

funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest monotoniczna. Dowód zosta l zakończony.

Z tego twierdzenia wynikaja� udowodnione już poprzednio twierdzenia o cia� g lości logarytmu, funkcji

arcsin i funkcji arctan, pierwiastków jako funkcji odwrotnych do funkcji wyk ladniczej, funkcji sinus

ograniczonej do przedzia lu [−π
2
,
π

2
] , funkcji tangens ograniczonej do przedzia lu (−π

2
,
π

2
) i funkcji

pote� gowych ograniczonych w razie potrzeby do zbioru liczb nieujemnych.

Zauważmy, że w twierdzeniu tym nie wyste� puje za lożenie cia� g lości funkcji f ! Ono nie jest potrzebne,

zamiast niego wyste� puje monotoniczność wyj́sciowej funkcji. W przypadku ogólnym, gdy dziedzina

funkcji nie jest przedzia lem funkcja odwrotna cia� g la być nie musi.

6. Funkcje wypuk le

Ważna� klase� funkcji stanowia� tzw. funkcje wypuk le. Przypomnijmy, że zbiór nazywany jest wy-

puk lym wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z każdymi dwoma punktami zawiera odcinek, który je  la� czy.

Zbiorami wypuk lymi sa� proste, p laszczyzny, ca la przestrzeń trójwymiarowa, ko lo (ale nie okra� g), kula

(ale nie jej powierzchnia zwana sfera� ), kwadrat (ale nie jego brzeg), trójka� t (ale nie jego brzeg). Czytel-

nicy zapewne pamie� taja� ze szko ly średniej, że wieloka� t jest wypuk ly, jeśli jego ka� ty wewne� trzne sa� mniej-

sze niż 180◦ , czyli π radianów. Jest jasne, że jedynymi podzbiorami wypuk lymi prostej sa� przedzia ly,

ewentualnie zdegenerowane do punktu. Moga� to być przedzia ly otwarte, domknie� te, otwarto-domknie� te,

domknie� to-otwarte, skończone lub nieskończone.

Definicja funkcji wypuk lej

Funkcje� f określona� na zbiorze wypuk lym P nazywamy wypuk la� , jeśli dla dowolnych punktów x, y ∈ P
i dowolnej liczby t ∈ (0, 1) zachodzi nierówność f

(
tx+(1−t)y

)
≤ tf(x)+(1−t)f(y) .* Jeżeli nierówność

ta jest ostra w przypadku x 6= y , to mówimy, że funkcja jest ścísle wypuk la. Jeśli funkcja −f jest

wypuk la, to mówimy, że funkcja f jest wkle� s la, jeśli funkcja −f jest ścísle wypuk la, to funkcja f

nazywana jest ścísle wkle� s la� .

* Definicje� te� stosuje sie� w niezmienionej formie również w przypadku funkcji wielu zmiennych.
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Przyk lady

1. Jeśli f(x) = ax + b , to funkcja f jest jednocześnie wypuk la i wkle� s la, nie jest ścísle wypuk la.

Stwierdzenie to wynika natychmiast z definicji: f
(
tx+(1− t)y

)
= a
(
tx+(1− t)y

)
+b = t

(
ax+b

)
+

(1 − t)
(
ay + b

)
= tf(x) + (1− t)f(y) , wie� c w przypadku funkcji liniowej nierówność wyste� puja� ca

w definicji funkcji wypuk lej staje sie� równościa� .
2. Jeśli f(x) = x2 , to f jest funkcja� ścísle wypuk la� na ca lej prostej. Uzasadnimy to stwierdzenie.

Dla 0 < t < 1 mamy tf(x) + (1− t)f(y)− f
(
tx+ (1− t)y

)
= tx2 + (1− t)y2 −

(
tx+ (1− t)y

)2
=

= t(1− t)(x− y)2 ≥ 0 , przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y .

3. Funkcja f(x) =
√
x jest ścísle wkle� s la – wynika to  latwo ze ścis lej wypuk lości funkcji kwadratowej:

nierówność
√
tx+ (1− t)y > t√x+ (1− t)√y jest równoważna nierówności

(tu+ (1− t)v)2 < tu2 + (1− t)v2 , gdzie u =
√
x , v =

√
y .

Przed podaniem naste� pnych przyk ladów skomentujemy definicje� funkcji wypuk lej i podamy kry-

terium pozwalaja� ce stwierdzać wypuk lość niektórych funkcji. Funkcja jest wypuk la jeśli po la� czywszy

dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek, którego wszystkie punkty leża� nad wykresem funkcji

lub na jej wykresie. Funkcja jest ścísle wypuk la, jeśli wszystkie punkty wewne� trzne odcinka  la� cza� cego

dwa punkty wykresu leża� nad wykresem funkcji. Jest tak dlatego, że w przypadku 0 < t < 1 ,

x < y zachodzi nierówność x < tx + (1 − t)y < y . W przyk ladzie pierwszym pokazalísmy, że punkt
(
tx+(1−t)y, tf(x)+(1−t)f(y)

)
leży na wykresie funkcji liniowej, której wykres przechodzi przez punkty

(
x, f(x)

)
oraz

(
y, f(y)

)
, przyjmujemy a =

f(y)− f(x)
y − x oraz b = f(x) . Nierówność wyste� puja� ca w

definicji funkcji wypuk lej: f
(
tx + (1 − t)y

)
≤ tf(x) + (1 − t)f(y) to po prostu stwierdzenie, że punkt

(
tx+ (1− t)y, f (tx+ (1− t)y)

)
znajduje sie� pod punktem

(
tx+ (1− t)y, tf(x) + (1− t)f(y)

)
. Ozna-

cza to, funkcja jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór punktów znajduja� cych sie� nad jej wykresem

jest wypuk ly.

Twierdzenie o wypuk lości funkcji cia� g lej

Funkcja f cia� g la w każdym punkcie zbioru wypuk lego P jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnych x, y ∈ P zachodzi nierówność f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
, ścísle wypuk la, gdy ta nierówność

jest ostra w każdym przypadku, w którym x 6= y .

Dowód. Jeśli f jest wypuk la, to przyjmuja� c w definicji wypuk lości t =
1

2
otrzymujemy warunek

podany w tym twierdzeniu, co kończy dowód konieczności tego warunku. Zajmiemy sie� teraz dowodem

w „druga� ” strone� .
Niech x, y be� da� dowolnymi punktami zbioru P . Mamy f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
. Ponieważ nierów-

ność ta zachodzi dla dowolnych punktów x, y zbioru P , wie� c możemy zasta� pić punkt y środkiem

odcinka  la� cza� cego punkty x, y . Mamy
1

2

(
x+
x+ y

2

)
=

3

4
x+

1

4
y . Wobec tego mamy też

f

(
3

4
x+

1

4
y

)
≤ 1

2

(
f(x) + f

(x+ y

2

))
≤ 1

2

(
f(x) +

f(x) + f(y)

2

)
=

3

4
f(x) +

1

4
f(y) .

Wykazalísmy wie� c, że nierówność definiuja� ca wypuk lość ma miejsce w przypadku t =
3

4
. Stosuja� c to

samo rozumowanie do punktów
x+ y

2
oraz y otrzymujemy nierówność f

(1

4
x+

3

4
y
)
≤ 1

4
f(x)+

3

4
f(y) ,

a wie� c nierówność z definicji wypuk lości w przypadku t =
1

4
. Rozważaja� c kolejno pary punktów x i
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3

4
x+

1

4
y ,

3

4
x+

1

4
y i

1

2
(x+y) ,

1

2
(x+y) i

1

4
x+

3

4
y oraz

1

4
x+

3

4
y i y otrzymujemy nierówność

kolejno dla t =
7

8
, t =

5

8
, t =

3

8
i t =

1

8
. Otrzymalísmy nierówność dla 7 wartości t :

1

8
,

2

8
,

3

8
,

4

8
,

5

8
,

6

8
,

7

8
. W taki sam sposób możemy otrzymać nierówność w przypadku t =

k

16
,

potem w przypadku t =
k

32
itd. Teraz skorzystamy z cia� g lości funkcji f . Każda liczba t ∈ (0, 1) jest

granica� cia� gu (tn) liczb postaci
k

2m
∈ (0, 1) . Dla tych liczb nierówność jest już udowodniona.Mamy

wie� c f (tnx+ (1− tn)y) ≤ tnf(x) + (1 − tn)f(y) . Przechodza� c do granicy (wolno, bo f jest cia� g la w

każdym punkcie, w szczególności w tx+(1− t)y ) otrzymujemy f (tx+ (1− t)y) ≤ tf(x)+(1− t)f(y) ,

a to kończy dowód wypuk lości funkcji f . Należy jeszcze wykazać, że w przypadku ostrych nierówności

funkcja f jest ścísle wypuk la. Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieja� liczby x, y ∈ P oraz t ∈ (0, 1) ,

takie że f(tx+ (1− t)y) = tf(x) + (1− t)f(y) . Za lóżmy, że 0 < s < t < 1 . Mamy wtedy

tf(x) + (1− t)f(y) = f(tx+ (1− t)y) = f
(
t−s
1−sx+ 1−t

1−s (sx+ (1− s)y)
)
≤

≤ t−s1−sf(x) + 1−t
1−sf(sx+ (1− s)y) ≤ t−s1−sf(x) + 1−t

1−s

(
sf(x+ (1− s)f(y))

)
= tf(x) + (1− t)f(y) .

Wobec tego, że ten cia� g nierówności zaczyna sie� i kończy tym samym wyrażeniem, wszystkie nierówności

sa� równościami, w szczególności f(sx + (1 − s)y) = sf(x) + (1 − s)f(x) , a to przeczy za lożeniu, bo

oczywíscie s może być liczba� postaci
k

2m
.

Ostatni fragment tego dowodu może wygla� dać nieco sztucznie, ale stanie sie� jaśniejszy po zapo-

znaniu sie� z twierdzeniem charakteryzuja� cym funkcje wypuk le. W tej chwili wypada stwierdzić jedynie,

że jeśli trzy punkty leża� ce na wykresie funkcji wypuk lej leża� na jednej prostej, to wykres tej funkcji

zawiera najmniejszy odcinek domknie� tym, który je zawiera, a ostatni fragment dowodu w istocie rzeczy

to pokazuje. By to dobrze zrozumieć trzeba poja� ć, że jeśli 0 < s < t < 1 , to punkt tx+ (1− t)y leży

bliżej punktu x niż punkt sx+ (1− s)y , naste� pnie narysować sobie to wszystko biora� c pod uwage� to,

że żaden punkt wykresu funkcji wypuk lej nie może sie� znaleźć nad odcinkiem  la� cza� cym dwa punkty

tego wykresu.

Bez za lożenia cia� g lości powyższe twierdzenie nie jest prawdziwe, ale przyk lady o tym świadcza� ce

sa� bardzo nienaturalne i ich omówienie wykracza znacznie poza ramy tej ksia� żki.

Przyk lady cd.

4. Funkcja wyk ladnicza o podstawie dodatniej i różnej od 1 jest ścísle wypuk la. Wykażemy, że ma

miejsce nierówność a(x+y)/2 ≤ 1

2
(ax + ay) , przy czym staje sie� ona równościa� jedynie wtedy, gdy

x = y .Wynika to sta� d, że ax + ay − 2a(x+y)/2 =
(
ax/2 − ay/2

)2
. Sta� d teza wynika natychmiast.

5. Funkcja ln jest ścísle wkle� s la. Dla dowodu wystarczy wykazać, że ln

(
x+ y

2

)
≥ 1

2
(lnx+ ln y)

oraz że równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x = y . Nierówność ta jest równoważna

naste� puja� cej:
(
elnx + eln y

)
/2 =

x+ y

2
≥ e(lnx+lny)/2 ,

która wynika natychmiast ze ścis lej wypuk lości funkcji wyk ladniczej o podstawie e . (zob. przyk lad

4. )

6. Funkcja sinus jest ścísle wypuk la na przedziale [−π, 0] i ścísle wkle� s la na przedziale [0, π] . Dla

dowodu wystarczy wykazać, że jeśli −π ≤ x < y ≤ 0 , to sin
x+ y

2
<

1

2
(sinx+ sin y) oraz
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że jeśli 0 ≤ x < y ≤ π , to sin
x+ y

2
>

1

2
(sinx+ sin y) . Ponieważ sin(−x) = − sinx , wie� c

wystarczy wykazać jedna� z tych nierówności. Za lóżmy, że 0 ≤ x < y ≤ π . Mamy
1

2
(sinx+sin y) =

sin
x+ y

2
cos
x− y

2
< sin

x+ y

2
– ostatnia nierówność wynika z tego, że −π

2
≤ x− y

2
< 0 , wie� c

0 ≤ cos
x− y

2
< 1 .

7. Funkcja tangens jest ścísle wypuk la na przedziale

(
− π

2
, 0

]
i ścísle wkle� s la na przedziale

[
0,
π

2

)
.

Podobnie jak w przypadku funkcji sinus wystarczy zaja� ć sie� jednym z tych dwóch przedzia lów.

Za lóżmy , że 0 ≤ x < y < π
2

. Wykorzystamy znany wzór: tgα− tg β =
sin(α− β)
cosα cosβ

. Mamy

1

2
(tg x+ tg y)− tg

x+ y

2
=

1

2

{(
tg y − tg

x+ y

2

)
−
(

tg
x+ y

2
− tg x

)}
=

=
1

2





sin
y − x

2

cos y cos
x+ y

2

−
sin
y − x

2

cosx cos
x+ y

2





=
sin
y − x

2
(cosx− cos y)

2 cosx cos y cos
x+ y

2

> 0

– ostatnia nierówność wynika z tego, że funkcja kosinus maleje na przedziale [0,
π

2
] .

8. Niech f(x) = |x| . Wykażemy, że f jest funkcja� wypuk la� , ale nie ścísle. Tym razem skorzystamy

bezpośrednio z definicji. Jeśli x, y sa� liczbami rzeczywistymi i 0 < t < 1 , to skorzystawszy z

nierówności trójka� ta otrzymujemy |tx+ (1− t)y| ≤ t|x|+ (1− t)|y| , przy czym równość zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy xy ≥ 0 .

9. Niech f(x) = e|x| . Wykażemy, że funkcja ta jest ścísle wypuk la. Ponieważ jest cia� g la, wie� c można

zajmować sie� jedynie przypadkiem t =
1

2
. Za lóżmy, że x 6= y . Mamy w tej sytuacji e|x+y|/2 ≤

e(|x|+|y|)/2 ≤ 1

2

(
e|x| + e|y|

)
, przy czym jeśli pierwsza nierówność staje sie� równościa� , to xy ≥ 0 i

wobec tego, że x 6= y , ma miejsce nierówność |x| 6= |y| i wobec tego druga nierówność musi być

ostra (funkcja wyk ladnicza jest ścísle wypuk la). Dowód zosta l zakończony.

10. Funkcja |x| + |x − 1|+ |x − 2|+ |x − 3| jest wypuk la jako suma czterech funkcji wypuk lych, zob.

przyk lad 8. Nie jest ona ścísle wypuk la, bo na przedziale [1, 2] jest sta la, zreszta� na każdym z

przedzia lów (−∞, 0] , [0, 1] , [1, 2] , [2, 3] , [3,+∞) jest liniowa, wykres tej funkcji sk lada sie� z
trzech odcinków i dwu pó lprostych.

11. Niech f(x) = −
√
|x| . Bez trudu sprawdzamy, że funkcja ta nie jest wypuk la na ca lej prostej:

f

(
1

2
· (−1) +

1

2
· 1
)

= f(0) > −1 =
1

2
(f(−1) + f(1)) .

Jest ona wypuk la na każdej z pó lprostych (−∞, 0] , [0,+∞) – wynika to  latwo z tego, że jak

pokazalísmy wcześniej funkcja
√

jest ścísle wkle� s la (por. przyk lad 3.).

12. Cena biletu kolejowego w ustalonej klasie jest funkcja� wkle� s la� odleg lości na jaka� jest wystawiany.*

Uzasadnimy to tak: przyrost ceny biletu spowodowany wyd lużeniem sie� odleg lości jaka� zamie-

rzamy przejechać o ustalona� wielkość jest tym mniejszy im d luższy dystans zamierzamy przebyć.

Zapiszemy to za pomoca� symboli matematycznych. Niech p(x) oznacza cene� biletu pozwalaja� cego

* Zak ladamy, że bilet może być wystawiony na dowolna� odleg lość, co w rzeczywistości nie jest prawda� . W rzeczywistości

funkcja ta nie jest wkle� s la, bo dziedzina nie jest przedzia lem, lecz sk lada sie� wy la� cznie z liczb ca lkowitych i w dodatku

funkcja jest przedzia lami sta la: w wie� kszości przypadków wyd lużenie podróży o 1 km nie zmienia ceny biletu. My

rozpatrujemy pewna� idealizacje� sytuacji rzeczywistej.
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na przejechanie x kilometrów. Niech h oznacza dowolna� liczbe� dodatnia� i niech x < y . Wtedy

p(x+h)−p(x) ≥ p(y+h)−p(y) . Wykażemy, że ten warunek, w przypadku funkcji cia� g lej określonej

na przedziale, jest równoważny wkle� s lości funkcji. Zak ladamy oczywíscie, że nierówność ma miej-

sce dla dowolnych liczb x, y, h przy za lożeniu, że h > 0 i x < y . Jeśli r < s , to przyjmujemy

x = r, h =
1

2
(s − r), y =

1

2
(s + r) . Nierówność p(x + h) − p(x) ≥ p(y + h) − p(y) to nierówność

p
(1

2
(s + r)

)
− p(r) ≥ p(s)− p

(1

2
(s+ r)

)
, czyli p

(1

2
(s+ r)

)
≥ 1

2
(p(r) + p(s)) , co pocia� ga za soba�

wkle� s lość funkcji cia� g lej p . Teraz za lóżmy, że funkcja p jest wkle� s la. Niech u < v < w be� da�
trzema punktami dziedziny funkcji p . Mamy v =

w − v
w − uu +

v − u
w − uw oraz 0 <

w − v
w − u < 1 i

w − v
w − u +

v − u
w − u = 1 , zatem p(v) ≥ w − v

w − up(u) +
v − u
w − up(w). Te� ostatnia� nierówność możemy

przepisać na trzy różne sposoby:

p(v)− p(u)
v − u ≥ p(w)− p(u)

w − u ,
p(u)− p(v)
u− v ≥ p(w) − p(v)

w − v i
p(u)− p(w)

u− w ≥ p(v) − p(w)

v − w .

Stosuja� c te nierówności wnioskujemy, że
p(x+ h)− p(x)
x+ h− x ≥ p(y + h)− p(y)

y + h− y – jeśli np.

x < y < x + h , to stosujemy najpierw nierówność trzecia� : p(x+ h)− p(x)
x+ h− x ≥ p(x+ h)− p(y)

x+ h− y , a

potem – druga� : p(x+ h)− p(y)
x+ h− y ≥ p(y + h)− p(y)

y + h− y . Dowód zosta l zakończony.

Końcówka ostatniego przyk ladu wymaga wyjaśnienia. Wykazalísmy tam, że w przypadku funkcji

wkle� s lej p i trzech punktów jej dziedziny u < v < w zachodza� nierówności:

p(v)− p(u)
v − u ≥ p(w) − p(u)

w − u ,
p(u)− p(v)
u− v ≥ p(w)− p(v)

w − v i
p(u)− p(w)

u− w ≥ p(v)− p(w)

v − w .

Każda z nich może być potraktowana jako formalna interpretacja stwierdzenia: iloraz
p(v)− p(u)
v − u jest

funkcja� nierosna� ca� , w pierwszym przypadku zmiennej v , w drugim zmiennej u , w trzecim chodzi

o wyrażenie
p(u)− p(w)

u− w jako funkcje� zmiennej u . Każde z tych trzech stwierdzeń jest równoważne

wkle� s lości funkcji p . Wyrażenie
p(u)− p(v)
u− v nazywane jest ilorazem różnicowym funkcji p . Pokazuje

ono jaka by la wzgle� dna zmiana wartości funkcji p . Stwierdzenie, że funkcja jest wkle� s la oznacza wie� c,

że rośnie ona coraz wolniej. Analogicznie funkcja wypuk la rośnie coraz szybciej. Rezultaty te sa� ważne,

wie� c zapiszmy je raz jeszcze w formie twierdzenia tym razem sformu lowanego w przypadku funkcji

wypuk lej.

Twierdzenie charakteryzuja� ce funkcje wypuk le

Niech f be� dzie funkcja� określona� na zbiorze wypuk lym P . Naste� puja� ce warunki sa� równoważne:

(i) funkcja f jest wypuk la;

(ii) jeśli x < y < z sa� punktami zbioru P , to
f(y)− f(x)
y − x ≤ f(z)− f(x)

z − x ;

(iii) jeśli x < y < z sa� punktami zbioru P , to
f(x)− f(y)
x− y ≤ f(z)− f(y)

z − y ;

(iv) jeśli x < y < z sa� punktami zbioru P , to
f(x)− f(z)
x− z ≤ f(y)− f(z)

y − z .

W przypadku funkcji ścísle wypuk lych nierówności wyste� puja� ce w warunkach (ii) – (iv) sa� ostre.

Twierdzenie to be� dziemy stosować w naste� pnym rozdziale, gdy be� dziemy badać wypuk lość funkcji

za pomoca� pochodnych. Zakończymy rozważania o funkcjach wypuk lych nierównościa� Jensena. Ma ona

ważne zastosowania, jest to dobre narze� dzie do uzyskiwania różnych oszacowań. Ma ważne zastosowania
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w rachunku prawdopodobieństwa. Rozpoczniemy od średnich ważonych.

Definicja średniej ważonej

Średnia� ważona� liczb x1, x2, x3, . . . , xn z wagami p1, p2, p3, . . . , pn nazywamy liczbe�

p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn

pod warunkiem, że 0 ≤ p1 , 0 ≤ p2 , 0 ≤ p3 , . . . , 0 ≤ pn i p1 + p2 + p3 + · · ·+ pn = 1 .

W przypadku, gdy wagi sa� równe, wie� c równe
1

n
, średnia ważona zwana jest średnia� arytmetyczna� ,

a czasem po prostu średnia� . Jeśli np. policzono średnie p lace dla różnych grup ludności i mamy poli-

czyć średnia� p lace� w kraju, to ze wzgle� du na to, że np. ministrów jest istotnie mniej niż piele� gniarek

(przynajmniej w chwili pisania tego tekstu), to ich p laca zostanie uwzgle� dniona z mniejsza� waga� niż

p laca piele� gniarek. W obu przypadkach waga� be� dzie iloraz liczby cz lonków danej grupy przez liczbe�
wszystkich zatrudnionych w kraju. Inny przyk lad sytuacji, w której pojawia sie� średnia ważona, to

próba przewidywania swej wygranej przez uczestnika gra hazardowej. Wie on, że za uzyskanie wyniku j

otrzymuje on kwote� xj (ta liczba może być ujemna, wtedy hazardzista p laci). Jeśli wynik j uzyskiwany

jest z prawdopodobieństwem pj , to należy spodziewać sie� wygranej p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn ,

tzn. graja� c wielokrotnie średnio uzyskiwać be� dziemy kwote� p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn . Przyk lady

można mnożyć, ale nie be� dziemy tego robić.

Nierówność Jensena

Jeśli funkcja f jest wypuk la, to dla dowolnych jej argumentów x1, , x2, x3, . . . , xn i dowolnych wag

p1, p2, , . . . , pn zachodzi nierówność:

f(p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn) ≤ p1f(x1) + p2f(x2) + p3f(x3) + · · ·+ pnf(xn) .

Nierówność ta w przypadku funkcji ścísle wypuk lej, dodatnich wag p1, p2, . . . , pn i przynajmniej dwóch

różnych argumentów spośród x1, x2, . . . , xn jest ostra.

Dowód Dla n = 1 musi być p1 = 1 i nierówność staje sie� oczywista� równościa� . Dla n = 2 mamy

p2 = 1 − p1 i nierówność jest ta� nierównościa� , która wyste� puje w definicji funkcji wypuk lej. Za lóżmy,

że dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich możliwych wyborów n argumentów funkcji f

i n wag. Niech x1, x2, . . . , xn, xn+1 be� da� dowolnymi argumentami funkcji f , a p1, p2, . . . , pn, pn+1 do-

wolnym uk ladem n+1 wag, tj. liczb nieujemnych, których suma równa jest 1 . Jeśli którakolwiek z wag

jest równa 0 , to nierówność z n+1 argumentami i n+1 wagami jest prawdziwa na mocy uczynionego

za lożenia (argument odpowiadaja� cy zerowej wadze jest nieistotny), bo w nierówności faktycznie nie

wyste� puje. Za lóżmy teraz, że wszystkie wagi p1, p2, . . . , pn, pn+1 sa� dodatnie. Niech p′n = pn+ pn+1 i

x′n =
pnxn + pn+1xn+1

pn + pn+1
=
pn
p′n
xn+
pn+1

p′n
xn+1 . Zachodzi równość p1x1 +p2x2 + . . .+pnxn+pn+1xn+1 =

p1x1 + p2x2 + . . .+ pn−1xn−1 + p′nx
′
n . Z za lożenia, które uczynilísmy wynika, że

f(p1x1 + p2x2 + . . .+ pn−1xn−1 + p′nx
′
n) ≤ p1f(x1) + p2f(x2) + . . .+ pn−1f(xn−1) + p′nf(x

′
n) ≤

≤ p1f(x1) + p2f(x2) + . . .+ pn−1f(xn−1) + p′n

(
pn
p′n
f(xn) +

pn+1

p′n
f(xn+1)

)
=

= p1f(x1) + p2f(x2) + . . . + pn−1f(xn−1) + pnf(xn) + pn+1f(xn+1) – druga z tych nierówności jest

bezpośrednim wnioskiem z wypuk lości funkcji f . Zakończylísmy indukcyjny dowód nierówności Jen-

sena.
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Pokażemy teraz jej najprostsze zastosowania. Rozpoczniemy od klasycznej nierówności mie� dzy

średnimi.

Nierówność mie� dzy klasycznymi średnimi – nierówność Cauchy’ego

Dla dowolnych liczb dodatnich a1, a2, . . . , an zachodzi: n
√
a1a2 . . . an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

Nierówność ta staje sie� równościa� wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an .

Dowód. Zastosujemy nierówność Jensena do funkcji wypuk lej − ln (przyk lad 5.). Mamy

− ln
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= − ln

(
1

n
a1 +

1

n
a2 + · · ·+ 1

n
an

)
≤

≤ 1

n
(− ln)(a1) +

1

n
(− ln)(a2) + · · ·+ 1

n
(− ln)(an) = − 1

n
(ln a1 + ln a2 + . . .+ ln an) .

Sta� d ln
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ 1

n
(ln a1 + ln a2 + . . .+ ln an) i wobec tego

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= eln
(

(a1+a2+···+an)/n
)
≥ e(ln a1+ln a2+...+lnan)/n = n

√
a1a2 . . . an .

Równość w tych nierównościach ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby a1, a2, . . . , an sa�
równe, bowiem funkcja − ln jest ścísle wypuk la. Dowód zosta l zakończony.

Z kilku dowodów nierówności o średniej arytmetycznej i geometrycznej znanych autorowi, podany

wyżej, jest najkrótszy.

Nierówność Höldera

Dla dowolnych liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an , b1, b2, . . . , bn i dowolnych liczb dodatnich p, q takich,

że
1

p
+

1

q
= 1 zachodzi nierówność:

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≤ (ap1 + ap2 + · · ·+ apn)
1/p

(bq1 + bq2 + · · ·+ bqn)
1/q

Dowód. Z równości
1

p
+

1

q
= 1 wynika, że p > 1 , q > 1 oraz

1

q
= 1 − 1

p
=
p− 1

p
. Z tego, że

p > 1 wnioskujemy od razu, że funkcja xp jest ścísle wypuk la, bo jej pochodna (xp)
′

= pxp−1 jest

ścísle rosna� ca. Możemy wie� c zastosować nierówność Jensena do tej funkcji. Bez straty ogólności można

za lożyć, że wszystkie liczby b1 , b2 ,. . . , bn sa� dodatnie, gdyby dla pewnego j by lo bj = 0 wykazalibyśmy

nierówność dla n− 1 liczb a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an , b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn , a wie� c z ta� sama� lewa�

strona� a prawa� być może mniejsza� (gdy aj > 0 ) niż docelowa. Przyjmijmy pj =
b
p/(p−1)
j∑
b
p/(p−1)
i

. Mamy

wtedy

n∑

j=1

ajbj



p



n∑

j=1

bqj



p/q

=




n∑

j=1

aj

b
1/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i




p

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i ≤

n∑

j=1

apj

b
p/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i =

n∑

j=1

apj ,

a ta nierówność jest równoważna dowodzonej. Dla p = q = 2 otrzymujemy nierówność Schwarza, czyli

stwierdzenie, że iloczyn skalarny dwóch wektorów (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) jest nie wie� kszy niż

iloczyn ich d lugości.

Przyk lad 12

Wykażemy, że spośród 5 -ka� tów wpisanych w okra� g o promieniu 1 najwie� kszy obwód ma pie� cioka� t
foremny.
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Niech 2α1 , 2α2 , 2α3 , 2α4 , 2α5 be� da� ka� tami środkowymi opartymi na bokach pie� cioka� ta.*. Wtedy

bokami sa� liczby 2 sinα1 , 2 sinα2 , 2 sinα3 , 2 sinα4 , 2 sinα5 – wynika to z definicji sinusa, wobec

tego po lowa obwodu pie� cioka� ta równa jest sinα1 +sinα2 +sinα3 +sinα4 +sinα5 . Oczywíscie spe lnione

sa� nierówności 0 < α1 < π , 0 < α2 < π , 0 < α3 < π , 0 < α4 < π , 0 < α5 < π . Na przedziale [0, π]

sinus jest funkcja� ścísle wkle� s la� , wie� c możemy zastosować nierówność Jensena:

sinα1 + sinα2 + sinα3 + sinα4 + sinα5 = 5

(
1

5
sinα1 +

1

5
sinα2 +

1

5
sinα3 +

1

5
sinα4 +

1

5
sinα5

)
≤

≤ 5 sin

(
1

5
α1 +

1

5
α2 +

1

5
α3 +

1

5
α4 +

1

5
α5

)
= 5 sin

α1 + α2 + α3 + α4 + α5

5
= 5 sin

π

5
.

Wielkość 5 sin
π

5
to po lowa obwodu pie� cioka� ta foremnego wpisanego w okra� g, wie� c twierdzenie jest

udowodnione. Wypada dodać, że ponieważ funkcja sinus na przedziale [0, π] jest ścísle wkle� s la, wie� c
pie� cioka� ty nieforemne maja� obwody mniejsze niż pie� cioka� t foremny wpisany w ten sam okra� g. W ten

sam sposób można wykazać, że d lugość n–ka� ta wpisanego w okra� g jest nie wie� ksza niż d lugość n–ka� ta
foremnego wpisanego w ten sam okra� g, a sta� d i z równości lim

n→∞
2n sin

π

n
= 2π oraz nierówności

sin πn <
π
n wynika, że kresem górnym  lamanych wpisanych w okra� g o promieniu 1 jest liczba 2π . Ona

jest wie� c d lugościa� tego okre� gu.

Definicja pochodnej

Za lóżmy, że funkcja f jest określona w dziedzinie zawieraja� cej przedzia l otwarty o środku p oraz że ist-

nieje granica lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

. Granice� te� nazywamy pochodna� funkcji f w punkcie p i oznaczamy

symbolem f ′(p) lub
df

dx
(p) . Jeśli pochodna jest skończona, to mówimy, że funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p . Funkcje� liniowa� przypisuja� ca� liczbie h liczbe� f ′(p)h nazywamy różniczka� funkcji f w

punkcie p i oznaczamy symbolem df(p) , a wartość tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy przez

df(p)(h) lub df(p)h .

Definicja prostej stycznej do wykresu funkcji

Za lóżmy, że funkcja f ma pochodna� w punkcie p oraz że jest cia� g la w punkcie p .** Jeśli pochodna

f ′(p) jest skończona, to mówimy, że prosta� styczna� do wykresu funkcji f w punkcie (p, f(p)) jest

prosta, której wspó lczynnik kierunkowy jest równy f ′(p) przechodza� ca przez punkt (p, f(p)) . Jeśli

f ′(p) = ±∞ , to mówimy, że styczna� do wykresu w punkcie (p, f(p)) jest prosta pionowa przechodza� ca

przez ten punkt, czyli prosta o równaniu x = p .

Jest jasne, że jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , to prosta styczna do wykresu tej

funkcji w punkcie (p, f(p)) ma równanie y = f ′(p)(x−p)+f(p) . Później przekonamy sie� , że próby prze-

noszenia definicji stycznej do okre� gu na przypadek stycznej do wykresu funkcji nie maja� wie� kszego sensu,

bo prowadza� do wyników niezgodnych z intuicja� . Motywy wprowadzenia podanej przez nas definicji sa�
naste� puja� ce. Jeśli |h| 6= 0 jest nieduża� liczba� , to wspó lczynnik kierunkowy prostej przechodza� cej przez

punkty (p, f(p)) oraz (p+ h, f(p+ h)) jest równy ilorazowi różnicowemu
f(p+ h)− f(p)

h
, który jest

w przybliżeniu równy f ′(p) . Prosta styczna jest wie� c „granica� prostych” przechodza� cych przez punkt

(p, f(p)) i jeszcze jeden punkt wykresu leża� cy blisko wymienionego. Nie zamierzamy tu precyzować

poje� cia „granicy prostych”, bo używamy go jedynie w tym miejscu i to jedynie w celu wyjaśnienia,

* Wierzcho lek ka� ta jest środkiem okre� gu, ramiona przechodza� przez końce boku.

** Wykażemy później, że jeśli pochodna f ′(p) funkcji f w punkcie p jest skończona, czyli że f jest różniczkowalna w
punkcie p , to funkcja f jest cia� g la w punkcie p , wie� c w tym przypadku nie ma potrzeby dodatkowo zak ladać cia� g lości

funkcji w punkcie p .
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ska� d sie� taka definicja stycznej bierze. Mówia� c jeszcze mniej dok ladnie: prosta styczna ma przylegać

możliwie ścísle do wykresu w pobliżu punktu (p, f(p)) , daleko od tego punktu wykres i styczna moga�
sie� rozchodzić. Podamy teraz kilka przyk ladów.

Przyk lady

1. Niech f(x) = ax + b . W tym przypadku iloraz różnicowy f(p+h)−f(p)
h = a(p+h)−ap

h = a jest nie-

zależny od h , zreszta� również od p . Wobec tego pochodna funkcji liniowej ax + b jest równa a .

Z tego wynika, że prosta� styczna� do prostej y = ax + b jest ona sama, co nie powinno dziwić,

bo ona sama do siebie przylega najlepiej ze wszystkich prostych. Cze� sto stosowany jest zapis

(ax+ b)′ = a .

2. Niech f(x) = x2 i niech p ∈ �
. Bez trudu stwierdzamy, że f(p+h)−f(p)

h = 2p + h−→ h→0 2p ,

co oznacza, że pochodna� funkcji f w punkcie p jest 2p . Zwykle piszemy (x2)′ = 2x . Ponieważ

f ′(0) = 0 , wie� c styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (0, 0) jest pozioma. Jeśli natomiast

p = 10 , to wspó lczynnik kierunkowy stycznej do wykresu jest równy 20 , wie� c styczna w punkcie

(20, 400) jest prawie pionowa.

3. Niech f(x) = x3 . Mamy f(p+h)−f(p)
h = 3p2 + 3ph + h2−→ h→0 3p2 , co oznacza, że pochodna�

funkcji f w punkcie p jest 3p2 , tzn. (p3)′ = 3p2 . I tym razem f ′(0) = 0 , wie� c styczna do wykresu

funkcji f w punkcie (0, f(0)) = (0, 0) jest pozioma. Jednak w tym przypadku wykres nie leży po

jednej stronie stycznej, lecz przechodzi z jednej strony tej prostej na druga� . Pochodna jest dodatnia

z jednym wyja� tkiem: f ′(0) = 0 . Bez trudu można stwierdzić, że styczna do wykresu tej funkcji

w każdym punkcie, z wyja� tkiem punktu (0, 0) , przecina wykres w jeszcze jednym punkcie*, wie� c
również w tym przypadku nie jest prawda� , że styczna ma z wykresem funkcji dok ladnie jeden punkt

wspólny.

4. Teraz zajmiemy sie� funkcja� f(x) = |x| . Jeśli p > 0 i |h| < p , to f(p+h)−f(p)h = p+h−p
h = =1−−−→

h→0
1 ,

co oznacza, że pochodna� funkcji f w punkcie p jest 1 . W taki sam sposób pokazać można,

że f ′(p) = −1 dla każdej liczby p < 0 . Pozosta l jeszcze jeden przypadek do rozważenia, mia-

nowicie p = 0 . Jeśli h > 0 , to f(0+h)−f(0)
h = 1 i wobec tego lim

x→0+

f(0+h)−f(0)
h = 1 . Ana-

logicznie lim
x→0−

f(0+h)−f(0)
h = −1 . Z tych dwu równości wynika od razu, że nie istnieje granica

lim
x→0

f(0+h)−f(0)
h , czyli że funkcja |x| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaż jest cia� g la – ma ona

w tym punkcie pochodne jednostronne, ale sa� one różne. Na wykresie funkcji jest to widoczne,

w punkcie (0, 0) wykres sie� za lamuje, można powiedzieć, że wykres ma w tym punkcie „ostrze”.

Zauważmy, że rezultaty tych rozważań można opisać wzorem (|x|)′ =
|x|
x

.

5. Podamy teraz przyk lad świadcza� cy o tym, że istnieja� funkcje cia� g le, które przynajmniej w nie-

których punktach nie maja� pochodnych jednostronnych. Tym studentom, których te przyk lady

me� cza� , zalecamy pominie� cie tego punktu w pierwszym czytaniu i ewentualny powrót do niego

później. Warto też spróbować sporza� dzić szkic wykresu funkcji, co może u latwić zrozumienie sytu-

acji. Przechodzimy do szczegó lów. Niech f(x) = x sin
1

x
dla x 6= 0 oraz f(0) = 0 . Z oczywistej

nierówności |f(x)| ≤ |x| wynika, że lim
x→0
f(x) = 0 = f(0) , a to znaczy, że funkcja f jest cia� g la w

punkcie 0 . Cia� g lość w innych punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia o operacjach na

* Czytelnik zechce sprawdzić w jakim, to pomaga w zrozumieniu tekstu!
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funkcjach cia� g lych i twierdzenia o cia� g lości z lożenia dwu funkcji. Z twierdzeń, które udowodnimy

nied lugo wyniknie, że funkcja ta ma pochodna� skończona� w każdym punkcie z wyja� tkiem punktu

0 . Wykażemy teraz, że funkcja ta nie ma pochodnej w punkcie 0 , dok ladniej, że w tym punkcie

funkcja nie ma pochodnej prawostronnej. Jeśli h > 0 , to
f(x+ h)− f(x)

h
= sin

1

h
. Wykazalísmy

wcześniej (poprzedni rozdzia l, przyk lady granic, punkt 6), że funkcja ta nie ma granicy prawostron-

nej: f
( 1

2nπ

)
= 0 oraz f

( 1

2nπ + π/2

)
= 1 . Widzimy, wie� c że dla każdej liczby naturalnej n punkt

( 1

2nπ
, 0
)

leży na wykresie funkcji, co oznacza, że styczna� do wykresu funkcji w punkcie (0, 0)

powinna być pozioma oś uk ladu wspó lrze� dnych. Jednakże dla każdej liczby naturalnej n punkt
( 1

2nπ + π/2
,

1

2nπ + π/2

)
leży na wykresie funkcji, wie� c styczna� powinna być prosta, na której te

punkty leża� , czyli prosta o równaniu y = x – styczna� ma być prosta najdok ladniej „przylegaja� ca”

do wykresu. Podobnie można uzasadniać, że styczna� do wykresu tej funkcji w punkcie (0, 0) po-

winna być prosta o równaniu y = kx , gdzie k jest dowolna� liczba� z przedzia lu [−1, 1] – na każdej

takiej prostej znajduja� sie� punkty leża� ce na wykresie funkcji f , tworza� ce cia� g zbieżny do 0 . Można

powiedzieć, że wykres funkcji x sin
1

x
oscyluje mie� dzy prostymi y = x oraz y = −x i do żadnej z

nich ani do żadnej leża� cej w ka� cie przez nie wyznaczonym w punkcie (0, 0) nie „przylega”.

6. Obliczymy teraz pochodna� funkcji wyk ladniczej. Niech f(x) = ex . Przypomnieć wypada, że

lim
h→0

ex+h − ex
h

= ex – wykazalísmy, że ta równość ma miejsce w rozdziale I, punkt 19, pod-

punkt m. Wobec tego pochodna� w punkcie x funkcji wyk ladniczej o podstawie e jest liczba ex ,

czyli (ex)′ = ex .

7. Naste� pna� bardzo ważna� funkcja� jest logarytm naturalny. Znajdziemy jej pochodna� . Niech f(x) =

= lnx dla każdej liczby dodatniej x . Przypomnijmy, że lim
x→0

ln(1+x)
x = 1 – wzór ten wykazalísmy

w rozdziale I, punkt 20, wzór (20.2). Mamy wie� c dla x > 0 naste� puja� ca� równość*:

limh→0
ln(x+h)−lnx

h = limh→0
ln(1+x/h)
x/h · 1

x = 1 · 1
x = 1

x . Znaczy to, że pochodna� logarytmu natu-

ralnego w punkcie x jest liczba 1
x , czyli (lnx)′ = 1

x .

8. Ostatnia� z krótkiego cyklu „najważniejszych” funkcji elementarnych jest sinus. Przypomnijmy, że

lim
x→0

sinx
x = 1 – ta równość zosta la wykazana poprzednio. Z niej wynika, że lim

h→0

sin(x+h)−sinx
h =

lim
h→0

2 sin h2 cos(x+h2 )

h = lim
h→0

sin(h/2)
h/2 · cos(x + h

2 ) = cosx . Uda lo sie� wie� c nam wykazać, że pochodna�
funkcji sinus w punkcie x jest liczba cosx , czyli że zachodzi wzór (sinx)

′
= cosx .

Naste� pne wzory wyprowadzimy po podaniu regu l, wed lug których obliczane sa� pochodne. Nie

be� dziemy w tym przypadku zajmować sie� pochodnymi nieskończonymi, bowiem w zastosowaniach be� da�
nam potrzebne na ogó l pochodne skończone.

Twierdzenie o arytmetycznych w lasnościach pochodnej

Za lóżmy, że funkcje f i g sa� różniczkowalne w punkcie p . Wtedy funkcje f ± g , f · g i, jeśli g(p) 6= 0 ,

to również
f

g
sa� różniczkowalne w punkcie p i zachodza� wzory:

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) , (f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x) ,

(f · g)′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ,

(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)
g(x)2

.

* Przypomnijmy, że ln(x+h)−lnx=ln x+h
x

=ln(1+h
x )

27



Dowód twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach pochodnej

Mamy f ′(p) = lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

oraz g′(p) = lim
h→0

g(p+ h)− g(p)
h

i wiemy, że te pochodne sa�
skończone. Sta� d i z twierdzenia o arytmetycznych w lasnościach granicy funkcji wynika, że

lim
h→0

f(p+ h) + g(p+ h)− f(p)− g(p)
h

= lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

+ lim
h→0

g(p+ h)− g(p)
h

= f ′(p) + g′(p) .

Udowodnilísmy wie� c twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkcji różniczkowalnych. W identyczny sposób

dowodzimy twierdzenie pochodnej różnicy funkcji różniczkowalnych. Zajmiemy sie� teraz iloczynem funk-

cji różniczkowalnych. Tym razem skorzystamy z udowodnionego wcześniej twierdzenia o cia� g lości funkcji

różniczkowalnej. Mamy

lim
h→0

f(p+ h)g(p+ h)− f(p)g(p)
h

= lim
h→0

(
f(p+ h)− f(p)

)
· g(p+ h) + f(p)

(
g(p+ h)− g(p)

)

h
=

= lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

· lim
h→0
g(p+ h) + f(p) · lim

h→0

g(p+ h)− g(p)
h

= f ′(p)g(p) + f(p)g′(p) .

Teraz kolej na iloraz. Mamy teraz dodatkowe za lożenie: g(p) 6= 0 . Wynika sta� d, że istnieje liczba δ > 0 ,

taka że jeśli |h| < δ , to |g(p + h) − g(p)| < |g(p)| . Wnioskujemy sta� d, że |g(p+ h)| < |g(p)| , czyli że

liczby g(p) i g(p+ h) leża� po tej samej stronie zera, w szczególności g(p+ h) 6= 0 . Mamy zatem

lim
h→0

f(p+ h)

g(p+ h)
− f(p)
g(p)

h
= lim
h→0

f(p+ h)g(p)− f(p)g(p+ h)

hg(p+ h)g(p)
=

= lim
h→0

f(p+ h)g(p)− f(p)g(p)−
(
f(p)g(p+ h)− f(p)g(p)

)

hg(p+ h)g(p)
=

= lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

g(p)− f(p)g(p+ h)− g(p)
h

g(p+ h)g(p)
=
f ′(p)g(p)− f(p)g′(p)

g(p)2
.

Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie o pochodnej z lożenia

Za lóżmy, że funkcja g jest różniczkowalna w punkcie p , zaś funkcja f , określona na zbiorze zawie-

raja� cym wszystkie wartości funkcji g , jest różniczkowalna w punkcie g(p) . Wtedy z lożenie tych funkcji

f ◦ g jest różniczkowalne w punkcie p i zachodzi wzór:

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x) .

Wprowadzimy oznaczenie y = g(x) . Stosuja� c to oznaczenie można napisać (f ◦ g)′(x) = f ′(y)g(x) lub

d(f ◦ g)
dx

(x) =
df

dy
(g(x)) · dg

dx
(x) =

df

dy
(y) · dg

dx
(x) lub krócej

d(f ◦ g)
dx

=
df

dy
· dg
dx

. Cze� sto wzór ten

zapisywany jest w postaci
d(f ◦ g)
dx

=
df

dg
· dg
dx

lub, po oznaczeniu z = f(y) , jako
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

. W

literaturze angloje� zycznej nosi nazwe� „the Chain Rule”, czego oczywistym motywem jest jego ostatnia

postać, zw laszcza jeśli zastosujemy go nie w przypadku z lożenia dwu funkcji, lecz wie� kszej ich liczby –

wtedy  lańcuch staje sie� bardziej widoczny.

Dowód twierdzenia o pochodnej z lożenia

Znów mamy do czynienia z dwiema funkcjami różniczkowalnymi: f w punkcie q = g(p) oraz g w

punkcie p . Niech rg(h) =
g(p+ h)− g(p)− g′(p)h

h
i niech rg(0) = 0 . Różniczkowalność funkcji g w

punkcie p równoważna jest cia� g lości funkcji rg w punkcie 0. Prawdziwa jest zatem równość: g(p+h) =

g(p) + g′(p)h + rg(h)h . Przyjmijmy teraz, że rf (H) =
f(g(p) +H)− f(g(p))

H
oraz rf (0) = 0 . Tak

jak w przypadku funkcji g funkcja f jest różniczkowalna w punkcie g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy
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funkcja rf jest cia� g la w punkcie 0. Również w tym przypadku zachodzi też wzór: f(g(p) + H) =

f(g(p)) + f ′(g(p))H + rf (H)H . Gotowi jesteśmy do „wydzielenia cze� ści liniowej z lożenia” f ◦ g w

otoczeniu punktu p : f(g(p+ h)) = f(g(p) + g′(p)h+ rg(h)h) =

= f(g(p)) + f ′(g(p))

(
g′(p)h+ rg(h)h

)
+ rf

(
g′(p)h+ rg(h)h

)(
g′(p)h+ rg(h)h

)
=

= f(g(p)) + f ′(g(p))g′(p)h+ h ·
[
rg(h) + rf

(
g′(p)h+ rg(h)h

)(
g′(p) + rg(h)

)]
.

Jasne jest, że granica� wyrażenia znajduja� cego sie� w nawiasie kwadratowym przy x → 0 jest liczba 0.

Sta� d zaś wynika od razu, zob. twierdzenie charakteryzuja� ce pochodna� jako wspó lczynnik wielomianu

stopnia ≤ 1 najlepiej przybliżaja� cego funkcje� , że pochodna� funkcji f ◦ g w punkcie p jest liczba

f ′(g(p))g′(p) . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej

Za lóżmy, że funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , że f ′(p) 6= 0 , że funkcja f ma funkcje�
odwrotna� oraz że funkcja f−1 odwrotna do f jest cia� g la w punkcie q = f(p) . Wtedy funkcja f−1 jest

różniczkowalna w punkcie q i zachodzi wzór
(
f−1

)′
(q) =

1

f ′(p)
.

Wzór na pochodna� funkcji odwrotnej można zapisać również w postaci
(
f−1

)′
(f(p)) =

1

f ′(p)
lub w

postaci
(
f−1

)′
(q) =

1

f ′(f−1(q))
. Piszemy też

dy

dx
=
dx

dy
, oznaczywszy uprzednio y = f(x) . Ten ostatni

zapis, zw laszcza w po la� czeniu z wzorem
dz

dx
=
dz

dy

dy

dx
sugeruje, że symbol

dy

dx
można traktować jak

u lamek. Trzeba jednak uważać, bo nie oznacza on u lamka, lecz pochodna� i pos lugiwać sie� analogiami z

ilorazem jedynie w zakresie dopuszczonym podawanymi twierdzeniami. Można np napisać wzór

dg
dx + dh

dx = d(g+h)
dx

– oznacza on, że pochodna sumy dwu funkcji wzgle� dem zmiennej x jest równa sumie ich pochodnych

wzgle� dem tej samej zmiennej x . Natomiast wzoru
df

dy
+
dg

dx
=
df · dx+ dg · dy
dy · dx napisać nie można np.

dlatego, że jego prawa strona nie ma sensu, nie jest zdefiniowana. Później rozważać be� dziemy pochodne

wyższych rze� dów i tam sytuacja be� dzie jeszcze bardziej skomplikowana.

Dowód twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej

Tym razem wiemy, ze funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , że f ′(p) 6= 0 oraz że funkcja f−1

odwrotna do funkcji f jest cia� g la w punkcie q = f(p) . Wystarczy teraz wykazać, że

lim
h→0

f−1(q + h)− f−1(q)

h
=

1

f ′(p)
.

Oznaczmy H = f−1(q+h)− f−1(q) . Oczywíscie H zależy od h . Z cia� g lości funkcji f−1 w punkcie q

wynika od razu, że lim
h→0
H = 0 . Zachodzi też równość

h = q + h− q = f(f−1(q + h))− f(f−1(q)) = f(f−1(q) +H)− f(f−1(q)) = f(p+H)− f(p) .

Z tej równości i z poprzednich wynika, że lim
h→0

f−1(q + h)− f−1(q)

h
= lim
H→0

H

f(p+H)− f(p) =
1

f ′(p)
.

Dowód zosta l zakończony.

Ostatnim z tego cyklu twierdzeń s luża� cych do obliczania pochodnych jest
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Twierdzenie o pochodnej szeregu pote� gowego

Jeśli szereg pote� gowy

∞∑

n=0

an(x−x0)n ma dodatni promień zbieżności, to wewna� trz przedzia lu zbieżności

suma tego szeregu jest funkcja� różniczkowalna� i zachodzi wzór:

( ∞∑

n=0

an(x− x0)n

)′
=
∞∑

n=1

nan(x− x0)n−1 .

Wypada przestrzec, że szeregów na ogó l nie wolno różniczkować w taki sposób, jak sie� różniczkuje sumy

skończone. K.Weierstrass wykaza l, że np. funkcja zdefiniowana jako suma szeregu

∞∑

n=1

1

2n
cos(7nπx)

jest cia� g la na ca lej prostej i nie ma skończonej pochodnej w żadnym punkcie, chociaż każdy wyraz tego

szeregu ma pochodna� .
Dowód twierdzenia o pochodnej szeregu pote� gowego

Wykazalísmy wcześniej, że dla każdego cia� gu liczb rzeczywistych (an) istnieje r ≥ 0 , takie że jeśli

|x| < r , to szereg pote� gowy

∞∑

n=0

nkanx
n jest zbieżny bezwzgle� dnie dla każdej liczby k = 0, 1, 2, 3, . . . zaś

w przypadku |x| > 0 szereg
∞∑

n=0

anx
n jest rozbieżny. Obiecalísmy wykazać, że funkcja s przypisuja� ca

liczbie x sume� szeregu s(x) =

∞∑

n=0

anx
n jest różniczkowalna w każdym punkcie x ∈ (−r, r) oraz że

zachodzi równość s′(x) =

( ∞∑

n=0

anx
n

)′
=

∞∑

n=1

nanx
n−1 Zak ladamy dalej, że |x| < r , że d > 0 jest

liczba� mniejsza� niż r − |x| oraz że 0 < |h| < d . Sta� d wynika, że |x + h| ≤ |x| + |h| < r , wie� c szeregi
∞∑

n=0

nanx
n−1 ,

∞∑

n=0

anx
n i

∞∑

n=0

an(x+ h)n sa� zbieżne i to bezwzgle� dnie. Mamy wie� c
∣∣∣∣∣
s(x+ h)− s(x)

h
−
∞∑

n=0

nanx
n−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

an

(
(x+ h)n − xn

h
− nxn−1

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∞∑

n=2

an

n∑

k=2

(
n

k

)
xn−khk−1

∣∣∣∣∣ ≤ |h| ·
∞∑

n=2

|an|
n∑

k=2

(
n

k

)
|x|n−k|h|k−2 ≤

≤ |h| ·
∞∑

n=2

|an|n2
n∑

k=2

(
n− 2

k − 2

)
|x|(n−2)−(k−2)|h|k−2 =

= |h| ·
∞∑

n=2

n2|an| (|x|+ |h|)n−2 ≤ |h| ·
∞∑

n=2

n2|an| (|x|+ d)n−2 .

Przedostatnia nierówność wynika z tego, że jeśli n ≥ k ≥ 2 , to
(
n
k

)
= n·(n−1)

(k−1)·k ·
(
n−2
k−2

)
≤ n2

(
n−2
k−2

)
.

Oczywíscie lim
h→0
|h|·

∞∑

n=2

n2|an| (|x|+ d)n−2
= 0 , zatem również lim

h→0

s(x+ h)− s(x)
h

−
∞∑

n=1

nanx
n−1 = 0 ,

a sta� d od razu wynika, że s′(x) = lim
h→0

s(x+ h)− s(x)
h

=

∞∑

n=1

nanx
n−1 . Dowód zosta l zakończony.

Pokażemy teraz, jak podane przed chwila� twierdzenia można stosować.

Przyk lady

9. Znajdziemy pochodna� funkcji kosinus. Mamy cosx = sin
(π

2
− x

)
. Skorzystamy z wzoru wyni-

kaja� cego z wzoru wykazanego w przyk ladzie pierwszym:
(π

2
− x

)′
=
(

(−1)x+
π

2

)′
= −1 . Teraz
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skorzystamy z twierdzenia o pochodnej z lożenia:

(cosx)′ =
(

sin
(π

2
− x
))′

= cos
(π

2
− x
)
· (−1) = − sinx

– tutaj role� funkcji f z wzoru na pochodna� z lożenia pe lni sinus, którego pochodna� jest kosinus,

zaś role� funkcji g odgrywa funkcja
π

2
− x , której pochodna� jest −1 .

10. Zastosujemy wzór na pochodna� ilorazu dla uzyskania wzoru na pochodna� funkcji tangens. Mamy

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

(cosx)2 =
cosx · cosx− (− sinx) sinx

cos2 x
=

1

cos2 x
= =

1 + tg2 x .

11. Teraz kolej na kotangens. Wzór ten można uzyskać na różne sposoby, np. modyfikuja� c nieznacznie

wyprowadzenie wzoru na pochodna� funkcji tangens. Można też zastosować metode� znana� już z

wyprowadzenia wzoru na pochodna� funkcji kosinus i w laśnie tak posta� pimy:

(ctg x)
′

=
(

tg
(π

2
− x
))′

=
1

cos2
(π

2
− x
) · (−1) = − 1

sin2 x
= −1− ctg2 x .

12. Przypomnijmy, że funkcja� odwrotna� do funkcji tangens ograniczonej do przedzia lu
(
−π

2
,
π

2

)
jest

funkcja arctg , która przekszta lca zbiór wszystkich liczb rzeczywistych IR na przedzia l
(
−π

2
,
π

2

)
.

Zachodzi zatem wzór: tg (arctgx) = x . Funkcja arctg jest cia� g la. Pochodna funkcji tangens nie

jest w żadnym punkcie mniejsza od 1, wie� c jest różna od 0 . Wobec tego z twierdzenia o pochodnej

funkcji odwrotnej wynika, że funkcja arctg ma pochodna� w każdym punkcie. Z twierdzenia o

pochodnej z lożenia wynika, że musi zachodzić wzór:

1 = (x)′ = (tg (arctgx))
′

=
(
1 + tg2 (arctgx)

)
· (arctgx)

′
=
(
1 + x2

)
· (arctgx)

′
.

Sta� d wnioskujemy, że (arctgx)
′

=
1

1 + x2
.

13. Wyprowadzimy wzór na pochodna� funkcji arcsin, czyli funkcji odwrotnej do funkcji sinus ograniczo-

nej do przedzia lu [−π
2
,
π

2
] . Funkcja arcsinus jest cia� g la i przekszta lca przedzia l [−1, 1] na przedzia l

[−π
2
,
π

2
] . Na tym ostatnim przedziale funkcja kosinus przyjmuje nieujemne wartości. Sta� d wynika,

że jeśli −π
2
≤ y ≤ π

2
, to cos y =

√
1− sin2 y . Ponieważ pochodna funkcji sinus jest różna od 0

w punktach przedzia lu otwartego (−π
2
,
π

2
) , wie� c funkcja arcsin jest różniczkowalna w punktach

odpowiadaja� cych punktom przedzia lu (−π
2
,
π

2
) , czyli w punktach przedzia lu otwartego (−1, 1) .

Mamy wie� c
1 = (x)′ = (sin (arcsin(x)))′ = cos (arcsin(x)) · (arcsin(x))′ =

√
1− sin2 (arcsin(x)) · (arcsin(x))′ =

=
√

1− x2 · (arcsin(x))
′
.

Sta� d już  latwo wynika, że zachodzi wzór: (arcsin(x))′ =
1√

1− x2
. Wyprowadzilísmy wie� c wzór

na pochodna� funkcji arcsin w punktach wewne� trznych jej dziedziny. W punktach leża� cych na jej

brzegu, czyli w punktach −1 i 1 można by mówić jedynie o pochodnych jednostronnych. Po-

zostawiamy czytelnikom wykazanie tego, że w obu końcach przedzia lu [−1, 1] funkcja arcsin ma

pochodna� jednostronna� i że ta pochodna jednostronna równa jest +∞ . Warto naszkicować sobie

wykres funkcji arcsin – jest on oczywíscie symetryczny do wykresu funkcji sinus, ograniczonej do

przedzia lu [−π
2
,
π

2
] , wzgle� dem prostej o równaniu y = x .

14. Niech f(x) = xa , gdzie a jest dowolna� liczba� rzeczywista� , zaś x jest liczba� dodatnia� . Wykaże-
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my, że (xa)
′

= axa−1 .* Z definicji wynika, że xa = ea lnx . Korzystaja� c z twierdzenia o pochodnej

z lożenia dwu funkcji oraz poprzednio wyprowadzonych wzorów na pochodne funkcji wyk ladniczej,

logarytmu i funkcji liniowej otrzymujemy: (xa)′ =
(
ea lnx

)′
= ea lnx ·a · 1

x
= axa−1 . Dodać wypada,

że pote� ge� xa można zdefiniować również w przypadku x = 0 i a > 0 oraz w przypadku x < 0 ,

jeśli a jest liczba� wymierna� , której mianownik jest ca lkowita� liczba� nieparzysta� , a licznik – liczba�
ca lkowita� , po ewentualnym skróceniu. Pozostawiamy czytelnikom uzasadnienie tego, że w obu tych

przypadkach podany przez nas wzór na pochodna� funkcji pote� gowej pozostaje w mocy, oczywíscie w

przypadku pierwszym mowa jest jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba że a jest wyk ladnikiem

dodatnim, wymiernym o mianowniku nieparzystym (mowa o zapisie liczby wymiernej w postaci

u lamka nieskracalnego, którego licznik i mianownik sa� liczbami ca lkowitymi).

15. Zajmiemy sie� teraz przez chwile� funkcja� wyk ladnicza� o dowolnej podstawie. Niech a be� dzie do-

wolna� liczba� dodatnia� , x – dowolna� liczba� rzeczywista� . Poste� puja� c tak jak w przypadku funkcji

pote� gowej otrzymujemy wzór: (ax)′ =
(
ex ln a

)′
= ex ln a · ln a = ax ln a .

Na tym zakończymy krótki przegla� d najbardziej podstawowych wzorów na pochodne. Pochodne

be� dziemy obliczać wielokrotnie. Przekonamy sie� niebawem, że można ich używać w celu rozwia� zywania

rozlicznych problemów, np. znajdowania najwie� kszych i najmniejszych wartości funkcji. Do tego po-

trzebne be� da� nam jednak twierdzenia pozwalaja� ce na wia� zanie w lasności funkcji z w lasnościami jej

pochodnej. Warto nadmienić, że z twierdzeń, które już podalísmy, wynika, że funkcje zdefiniowane za

pomoca� „jednego wzoru”, maja� pochodna� we wszystkich punktach swej dziedziny z wyja� tkiem nielicz-

nych punktów wyja� tkowych, np. wzór ( 3
√
x)
′

=
((
x1/3

))′
=

1

3
x−2/3 =

1

3
3
√
x2

ma miejsce dla wszystkich

x 6= 0 . Istnieja� , co prawda, funkcje cia� g le określone na ca lej proste, które nie maja� pochodnej w żadnym

punkcie. Przyk lad pojawi sie� później **

Twierdzenie o cia� g lości funkcji różniczkowalnej

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , to jest w tym punkcie cia� g la.

Dowód.

lim
x→p
f(x) = f(p) + lim

h→0
(f(p+ h)− f(p)) = f(p) + lim

h→0
h · f(p+ h)− f(p)

h
= f(p) + 0 · f ′(p) = f(p) .

Dowód zosta l zakończony.

2. Badanie funkcji za pomoca� pochodnych: ekstrema i monotoniczność

Naste� pne twierdzenie by lo używane przez Fermata (1601–1665) w odniesieniu do wielomianów

jeszcze przed wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku różniczkowego i ca lkowego. Fermat

zajmowa l sie� znajdowa l mie� dzy innymi znajdowaniem wartości najwie� kszych i najmniejszych wielo-

mianów na przedzia lach domknie� tych. Doprowadzi lo go to w gruncie rzeczy do poje� cia pochodnej, choć

nie stworzy l on teorii. Tym nie mniej odkry l twierdzenie, którego wage� trudno przecenić, choć zarówno

twierdzenie jak i jego dowód sa� nies lychanie proste.

Twierdzenie o zerowaniu sie� pochodnej w punktach lokalnego ekstremum

Jeśli f jest funkcja� różniczkowalna� w punkcie p i przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza� lub

* Dla a= 12 jest to znany wielu czytelnikom z nauki w szkole wzór na pochodna� pierwiastka kwadratowego, dla a=2

oraz a=3 otrzymalísmy wzory wcześniej, zob, przyk lad 2,3.

** Ten stan rzeczy może ulec zmianie, w fizyce rozpatrywany jest tzw. ruch Browna, w którego modelu matematycznym
tego rodzaju dziwactwa pojawiaja� sie� . Zwia� zany z ruchem Browna proces Wienera znajduje zastosowania również w

modelach ekonomicznych.

32



najwie� ksza� , to f ′(p) = 0 , podkreślić wypada, że zak ladamy tu, że p jest środkiem pewnego przedzia lu

otwartego zawartego w dziedzinie funkcji.

Dowód.

Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie p wartość najwie� ksza� . Znaczy to, że dla każdego punktu x z

dziedziny funkcji f zachodzi nierówność f(x) ≤ f(p) , zatem dla h > 0 mamy
f(p+ h)− f(p)

h
≤ 0 ,

wobec tego f ′(p) = lim
h→0+

f(p+ h)− f(p)
h

≤ 0 . Mamy też f ′(p) = lim
h→0−

f(p+ h)− f(p)
h

≥ 0 dla

h < 0 . Obie te nierówności moga� zachodzić jednocześnie jedynie w przypadku f ′(p) = 0 . Jeśli f

przyjmuje w punkcie p wartość najmniejsza� , to funkcja przeciwna −f przyjmuje w tym punkcie

wartość najwie� ksza� , wie� c 0 = (−f)′(p) = −f ′(p) . Dowód zosta l zakończony.

Wypada podkreślić, że jeśli funkcja określona na przedziale przyjmuje wartość najwie� ksza� w jego

końcu, to nawet w przypadku, gdy jest w tym końcu jednostronnie różniczkowalna, to jej pochodna nie

musi być równa 0 , funkcja x rozpatrywana na przedziale [7, 13] przyjmuje swa� najwie� ksza� wartość w

punkcie 13 , w którym jej pochodna� jest liczba 1.

Uwaga o wartościach funkcji w pobliżu punktu, w którym pochodna jest dodatnia

Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p oraz f ′(p) > 0 , to istnieje liczba δ > 0 taka, że jeśli

0 < h < δ , to f(p−h) < f(p) < f(p+h) , tzn. dostatecznie blisko punktu p , na lewo od niego wartości

funkcji sa� mniejsze niż w wartość punkcie p , zaś na prawo od tego punktu, w jego pobliżu wartości

funkcji sa� wie� ksze niż wartość w punkcie p .

Dowód.

Iloraz różnicowy
f(p+ h)− f(p)

h
jest dodatni dla dostatecznie ma lych h , bowiem ma dodatnia� granice�

przy h→ 0 , zatem licznik i mianownik tego u lamka maja� taki sam znak.

Twierdzenie Rolle’a

Jeżeli funkcja f jest cia� g la w przedziale domknie� tym [a, b] i ma pochodna� we wszystkich jego punktach

wewne� trznych oraz f(a) = f(b) , to istnieje punkt c ∈ (a, b) , taki że f ′(c) = 0 .

Dowód.

Za lóżmy, że f(a) = f(b) nie jest najwie� ksza� wartościa� funkcji f . Niech c be� dzie punktem, w którym

funkcja f przyjmuje wartość najwie� ksza� spośród przyjmowanych na tym przedziale. Oczywíscie a <

c < b . Wobec tego f jest różniczkowalna w punkcie c i na mocy twierdzenia Fermata zachodzi równość

f ′(c) = 0 . Jeśli funkcja f nie przyjmuje wewna� trz przedzia lu [a, b] wartości wie� kszych niż f(a) = f(b) ,

to albo przyjmuje mniejsze i możemy zamiast niej rozważyć funkcje� przeciwna� −f , albo funkcja f

jest sta la na przedziale [a, b] . W tym drugim przypadku c może być dowolnym punktem przedzia lu

otwartego (a, b) . Dowód zosta l zakończony.

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia może być np. taka: po prostoliniowej drodze porusza sie�
pojazd, który rozpoczyna i kończy przemieszczanie sie� w tym samym punkcie

(
f(a) = f(b)

)
, ponieważ

kończymy podróż w punkcie startu, wie� c w którymś punkcie musielísmy zawrócić, w momencie zmiany

kierunku jazdy nasza pre� dkość by la równa 0 .

Na wykresie funkcji punkty, o których jest mowa w dowodzie twierdzenia Rolle’a to te w otoczeniu,

których wykres wygla� da tak, jak wykres funkcji −x2 w otoczeniu punktu 0 . Oczywíscie to nie sa� jedyne

punkty, w których pochodna przyjmuje wartość 0 . Niech f(x) = sin3 x . Wtedy f ′(x) = 3 sin2 x cosx ,
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zatem f ′(0) = 0 , chociaż w punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego minimum,

w każdym przedziale postaci (δ, δ) , gdzie 0 < δ <
π

2
, funkcja f jest ścísle rosna� ca. Ma ona lokalne

ekstrema, ale w innych punktach, np. w punktach ±π
2

.

Przejdziemy teraz do najważniejszego twierdzenia w rachunku różniczkowym, twierdzenia o war-

tości średniej.

Twierdzenie Lagrange’a o wartości średniej

Jeśli funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu domknie� tego [a, b] i ma pochodna� we wszystkich

punktach przedzia lu otwartego (a, b) , to istnieje punkt c ∈ [a, b] , taki że f ′(c) =
f(b)− f(a)
b− a .

Dowód.

Niech g(x) = f(x)− f(b)− f(a)
b− a (x− a) – od funkcji f odejmujemy funkcje� f(b)− f(a)

b− a (x− a) , wie� c
liniowa� , której przyrost na przedziale [a, b] jest równy f(b)−f(a) , czyli jest równy przyrostowi funkcji f

na tym przedziale. Mamy wie� c g(a) = f(a) = g(b) . Poza tym z definicji funkcji g wynika od razu, że jest

to funkcja cia� g la, jako różnica funkcji cia� g lych. Taki sam argument przekonuje nas o istnieniu pochodnej

g′ we wszystkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) . Wobec tego dla funkcji g spe lnione sa� za lożenia

twierdzenia Rolle’a. Istnieje wobec tego taki punkt c ∈ (a, b) , że 0 = g′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)
b− a , a to

w laśnie mielísmy wykazać. Dowód zosta l zakończony.

Każdy czytelnik z pewnościa� zauważy l, że twierdzenie Rolle’a jest przypadkiem szczególnym twier-

dzenia Lagrange’a o wartości średniej. Można też zinterpretować „fizycznie” twierdzenie Lagrange’a.

Jeśli f(x) oznacza po lożenie w chwili x obiektu poruszaja� cego sie� po prostej, to f ′(c) oznacza pre� dkość

w chwili c , natomiast
f(b)− f(a)
b− a to pre� dkość średnia w okresie od a do b . Wg. tej interpretacji twier-

dzenie o wartości średniej mówi, że pre� dkość chwilowa w pewnej chwili c równa jest pre� dkości średniej,

co wygla� da na stwierdzenie zupe lnie oczywiste. Geometrycznie twierdzenie to oznacza, że jeśli popro-

wadzimy prosta� przez dwa punkty leża� ce na wykresie funkcji f , to styczna do wykresu f w pewnym

punkcie leża� cym mie� dzy wybranymi punktami jest równoleg la do wybranej prostej.

Widzimy wie� c, że twierdzenie Lagrange’a ma krótki dowód, prosto można je zinterpretować na

różne sposoby. Pokażemy teraz, że ma ono liczne i ważne konsekwencje. Najpierw jednak pokażemy

jeszcze jedno jego uogólnienie.

Twierdzenie Cauchy’ego o wartości średniej

Jeśli funkcje f i g sa� cia� g le w każdym punkcie przedzia lu domknie� tego [a, b] i maja� pochodne we

wszystkich punktach przedzia lu otwartego (a, b) przy czym g′(x) 6= 0 , to istnieje punkt c ∈ [a, b] , taki

że
f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) .

Dowód. Nie różni sie� niczym istotnym od dowodu twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej.

Rozpatrujemy pomocnicza� funkcje� h zdefiniowana� wzorem h(x) = f(x) − f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

(
g(x) − g(a)

)
i

stosujemy do niej twierdzenie Rolle’a. Zauważmy jeszcze, że z twierdzenia Rolle’a wynika, że funkcja

g jest różnowartościowa na przedziale [a, b] , wie� c wszystkie rozpatrywane ilorazy w tym twierdzeniu i

jego dowodzie maja sens.

Twierdzenie o monotoniczności funkcji różniczkowalnych

Za lóżmy, że funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu P i że jest różniczkowalna we wszystkich

jego punktach wewne� trznych. Przy tych za lożeniach funkcja f jest:
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– niemaleja� ca (x < y ⇒ f(x) ≤ f(y) ) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest nieujemna,

– nierosna� ca (x < y ⇒ f(x) ≥ f(y) ) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest niedodatnia.

Dowód.

Jeśli funkcja jest niemaleja� ca, to iloraz różnicowy
f(x+ h)− f(x)

h
jest nieujemny, bo licznik i mianow-

nik tego u lamka maja� taki sam znak. Granica funkcji nieujemnej, jeśli istnieje, to jest nieujemna. Z tego

zdania wynika natychmiast, że pochodna we wszystkich tych punktach przedzia lu P , w których istnieje,

jest nieujemna. Za lóżmy teraz, że pochodna w punktach wewne� trznych przedzia lu P jest nieujemna.

Za lóżmy, że x, y ∈ P i że x < y . Z twierdzenia o wartości średniej zastosowanego do przedzia lu

[x, y] wynika, że
f(y)− f(x)
y − x = f ′(z) ≥ 0 dla pewnego punktu z ∈ (x, y) . Ponieważ mianownik

u lamka
f(y)− f(x)
y − x jest dodatni, a sam u lamek jest nieujemny, wie� c licznik tego u lamka, czyli różnica

f(y) − f(x) , też jest nieujemny, zatem f(y) ≥ f(x) , co dowodzi tego, że funkcja f jest niemaleja� ca.

Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle do pierwszego zaste� puja� c funkcje� f funkcja� przeciwna� −f .

Dowód zosta l zakończony.

Wniosek*

Funkcja cia� g la na przedziale P , różniczkowalna we wszystkich jego punktach wewne� trznych jest sta la

wtedy i tylko wtedy, gdy f ′(x) = 0 dla każdego punktu wewne� trznego przedzia lu P .

Dowód.

Funkcja sta la jest jednocześnie niemaleja� ca i nierosna� ca, zatem jej pochodna jest jednocześnie nie-

ujemna i niedodatnia, czyli zerowa. Jeśli natomiast pochodna jest zerowa, czyli jednocześnie nieujemna

i niedodatnia, to funkcja jest zarówno niemaleja� ca, jak i nierosna� ca, wie� c jest sta la. Dowód zosta l

zakończony.

Twierdzenie o ścis lej monotoniczności funkcji różniczkowalnych

Zak ladamy jak poprzednio, że funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu P oraz ze jest

różniczkowalna w każdym punkcie wewne� trznym przedzia lu P . Przy tych za lożeniach funkcja f jest:

– ścísle rosna� ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna oraz mie� dzy każdymi

dwoma punktami przedzia lu P znajduje sie� punkt, w którym pochodna f ′ jest dodatnia,

– ścísle maleja� ca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niedodatnia oraz mie� dzy każdymi

dwoma punktami przedzia lu P znajduje sie� punkt, w którym pochodna f ′ jest ujemna.

Dowód.

Za lóżmy, że funkcjaf jest ścísle rosna� ca. Jest wie� c również niemaleja� ca, wie� c na podstawie poprzedniego

twierdzenia jej pochodna jest nieujemna. Jeśli x, y ∈ P , x < y , to w pewnym punkcie wewne� trznym

z przedzia lu [x, y] zachodzi nierówność f ′(z) > 0 , bowiem gdyby pochodna równa by la 0 w każdym

punkcie przedzia lu [x, y] , to funkcja f by laby sta la na tym przedziale, wie� c nie by laby ścísle rosna� ca.

Zajmiemy sie� dowodem implikacji przeciwnej. Zak ladamy teraz, że f jest funkcja� cia� g la� , której po-

chodna jest nieujemna. Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, że f jest funkcja� niemaleja� ca� . Jeśli

nie jest ona ścísle rosna� ca, to istnieja� punkty x, y ∈ P , takie że x < y i f(x) = f(y) . Jeśli x < z < y ,

to f(x) ≤ f(z) ≤ f(y) = f(x) , co oznacza, że f(x) = f(z) , a to z kolei oznacza, że f jest funkcja� sta la�
na przedziale [x, y] , a z tego wynika, że f ′(z) = 0 dla każdego punktu z ∈ [x, y] , wbrew za lożeniu.

* Można z  latwościa� ten wniosek udowodnić bezpośrednio, bez powo lywania sie� na w laśnie wykazane twierdzenie.
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Druga cze� ść twierdzenia może być uzyskana z pierwszej przez rozważenie funkcji −f zamiast funkcji

f . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie o lipschitzowskości funkcji różniczkowalnej

Zak ladamy jak w twierdzeniach poprzednich, że funkcja f jest określona na pewnym przedziale P ,

że jest na nim cia� g la i że jest różniczkowalna we wszystkich punktach wewne� trznych tego przedzia lu.

Przy tych za lożeniach funkcja f spe lnia warunek Lipschitza ze sta la� L ≥ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

L ≥ sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} .*

Dowód.

Jeśli x, y ∈ P , to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej istnieje punkt z leża� cy mie� dzy x i

y , taki że |f(x)−f(y)| = |f ′(z)(x−y)| ≤ sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} · |x−y| , co kończy dowód twierdzenia

w jedna� strone� . Dowód w druga� strone� wynika natychmiast z tego, że jeśli funkcja spe lnia warunek

Lipschitza ze sta la� L , to dla dowolnych x, y ∈ P zachodzi nierówność

∣∣∣∣
f(x)− f(y)
x− y

∣∣∣∣ ≤ L , zatem

|f ′(x)| = lim
y→x

∣∣∣∣
f(y)− f(x)
y − x

∣∣∣∣ ≤ L , zatem sup{|f ′(t)|: t ∈ intP} ≤ L . Dowód zosta l zakończony.

Przyk lady

16. Niech f(x) =
1

x
. Mamy f ′(x) = − 1

x2
< 0 . Funkcja ma wie� c ujemna� pochodna w każdym punkcie

swej dziedziny (−∞, 0) ∪ (0,∞) . Mamy też f(−1) = −1 < 1 = f(1) , wobec tego funkcja ta nie

jest nierosna� ca, tym bardziej nie jest maleja� ca. Przyczyna� tego zjawiska jest to, że dziedzina tej

funkcji nie jest przedzia lem – malutka, raptem jednopunktowa dziura w dziedzinie, powoduje, że

teza przestaje być prawdziwa! . Na każdym przedziale, na którym jest zdefiniowana, funkcja ta jest

nierosna� ca, a nawet ścísle maleja� ca.

17. Niech f(x) = sinx−
(
x− x

3

6

)
. Mamy f ′(x) = cosx−

(
1− x

2

2

)
i wobec tego również (f ′)′(x) =

− sinx + x . Udowodnilísmy poprzednio, że jeśli x > 0 , to sinx < x . Z tej nierówności wynika,

że (f ′)′(x) > 0 dla każdego x > 0 . Wobec tego funkcja f ′ jest ścísle rosna� ca na pó lprostej

domknie� tej [0,∞) . Sta� d wynika, że f ′(x) > f ′(0) = cos 0 −
(

1− 02

2

)
= 0 dla każdego x > 0 .

Wobec tego funkcja f , której pochodna jest dodatnia na pó lprostej otwartej (0,∞) , jest ścísle

rosna� ca na pó lprostej domknie� tej [0,∞) , zatem dla x > 0 zachodzi nierówność f(x) > f(0) =

0−
(

0− 03

6

)
= 0 . Wykazalísmy w ten sposób, że sinx > x− x

3

6
dla każdej liczby dodatniej x .

18. Zajmuja� c sie� funkcja wyk ladnicza� o podstawie e w rozdziale pierwszym wykazalísmy, że dla każdej

liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność ex ≥ 1 + x , później zreszta� wzmocniona. Wiemy, że

pochodna� funkcji ex jest ta sama funkcja. Wartościa� tej pochodnej w punkcie 0 jest liczba e0 =

1 . Wobec tego równanie stycznej do wykresu funkcji wyk ladniczej w punkcie (0, 1) ma postać

y = 1 · (x − 0) + e0 = x + 1 . Wobec tego wspomniana nierówność oznacza, że wykres funkcji

wyk ladniczej o podstawie e znajduje sie� nad styczna� do siebie w punkcie (0, 0) . Przekonamy sie�
później, że jest to zwia� zane z wypuk lościa� funkcji wyk ladniczej.

19. Wspomnielísmy w przyk ladzie siedemnastym nierówność sinx < x , która zachodzi dla x > 0 .

Pochodna� funkcji sinus jest funkcja kosinus. W punkcie 0 wartość pochodnej to cos 0 = 1 . Wynika

* intP oznacza zbiór z lożony ze wszystkich punktów wewne� trznych przedzia lu P, czyli przedzia l otwarty, którego końce

pokrywaja� sie� z końcami przedzia lu P .
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sta� d, że równanie stycznej do wykresu funkcji sinus w punkcie (0, 0) przybiera postać

y = 1 · (x− 0) + sin 0 = x .

Wobec tego nierówność x > sinx oznacza, że na pó lprostej (0,∞) wykres funkcji sinus znajduje

sie� pod styczna� do tegoż wykresu w punkcie (0, 0) . Przekonamy sie� później, że jest to zwia� zane z

wkle� s lościa� funkcji sinus na przedziale [0, π] , dla x ≥ π nierówność zachodzi, bo wartości funkcji

sinus sa� mniejsze niż 1 < π .

20. Niech f(x) = ex − (1 + x + 1
2x

2) . Mamy f ′(x) = ex − (1 + x) ≥ 0 . Sta� d (f ′)′(x) = ex − 1 > 0 ,

dla x > 0 oraz (f ′)′(x) = ex− 1 < 0 dla x < 0 . Wynika sta� d, że funkcja f ′ jest ścísle rosna� ca na

pó lprostej [0,∞) oraz ścísle maleja� ca na pó lprostej (−∞, 0] . Wobec tego najmniejsza� wartościa�
funkcji f ′ jest f ′(0) = e0− 1 = 0 . Oznacza to, że dla x 6= 0 zachodzi nierówność f ′(x) > 0 , czyli

ex > 1 + x . Wobec tego, że funkcja f ′ przyjmuje wartości dodatnie na ca lej prostej z wyja� tkiem

jednego punktu, funkcja f jest ścísle rosna� ca na ca lej prostej.

Mamy wie� c f(x) > f(0) = e0−(1+0+ 1
202) = 0 dla x > 0 oraz f(x) < f(0) = 0 dla x < 0 , zatem

dla x > 0 zachodzi nierówność ex > 1+x+ 1
2x

2 , zaś dla x < 0 – nierówność ex < 1+x+ 1
2x

2 . Ro-

zumuja� c w ten sam sposób można wykazać, że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierówność

ex ≥ 1 + x + 1
2!x

2 + 1
3!x

3 , przy czym nierówność jest ostra dla x 6= 0 . Uogólnienie pozostawiamy

czytelnikom w charakterze prostego ćwiczenia. Zache� camy też do porównania z rozumowaniami

przeprowadzanymi w rozdziale pierwszym: bez trudu można zauważyć, że uzyskujemy teraz z  la-

twościa� nierówności, których wykazanie bez użycia pochodnych by lo dosyć trudne.

21. Ten przyk lad be� dzie nieco d luższy. Należy go przestudiować z uwaga� . Stosowana tu metoda be� dzie

używana później również w odniesieniu do funkcji wielu zmiennych, pokazuje ona też, że twierdze-

nia o istnieniu moga� sie� przydawać również w rozwia� zywaniu problemów konkretnych.

Niech a ≥ b > 0 be� da� liczbami rzeczywistymi. P niech oznacza prostoka� t, którego jeden bok ma

d lugość a , a drugi – b . Z prostoka� ta P wycinamy cztery kwadraty o boku x ∈
(
0, b2

)
zawieraja� ce

cztery wierzcho lki P , tak że pole P zmniejsza sie� o 4x2 . Naste� pnie zaginamy „wystaja� ce” cze� ści

powsta lego dwunastoka� ta (niewypuk lego) tak, by powsta lo pude lko o wymiarach a−2x, b−2x, x .

Dla jakiego x pojemność otrzymanego pude lka be� dzie najwie� ksza?

Rozwia� zanie. Niech V (x) = x(a − 2x)(b − 2x) be� dzie pojemnościa� pude lka. V jest funkcja�
cia� g la, a nawet różniczkowalna� w każdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemności

pude lka dziedzina� funkcji V jest przedzia l
(
0, b2
)

, ale można te� funkcje� rozpatrywać na przedziale

domknie� tym
[
0, b2
]

. Na przedziale
[
0, b2
]

funkcja V , jako cia� g la , przyjmuje wartość najmniej-

sza� oraz wartość najwie� ksza� . Ponieważ V (0) = V
(
b
2

)
= 0 i V (x) > 0 dla x ∈

(
0, b2
)

, wie� c
najmniejsza wartość przyjmowana jest w końcach przedzia lu

[
0, b2
]

, zaś najwie� ksza – w pewnym

punkcie wewne� trznym x0 tego przedzia lu. Ponieważ funkcja V jest różniczkowalna w x0 , wie� c
V ′(x0) = 0 . Wystarczy zatem znaleźć punkty w przedziale

(
0, b2

)
, w których pochodna funkcji V

przyjmuje wartość 0 i stwierdzić, w którym z nich V ma najwie� ksza� wartość – takie punkty sa� co

najwyżej dwa, bo V jest wielomianem trzeciego stopnia, wie� c V ′ jest wielomianem kwadratowym.

V ′(x) = 12x2 − 4(a + b)x + ab . Wiemy, że ten wielomian ma co najmniej jeden pierwiastek w

przedziale
(
0, b2
)

(nie ma potrzeby sprawdzać, że jego wyróżnik jest dodatni, bo to wynika z ist-
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nienia x0 !).* Możemy teraz zastosować to samo rozumowanie do badania funkcji V na przedziale
[
b
2 ,
a
2

]
. Wewna� trz tego przedzia lu funkcja V przyjmuje wartości ujemne, na końcach – zero. Wobec

tego swa� najmniejsza� wartość na
[
b
2 ,
a
2

]
funkcja V przyjmuje wewna� trz przedzia lu i wobec tego jej

pochodna V ′ przyjmuje wartość 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedzia lu. Wynika z tego

rozumowania, że w każdym z przedzia lów
(
0, b2
)
,
(
b
2 ,
a
2

)
pochodna V ′ funkcji V ma co najmniej

jeden pierwiastek, a ponieważ V ′ ma dok ladnie dwa pierwiastki, wie� c w każdym z wymienionych

przedzia lów ma dok ladnie jeden pierwiastek. Tak sie� dzieje w przypadku a > b . W przypadku

a = b sytuacja jest nieco inna: V ′
(
b
2

)
= 0 , co sprawdzamy bezpośrednim rachunkiem (ogólnie:

jeśli liczba x1 jest podwójnym pierwiastkiem funkcji f , tzn. f(x) = (x − x1)2g(x) dla pewnej

funkcji g różniczkowalnej w x1 , to f(x1) = 0 = f ′(x1) ) i wobec tego również w tym przypadku w

przedziale
(
0, b2
)

funkcja V ′ może mieć co najwyżej jeden pierwiastek, wie� c ma dok ladnie jeden.

Udowodnilísmy w ten sposób, że w przedziale
(
0, b2

)
funkcja V ′ ma dok ladnie jeden pierwiastek

x0, którym jest mniejszy z dwóch pierwiastków tej funkcji, a liczba V (x0) jest najwie� ksza� wartościa�
funkcji V przyjmowana� na przedziale

(
0, b2
)

. Oczywíscie zachodzi równość

x0 =
4(a+b)−

√(
4(a+b)

)2
−4·12ab

2·12 = a+b−
√
a2+b2−ab
6 .

Uwaga: nie zajmowalísmy sie� znakiem pochodnej V ′ , bo nie by lo potrzeby ustalać na jakich prze-

dzia lach funkcja V rośnie, a na jakich maleje. Oczywíscie można by lo posta� pić inaczej: stwierdzić,

że na przedziale (0, x0) pochodna V ′ funkcji V jest dodatnia, wie� c V na tym przedziale rośnie,

a na przedziale
(
x0,

b
2

)
pochodna V ′ jest ujemna, wie� c na tym przedziale funkcja V maleje. Z

naszego rozumowania to też wynika, bo na przedziale (0, x0) pochodna V ′ nie przyjmuje wartości

0 , ma zatem ten sam znak we wszystkich punktach tego przedzia lu, zatem funkcja V jest na

tym przedziale ścísle monotoniczna, nie może być maleja� ca, bo V (x0) > 0 = V (0) , wie� c jest ścísle

rosna� ca, wie� c jej niezeruja� ca sie� pochodna jest dodatnia.

22. Znaleźć maksimum obje� tości bry l powsta lych w wyniku obrotu trójka� ta prostoka� tnego o obwodzie

1 wokó l jego przeciwprostoka� tnej.

Rozwia� zanie: Niech a, b, c oznaczaja� boki trójka� ta, przy czym c oznacza przeciwprostoka� tna� .
Bry la, która powstaje w wyniku obrotu trójka� ta wokó l boku c to dwa stożki z la� czone podstawami.

Promień tej wspólnej podstawy to wysokość trójka� ta prostopad la do przeciwprostoka� tnej, wie� c
równa

ab

c
(pole trójka� ta jest równe

1

2
ab =

1

2
chc , gdzie hc jest wysokościa� trójka� ta prostopad la�

do przeciwprostoka� tnej c ). Suma wysokości tych stożków jest równa c . Wobec tego suma ich

obje� tości jest równa V =
π

3
·
(
ab

c

)2

· c =
π(ab)2

3c
. Wiadomo, że a2 + b2 = c2 i a + b + c = 1 .

Sta� d wynika, że 2ab = (a + b)2 − (a2 + b2) = (1− c)2 − c2 = 1 − 2c . Wobec tego zachodzi wzór

V = V (c) =
π(1− 2c)2

12c
=
π

12

(
1

c
− 4 + 4c

)
. Sta� d V ′(c) =

π

12

(−1

c2
+ 4

)
. Sta� d wnioskujemy z

 latwościa� , że V ′(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy c = ±1

2
, zatem kandydatami na punkt, w którym

funkcja V przyjmuje swa� najwie� ksza� wartość sa� 1
2

oraz −1

2
. Liczba c jest d lugościa� boku trójka� ta,

zatem jest dodatnia, bo jest d lugościa� odcinka, wie� c nie może być równa −1

2
. Liczba

1

2
też nie

* Drugi pierwiastek wielomianu V ′ też jest dodatni, bo iloczyn pierwiastków tego wielomianu jest równy ab
12

, jest wie� c
dodatni, zatem oba pierwiastki maja ten sam znak, ale z tego korzystać nie be� dziemy.
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wchodzi w gre� , bo wtedy musia loby być a + b = 1 − 1

2
=

1

2
= c , co przeczy loby nierówności

trójka� ta. Oznacza to, że na każdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji V jest ona ścísle

monotoniczna, zatem kresy, jeśli w ogóle sa� przyjmowane, to w końcach przedzia lu. Musimy wie� c
znaleźć dziedzine� funkcji V . Oczywistym warunkiem koniecznym na to, by liczby a, b, c by ly bo-

kami trójka� ta prostoka� tnego o obwodzie 1 , jest, aby by ly dodatnimi rozwia� zaniami uk ladu równań:

a2 + b2 = c2, a + b = 1 − c . Warunek ten jest też dostateczny: jeśli a, b > 0 i a2 + b2 = c2 , to

(a+b)2 > a2+b2 = c2 , zatem a+b > c i oczywíscie a+c > c > b oraz b+c > c > a . Oznacza to, że z

odcinków o d lugościach a, b, c można zbudować trójka� t, oczywíscie prostoka� tny. Ten uk lad równań

równoważny jest naste� puja� cemu: a+ b = 1− c, ab =
(1− c)2 − c2

2
=

1

2
− c . Wobec tego liczby a

i b sa� pierwiastkami równania kwadratowego t2 − (1− c)t+ 1

2
− c = 0 . Warunkiem koniecznym i

dostatecznym na to, by to równanie to mia lo dodatnie pierwiastki dla dodatniej wartości parametru

c , jest 0 < c <
1

2
i 0 ≤ ∆ = (1−c)2−4(

1

2
−c) = −1+2c+c2 = (c+1)2−2 czyli

√
2−1 ≤ c < 1

2
.

Ponieważ V

(
1

2

)
= 0 , wie� c maksymalna wartość V jest równa V

(√
2− 1

)
– oczywíscie mak-

symalna na przedziale

[√
2− 1,

1

2

)
.  Latwo zauważyć, że dla c =

√
2 − 1 otrzymujemy trójka� t

równoramienny (bo ∆ = 0 , wie� c pierwiastki równania kwadratowego x2 − (1 − c)x +
1

2
− c = 0 ,

czyli liczby a i b sa� równe).

Komentarz: Ten przyk lad powinien przekonać studentów o konieczności zwracania uwagi na dzie-

dzine� funkcji. Omawia lem to zadanie wielokrotnie na ćwiczeniach, jeszcze sie� nie zdarzy lo, by stu-

denci chcieli, aby obje� tość V potraktować jako np. funkcje� zmiennej a . Gdyby tak sie� sta lo,

by loby V = V (a) =
πa2(1− 2a)2

6(1− a)(1− 2a+ 2a2)
i maksimum osia� gane by loby w punkcie wewne� trznym

dziedziny funkcji V , czyli przedzia lu

(
0,

1

2

)
, mianowicie w punkcie

2−
√

2

2
, zatem w punk-

cie zerowania sie� pochodnej funkcji V . By loby znacznie mniej k lopotu z dziedzina� funkcji, za to

wie� cej z obliczeniami. Cze� sto też studenci nie potrafili stwierdzić, że ponieważ funkcja ma nieze-

rowa� pochodna� na przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawa lo im sie� , że pope lnili b la� d
w obliczeniach, bo skoro w jakimś punkcie ma być maksimum, to pochodna tam musi sie� zerować

– zapominali wie� c o tym, że to twierdzenie mówi o punktach wewne� trznych dziedziny, końców nie

dotyczy.

23. Znajdziemy teraz kres górny iloczynu trzech liczb nieujemnych, których suma jest równa 3 . Oz-

naczmy te liczby przez x, y, z . Mamy wie� c x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 oraz x + y + z = 3 . Mamy

znaleźć kres górny wyrażenia xy(3 − x − y) , przy za lożeniu, że x, y ≥ 0 oraz x + y ≤ 3 . Niech

s = x + y ≤ 3 . Chwilowo traktować be� dziemy wielkość s jako sta la� . Przy ustalonym s nasze

wyrażenie to x(s− x)(3− s) . Mamy znaleźć jego kres górny zak ladaja� c, że 0 ≤ x , 0 ≤ y = s− x ,

czyli 0 ≤ x ≤ s . Mamy wie� c do czynienia z funkcja� kwadratowa� zmiennej x : (3− s)(−x2 + sx) .

Wie� kszość studentów pamie� ta z nauki szkolnej, że funkcja kwadratowa, której wspó lczynnik przy x2

jest ujemny, przyjmuje swa� wartość najwie� ksza� w środku odcinka, w którego funkcja ta przyjmuje

równe wartości (np. 0, wtedy końcami odcinka sa� pierwiastki funkcji). W naszym przypadku tym
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punktem jest x =
1

2
(0 + s) =

s

2
.* By zakończyć zadanie należy znaleźć maksymalna� wartość

wyrażenia (3 − s)s
2

4
na przedziale [0, 3] . Mamy

(
(3− s)s

2

4

)′
= −s

2

4
+ (3 − s)s

2
= 3 − 3

4
s2 .

Ponieważ funkcja (3− s)s
2

4
zmiennej s jest cia� g la na przedziale domknie� tym [0, 3] , wie� c osia� ga w

jakimś punkcie swój kres górny. Ponieważ w końcach przedzia lu przyjmuje wartość 0 , a wewna� trz
jest dodatnia, wie� c kres górny jest przyjmowany w jakimś punkcie wewne� trznym tego przedzia lu.

Jedynym punktem w przedziale (0, 3) , w którym pochodna funkcji (3−s) s
2

4
przyjmuje wartość 0 ,

jest 2 . Wartość funkcji (3−s)s
2

4
w tym punkcie równa jest 1 . Odpowiednie wartości wyj́sciowych

zmiennych to x = y = z = 1 . Zadanie zosta lo rozwia� zane.

Pokażemy teraz inne rozwia� zanie tego samego problemu. Przypomnijmy, że w poprzednim rozdziale

wykazalísmy nierówność o średniej arytmetycznej i geometrycznej, która w przypadku trzech liczb

nieujemnych x, y, z przybiera postać 3
√
xyz ≤ x+ y + z

3
, przy czym staje sie� ona równościa� wtedy i

tylko wtedy, gdy x = y = z . W naszym przypadku oznacza to, że 3
√
xyz ≤ 1 , przy czym nierówność

staje sie� równościa� wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z = 1 . Wobec tego najwie� ksza wartościa�
iloczynu trzech liczb nieujemnych, których suma jest równa 3 jest liczba 1 . To drugie rozwia� zanie

jest krótsze, ale wymaga pewnego pomys lu. Później pokażemy jeszcze dwa inne rozwia� zania tego

zadania w oparciu o twierdzenia dotycza� ce funkcji dwu lub trzech zmiennych rzeczywistych.

Zanim pokażemy naste� pne przyk lady zauważmy, że z definicji pochodnej wynika naste� puja� ca rów-

ność przybliżona f ′(p) ≈ f(p+ h)− f(p)
h

dla h ≈ 0 . Nie troszcza� c sie� przesadnie o precyzje� rozu-

mowania przepisać ja� można w postaci f(p + h) ≈ f(p) + f ′(p)h . Można sie� spodziewać, że jest to

przybliżenie dok ladniejsze dla h dostatecznie bliskich 0 niż przybliżenie f(p + h) ≈ f(p) , które jest

konsekwencja� cia� g lości funkcji f w punkcie p . Tak jest w rzeczywistości, bowiem b la� d przybliżenia

f(p+ h) ≈ f(p) + f ′(p)h jest ma ly w porównaniu z |h| , bowiem

lim
h→0

f(p+h)−(f(p)+f ′(p)h)
h = lim

h→0

(
f(p+h)−f(p)

h − f ′(p)
)

= 0 .

Zauważmy jeszcze, że zachodzi naste� puja� ce :

Twierdzenie (charakteryzuja� ce pochodna� jako wspó lczynnik wielomianu stopnia ≤ 1

najlepiej przybliżaja� cego funkcje� .)
Za lóżmy, że f jest funkcja� cia� g la� w punkcie p . Wtedy równość lim

h→0

f (p+ h)− (ah+ b)

h
= 0 zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p oraz a = f ′(p) i b = f(p) .

Dowód.

Jeżeli lim
h→0

f (p+ h)− (ah+ b)

h
= 0 , to lim

h→0

f (p+ h)− b
h

− a = 0 , wie� c a = lim
h→0

f(p+ h)− b
h

, zatem

0 = lim
h→0
ah = lim

h→0
(f(p + h) − b) , czyli b = lim

h→0
f(p + h) = f(p) . Z ostatniej równości wynika, że

a = lim
h→0

f(p+ h)− b
h

= lim
h→0

f(p+ h)− f(p)
h

, a to oznacza, że f jest różniczkowalna w punkcie p

i zachodzi równość a = f ′(p) , co kończy dowód twierdzenia w jedna� strone� . Przed sformu lowaniem

* Tym, którzy akurat zapomnieli, że tak jest, podajemy uzasadnienie w oparciu o twierdzenia z tego rozdzia lu. Mamy
(x(s−x)(3−s))′=(3−s)(−2x+s) . Ta pochodna jest dodatnia na pó lprostej (−∞, s2 ) , a na pó lprostej (0,∞) jest
ujemna. Wobec tego funkcja jest ścísle rosna� ca na pó lprostej (−∞,0] , a na pó lprostej [0,∞) jest ścísle maleja� ca,

wie� c liczba (3−s)· s2 ·(s− s2 )=(3−s) s24 jest jej najwie� ksza� wartościa� .
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twierdzenia wykazalísmy prawdziwość implikacji przeciwnej. Dowód zosta l zakończony.

Z twierdzenia tego wynika, że spośród wszystkich wielomianów stopnia ≤ 1 zmiennej x najlepiej

przybliża funkcje� f w otoczeniu punktu p wielomian f(p) + f ′(p)(x − p) . Żadne z twierdzeń do tej

pory sformu lowanych nie daje jawnego oszacowania b le� du przybliżenia, ale pokazywalísmy już jak można

dowodzić nierówności, a to stwarza szanse na szacowanie b le� du. Pokażemy, teraz kilka przyk ladów.

Przyk lady cd.

24.
√

50 =
√

49 + 1 ≈
√

49 +
1

2
√

49
· 1 = 7 +

1

14
– przyje� lísmy tu h = 1 , f(x) =

√
x , zatem

f ′(x) =
1

2
√
x

, p = 49 . Chociaż 1 nie jest ma la� liczba� , jednak przybliżenie, które uzyskalísmy

jest dosyć dobre. Rzeczywíscie,

(
7 +

1

14

)2

= 49 + 2 · 7 · 1

14
+

(
1

14

)2

= 50 +
1

196
. Widzimy

wie� c, że po podniesieniu do kwadratu przybliżonej wartości pierwiastka, otrzymalísmy liczbe� nieco

tylko wie� ksza� od 50. Mamy 7, 07 < 7 +
1

14
< 7, 08 oraz 7, 072 = 49, 9849 , co oznacza, że nasze

przybliżenie pozwoli lo nam znaleźć dwie cyfry po przecinku liczby
√

50 bez wykonania trudnych

obliczeń! Wartość przybliżona jest w tym przypadku wie� ksza niż rzeczywista, bo styczna do wykresu

pierwiastka kwadratowego leży nad wykresem.

25. 502 = (49 + 1)2 ≈ 492 + 2 · 49 · 1 = 2499 . Tym razem f(x) = x2 , zatem f ′(x) = 2x , p = 49

i h = 1 . W rzeczywistości 502 = 2500 , wie� c tym razem b la� d, który pope lniamy stosuja� c wzór

przybliżony zamiast dok ladnego jest równy 1 , wie� c jest ponad 100 razy wie� kszy niż w poprzednim

przyk ladzie.

26. e50 = e49+1 ≈ e49 + e49 · 1 = 2 · e49 . W tym przyk ladzie f(x) = ex = f ′(x) , p = 49 i h = 1 .

Zatem b la� d„ który pope lniamy w tym przypadku, jest równy e50−2 · e49 = (e−2) · e49 > 0, 7 · e49 ,

jest wie� c ogromny i to nie tylko w porównaniu z h = 1 , ale wre� cz porównywalny z wartościa�
funkcji. Liczba e50 jest równa w przybliżeniu 5, 184705485 · 1021 , e49 ≈ 1, 907346557 · 1021 , zaś

e50 − 2 · e49 ≈ 1, 370012371 · 1021 – to rezultaty uzyskane za pomoca� odpowiedniego programu

komputerowego (Maple V). Widzimy wie� c, że w tym ostatnim przypadku przybliżanie za pomoca�
wzoru f(p+h) ≈ f(p)+f ′(p)h w ogóle nie ma sensu, w przypadku funkcji x2 dawa lo przybliżenie

gorsze niż w przypadku pierwiastka kwadratowego. Można dosyć prosto wyjaśnić, co jest tego

przyczyna� . Otóż z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej wynika, że dla każdego h 6= 0 istnieje

co najmniej jedna liczba θh ∈ (0, 1) , taka że f(p+ h)− f(p) = f ′(p+ θh · h)h , zatem f(p+ h)−
(f(p) + f ′(p)h) =

(
f ′(p+ θh ·h)− f(p)

)
h . O liczbie θh nic wie� cej nie wiemy ponad to, że znajduje

sie� ona w przedziale (0, 1) , oznacza to, że liczba p+ θh · h leży mie� dzy p i p+ h . W przypadku

funkcji
√
x i przedzia lu (49, 50) pochodna zmienia sie� bardzo nieznacznie: maleje od wartości

1

14
do wartości

1

2
√

50
. W przypadku funkcji x2 rośnie od wartości 2 · 49 = 98 przyjmowanej

w punkcie 49 do wartości 2 · 50 = 100 przyjmowanej w punkcie 50 , w tym przypadku zmiana

wartości pochodnej jest istotnie wie� ksza. W przypadku funkcji ex pochodna zmienia sie� od wartości

e49 do wartości e50 , czyli o (e−1) ·e49 , czyli o wielkość ogromna� . Sama zmiana pochodnej jeszcze

o niczym nie świadczy, bo zmiana mog laby być skoncentrowana na bardzo krótkim przedziale

kończa� cym sie� w punkcie 50 . Tak jednak w tym przypadku nie jest. I w laśnie dlatego widoczne

sa� różnice w dok ladności. W przypadku funkcji wyk ladniczej pochodna rośnie od wartości e49 do
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wartości e50 , tj. o wielkość ogromna� (e−1)e49 > 1, 7·e49 . Można sie� wie� c by lo spodziewać, że w tym

przypadku wzór f(p+ h) ≈ f(p) + f ′(p)h be� dzie bardzo niedok ladny: funkcja wyk ladnicza zagina

sie� mocno ku górze odchodza� c szybko od stycznej do siebie w jakimś punkcie, np. w (49, e49) . W

przypadku funkcji kwadratowe x2 pochodna wzrasta od wartości 98 do wartości 100, a wie� c zmiana

jej wartości jest znacznie mniej spektakularna, niemniej i w tym przypadku wykres funkcji oddala

sie� od stycznej w widoczny sposób, też ku górze. W przypadku funkcji
√
x pochodna maleje, ale

bardzo powoli, wie� c wykres odchyla sie� od stycznej ku do lowi, ale efekt ten jest nieznaczny: wykres

nieomal pokrywa sie� ze styczna� , wie� c przybliżenie liniowe dzia la bardzo dobrze.

27. Przy różnych okazjach na lekcjach fizyki w szko lach wykorzystywana jest równość przybliżona

sinx ≈ x , np. w optyce przy wyprowadzaniu równania soczewki lub zwierciad la, przy wyprowa-

dzania wzoru na okres wahań wahad la matematycznego. Jest to zastosowanie omawianej przez nas

równości przybliżonej f(p+ h) ≈ f(p) + f ′(p)h w przypadku funkcji sin , p = 0 , h = x . W tym

przypadku f(0) = sin 0 = 0 i f ′(0) = cos 0 = 1 i wobec tego f(p) + f ′(p)h = x . Wykazalísmy

poprzednio (przyk lad 17.), że dla x > 0 zachodzi nierówność x− x
3

6
< sinx < x , wie� c b la� d przy-

bliżenia sinx ≈ x jest mniejszy niż
x3

6
, wie� c jeśli ka� t x jest ma ly, to ten b la� d jest bardzo ma ly,

np. jeśli x =
1

10
, to b la� d jest mniejszy niż

1

6000
. Wypada przypomnieć, że mowa o wielkości ka� ta

wyrażonej w radianach, 1 radian to nieco ponad 57◦ . Cz lowieka o wzroście 2 m, wie� c niższego niż

np. Ma lgorzata Dydek (koszykarka z Gdańska, jedna z najwyższych na świecie) widać z odleg lości

200 m pod ka� tem oko lo 0, 01 radiana, wie� c mówimy o rzeczywíscie istnieja� cych ka� tach, ma lych ale

nie o znikomo ma lych, wyste� puja� cych niezwykle rzadko. Rachunek różniczkowy pozwala oszacować

b la� d nie tylko z góry, ale również z do lu. W tym przypadku można pos lużyć sie� metoda� zastoso-

wana� we wspomnianym przyk ladzie 17 w celu wykazania nierówności sinx < x− x
3

6
+
x5

120
, która

zachodzi dla x > 0 . Z tej nierówności wynika natychmiast, że
x3

6
− x

5

120
< x − sinx <

x3

6
, a

wie� c b la� d przybliżenia jest wie� kszy niż
x3

6
− x

5

120
i mniejszy niż

x3

6
. Gdybyśmy zainteresowali sie�

b le� dem wzgle� dnym, tj. wielkościa� x− sinx

x
, to okaza loby sie� , że w przypadku 0 < x < 0, 1 jest on

mniejszy niż
1

6
(0, 1)2 =

1

600
, czyli mniejszy niż

1

6
% . To ca lkiem dobra dok ladność.

28. Niech f(x) = ex , p = 0 . Mamy f ′0 = e0 = 1 oraz f(0) = e0 = 1 , zatem ex ≈ 1 + x . Zbadamy

dok ladność tego przybliżenia dla x > 0 . W przyk ladzie 20 wykazalísmy, że dla x > 0 zachodzi

nierówność ex > 1 + x+
1

2
x2 . Wobec tego b la� d przybliżenia jest wie� kszy niż

1

2
x2 . Oszacujemy go

teraz z góry. Pokażemy trzy metody.

Metoda pierwsza. Znajdziemy liczbe� a > 0 , taka� że dla wszystkich x ∈ (0, 3) zachodzi nierów-

ność ex − 1 − x < ax2 . Przyjmijmy f(x) = ex − 1− x − ax2 . Mamy f ′(x) = ex − 1− 2ax oraz

(f ′)′(x) = ex − 2a . Jeśli 2a ≥ e3 , np. a ≥ 1

2
· 21, 952 =

1

2
· 2,83 >

1

2
· e3 , to (f ′)′ przyjmuje na

przedziale (0, 3) wartości ujemne, wie� c f ′ jest funkcja� maleja� ca� na przedziale [0, 3] , a ponieważ

f ′(0) = e0 − 1 − 2a · 0 = 0 , wie� c również f ′ przyjmuje na przedziale (0, 3) jedynie wartości

ujemne. Sta� d wnioskujemy, że funkcja f maleje na przedziale [0, 3] . Ponieważ f(0) = 0 , wie� c
wartości funkcji f na przedziale (0, 3) sa� liczbami ujemnymi. Wykazalísmy wie� c, że jeśli a ≥ 1

2
e3 ,
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to ex − 1 − x < ax2 dla x ∈ (0, 3) , np. ex − 1 − x < 11 · x2 . Czytelnik bez trudu stwierdzi,

że jeśli zasta� pimy przedzia l (0, 3) przedzia lem (0, 2) , to otrzymamy rezultat nieco dok ladniejszy:

ex − 1− x < ax2 dla a ≥ 1

2
· e2 , np. a ≥ 4 > 3,92 =

1

2
· 2,82 >

1

2
· e2 .

Metoda druga. Jeśli 3 > x > 0 , to zachodzi nierówność ex − 1− x =
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 + . . . <

<
1

2!
x2
(

1 +
(x

3

)
+
(x

3

)2

+ . . .

)
=
x2

2!

1

1− x3
– skorzystalísmy tu z tego, że 1 >

x

3
>
x

4
> . . . i z

wzoru na sume� szeregu geometrycznego.

Metoda trzecia. Wykażemy , że jeśli 3 > x > 0 , to ex−1−x < x2

2(1− x3 )
. Nie użyjemy stosowanych

poprzednio szeregów. Niech g(x) = ex− 1−x− x2

2(1− x3 )
= ex− 1−x− 3

2
· x

2

(3− x) . Mamy wobec

tego

g′(x) = ex − 1− 3

2
· 2x(3− x) + x2

(3− x)2
= ex − 1− 3

2
· 6x− x2

(3− x)2
.

Kontynuuja� c obliczenia otrzymujemy

(g′)′(x) = ex − 3

2
· (6− 2x)(3− x)2 + 2(6x− x2)(3− x)

(3− x)4
= ex − 3

2
· 18

(3− x)3
= ex − 1

(1− x3 )3
.

Dla każdego x > 0 mamy e−x/3 > 1 − x
3

, wie� c jeśli 0 < x < 3 , to zachodzi nierówność

(
1

1− x3

)3

>
(
ex/3

)3
= ex . Z tej nierówności wynika, że dla 0 < x < 3 zachodzi (g′)′(x) < 0 ,

wie� c na przedziale [0, 3] funkcja g′ jest nierosna� ca, wie� c dla 0 < x ≤ 3 zachodzi nierówność

g′(x) ≤ g′(0) = 0 . Wobec tego, że funkcja g ma ujemna� pochodna� na przedziale [0, 3] , jest ona

ścísle maleja� ca na tym przedziale, zatem g(x) < g(0) = 0 dla x ∈ (0, 3] , a to w laśnie chcielísmy

wykazać. Wobec tego dla 0 < x <
3

2
zachodzi nierówność ex − 1− x < x2 , bo w tym przypadku

2
(

1− x
3

)
> 1 .

W przyk ladzie 20 wykazalísmy, że dla x < 0 zachodzi nierówność ex < 1 +x+
1

2
x2 . Sta� d wynika,

że dla x < 0 zachodzi nierówność 0 < ex − (1 + x) <
1

2
x2 , zaś dla 3 > x > 0 – nierówność

0 < ex − (1 + x) < x2 . Sta� d już  latwo wynika, że dla x <
3

2
zachodzi nierówność 0 ≤ ex −

(1 + x) ≤ x2 , przy czym równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 . W rozdziale

pierwszym rozważalísmy, jaka� kwote� powinien wyp lacić bank osobie, która wp laci la kwote� k , jeśli

oprocentowanie jest równe 100x% w skali rocznej, a procenty sa� doliczane w sposób cia� g ly. Okaza lo

sie� , że ta� kwota� jest kex . Jeśli np. x = 0, 1 , czyli oprocentowanie w skali rocznej równe jest 10% , to

różnica mie� dzy wzorem liniowym (wyp lacana jest kwota k(1+x) = 1, 1·k ) a dok ladnym (wyp lacana

jest kwota kex = k · e0,1 ) jest mniejsza niż k · .0, 12 = 0, 01 · k . Z nierówności ex− (1 + x) >
1

2
x2 ,

która ma miejsce dla liczb x > 0 , wynika, że różnica ta jest wie� ksza niż
1

2
· 0, 12 · k = 0, 005 · k .

Oczywíscie przy ma lych kwotach różnica taka nie ma żadnego znaczenia praktycznego, jednak przy

dużych jest inaczej, bo choć procentowo nie ulega to zmianie, to kwota może być znacza� ca. Efekt

ten staje sie� bardziej widoczny, gdy rozpatrywany jest d luższy okres czasu, np. 2 lata. Wtedy wzór

liniowy daje wyp late� k(1 + 2x) , zaś nieliniowy – wyp late� ke2x . W przypadku x = 0, 1 różnica
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mie� dzy tymi kwotami staje sie� wie� ksza niż k · 0, 22

2
= k · 0, 02 , co oznacza, że b la� d wzrós l w

istotny sposób. Wspominalísmy wcześniej, że podobne rozważania można prowadzić w fizyce przy

dyskusji wzoru na d lugość np. pre� ta żelaznego w zależności od jego temperatury. Prowadzi to do

wzoru l(t) = l(t0)eλ(t−t0) , gdzie przez l(t) oznaczylísmy d lugość pre� ta w temperaturze t , zaś λ

oznacza wspó lczynnik rozszerzalności cieplnej, w przypadku żelaza λ ≈ 0, 00000115 = 1, 15 · 10−5 .

Jeśli zmiana temperatury jest niezbyt duża, np. mniejsza niż 50◦C, to wyk ladnik jest mniejszy niż

0, 00006 , wie� c jego kwadrat jest mniejszy niż 0, 00000004 , co oznacza, że b la� d, który pope lnimy

zaste� puja� c eλ(t−t0) przez 1 + λ(t − t0) be� dzie mniejszy niż 0, 00000004 · l(t0) , wie� c w przypadku

np. szyny kolejowej – mniejszy od dok ladności pomiaru jej d lugości. Inaczej jest w przypadku

rozpadu promieniotwórczego. W wyniku rozważań analogicznych do tych, które doprowadzi ly nas

do wzoru ex = lim
n→∞

(
1 +
x

n

)n
otrzymujemy wzór m(t) = m(t0)e−λ(t−t0) , gdzie m(t) oznacza

mase� substancji promieniotwórczej w chwili t , a λ – sta la� rozpadu. Rzecz w tym, iż w tym

przypadku interesuje nas np. czas po lowicznego rozpadu, to znaczy czas, w którym masa substancji

zmniejsza sie� o po lowe� . W tym przypadku t− t0 musi być tak duże, by zachodzi l wzór λ(t− t0) =

ln 2 ≈ 0, 6931 , wie� c b la� d spowodowany stosowaniem przybliżenia liniowego funkcji wyk ladniczej

funkcja� liniowa� by lby wie� kszy niż
1

2
·0, 69312 ≈ 0, 24 , wie� c w zasadzie niedopuszczalny jako za duży

( 24% ).* Przyk lad powinien uświadomić studentom, że przed stosowaniem wzorów przybliżonych

warto zastanowić sie� nad tym, czy wolno je stosować.

3. Badanie funkcji za pomoca� pochodnych: wypuk lość

W poprzednim rozdziale zdefiniowalísmy funkcje wypuk le i wkle� s le. Pokazalísmy jak można do-

wodzić, że funkcja cia� g la jest wypuk la. Teraz pokażemy, jak można to robić w przypadku funkcji

różniczkowalnej. Powia� żemy też wyraźnie poje� cie wypuk lości funkcji z poje� ciem stycznej do jej wy-

kresu. Przypomnijmy, że funkcja� wypuk la� nazywalísmy funkcje� określona� na zbiorze wypuk lym (je-

dynymi wypuk lymi podzbiorami prostej sa� przedzia ly, zbiory jednopunktowe oraz zbiór pusty), taka�
że dla dowolnych punktów x, y z jej dziedziny i dowolnej liczby f ∈ (0, 1) zachodzi nierówność

f(tx+(1−t)y) ≤ tf(x)+(1−t)f(y) , co oznacza, że punkty odcinka o końcach (x, f(x)) i (y, f(y)) leża�
nad wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezależnie od wyboru punktów x i y . Przypomniana

w laśnie definicja jest równoważna temu, że spe lniony jest jeden (którykolwiek) z trzech warunków:

(a)
f(y)− f(x)
y − x <

f(z)− f(x)
z − x dla każdych x, y, z z dziedziny funkcji f , dla których x < y < z ,

(b)
f(y)− f(x)
y − x <

f(z)− f(y)
z − y dla każdych x, y, z z dziedziny funkcji f , dla których x < y < z ,

(c)
f(x) − f(z)
x− z <

f(y)− f(z)
y − z dla każdych x, y, z z dziedziny funkcji f , dla których x < y < z .

Udowodnimy teraz twierdzenie, które charakteryzuje funkcje wypuk le w terminach pochodnych.

Przed sformu lowaniem go wprowadzimy oznaczenia: f ′(x) = lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)
h

dla oznaczenia

lewostronnej pochodnej funkcji f w punkcie x oraz f ′+(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)
h

dla pochodnej

* W szko lach wzór na zmiane� d lugości w wyniku podgrzania wyste� puje w innej klasie niż wzór na zmiane� masy pier-

wiastka promieniotwórczego w czasie, wie� c liczba uczniów, którzy zauważaja� niekonsekwencje� w stosowaniu w jednym

przypadku funkcji liniowej, a w drugim funkcji wyk ladniczej jest zaniedbywalnie ma la. Można podejrzewać, że nie wszy-
scy nauczyciele maja czas i ochote� wyjaśniać, dlaczego w jednym przypadku stosowany jest jeden wzór, a w drugim –

inny.
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prawostronnej.

Twierdzenie o pochodnej funkcji wypuk lej

Jeśli f jest funkcja� wypuk la� określona� na przedziale otwartym P , to

W1. w każdym punkcie x ∈ P istnieja� pochodne jednostronne f ′(x) i f ′+(x) i f ′(x) ≤ f ′+(x) ;

W2. jeśli x, y ∈ P i x < y , to f ′+(x) ≤ f ′(y) , przy czym jeśli f jest ścísle wypuk la, to nierówność jest

ostra;

W3. funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu otwartego P .

Dowód.

Niech Dx , gdzie Dx(t) =
f(t)− f(x)
t− x dla dowolnego punktu t ∈ P \ {x} , oznacza iloraz różnicowy

funkcji f w punkcie x . Za lóżmy, że u < v < x < r < s sa� punktami przedzia lu P . Z w lasności (c)

wynika, że Dx(u) ≤ Dx(v) . Z w lasności (b) wynika z kolei, że Dx(v) ≤ Dx(r) , zaś z w lasności (a) wy-

nika, że Dx(r) ≤ Dx(s) . Mamy wie� c Dx(u) ≤ Dx(v) ≤ Dx(r) ≤ Dx(s) . Oznacza to, że funkcja Dx jest

niemaleja� ca w ca lym zbiorze P \ {x} . Ma wie� c granice jednostronne w każdym punkcie przedzia lu P ,

w tym w punkcie x . Zachodza� oczywiste równości: lim
t→x−
Dx(t) = f ′(x) oraz lim

t→x+
Dx(t) = f ′+(x) , przy

czym f ′(x) ≤ Dx(r) , i wobec tego f ′(x) ≤ f ′+(x) . Pierwsza cze� ść twierdzenia zosta la udowodniona.

Za lóżmy teraz, że x < r < y . Z w lasności (b) wynika, że Dx(r) ≤ Dy(r) , a z tego co udowodnilísmy do-

tychczas wynikaja� nierówności f ′+(x) ≤ Dx(r) oraz Dy(r) ≤ f ′−(y) . Z trzech otrzymanych nierówności

wynika, że f ′+(x) ≤ f ′−(y) . Uzyskalísmy wie� c druga� cze� ść tezy.

Z istnienia jednostronnych pochodnych skończonych w punkcie x wynika, że funkcja f jest w tym

punkcie lewo– i prawostronnie cia� g la, wie� c jest cia� g la. Stwierdzenie tego, że w przypadku funkcji ścísle

wypuk lej nierówności staja� sie� ostre wynika od razu z tego, że w przypadku funkcji ścísle wypuk lej

nierówności w (a), (b), (c) sa� ostre. Dowód zosta l zakończony.

Wniosek z dowodu twierdzenia

Jeśli f jest funkcja� wypuk la� określona� na przedziale otwartym P , to dla dowolnego h > 0 , takiego że

x + h ∈ P zachodzi nierówność f(x + h) ≥ f(x) + f ′+(x)h . Jeśli x − h ∈ P , to zachodzi nierówność

f(x− h) ≥ f(x)− f ′−(x)h . W przypadku funkcji ścísle wypuk lej nierówności te sa� ostre.

Dowód.

Wynika to natychmiast z tego, że f ′+(x) ≤ Dx(x + h) =
f(x+ h)− f(x)

h
w pierwszym przypadku. W

drugim przypadku z tego, że f ′−(x) ≥ Dx(x− h) =
f(x− h)− f(x)

−h .

Wykazane twierdzenie oznacza, że pochodna różniczkowalnej funkcji wypuk lej jest niemaleja� ca.

Wniosek to po prostu stwierdzenie, że wykres funkcji wypuk lej leży nad styczna� do siebie w dowol-

nym punkcie wewne� trznym przedzia lu–dziedziny. Przy okazji okazuje sie� , że funkcja wypuk la może

być nieróżniczkowalna w pewnych punktach, np. |x| , |x + 1| + |x| + |x − 1| lub e|x| , ale w punk-

tach wewne� trznych dziedziny ma skończone pochodne jednostronne, wie� c jest „niedaleka” od funkcji

różniczkowalnej. Wypada nadmienić, że te uwagi nie dotycza� końców przedzia lu–dziedziny, w których

funkcja wypuk la może nie być cia� g la, np. jeśli f(x) = x2 dla x > 0 i f(0) = 1 , to f jest ścísle

wypuk la na pó lprostej domknie� tej [0,∞) , choć jest niecia� g la w punkcie 0 , wie� c tym bardziej nie ma

w tym punkcie pochodnej. Takimi funkcjami nie be� dziemy sie� jednak zajmować, bo sk lonni jesteśmy

przyznać, że sa� one nieco sztuczne.

W przyk ladzie 18 pojawi la sie� nierówność ex > 1 + x dla x 6= 0 . Teraz możemy ja� wywnioskować
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ze ścis lej wypuk lości funkcji ex na przedziale (−∞,∞) . Podobnie nierówność sinx < x dla 0 < x < π

jest konsekwencja� ścis lej wkle� s lości funkcji sinus na przedziale [0, π] . Jeśli 0 < x 6= 1 , to lnx < x− 1 ,

co wynika z tego, że funkcja ln jest ścísle wkle� s la na (0,∞) , co wykażemy niebawem. Widzimy wie� c, że

również w ten sposób można uzyskiwać różne oszacowania. Warto wie� c umieć wyjaśnić, czy funkcja na

określonym przedziale jest wypuk la, wkle� s la, czy też ani wypuk la, ani wkle� s la. Okazuje sie� , że w wielu

przypadkach można to wyjaśnić badaja� c pochodna� interesuja� cej nas funkcji.

Twierdzenie o wypuk lości funkcji, której pochodna jest niemaleja� ca

Jeśli funkcja f jest zdefiniowana na przedziale otwartym P i ma w punktach wewne� trznych tego

przedzia lu jednostronne pochodne f ′+ i f ′− , dla których zachodza� warunki:

W1. dla każdego x ∈ P zachodzi nierówność f ′−(x) ≤ f ′+(x) ,

W2. jeśli x < y i x, y ∈ P , to f ′+(x) ≤ f ′−(y) ,

to funkcja f jest wypuk la na przedziale P . Jeżeli nierówność w warunku W2 jest ostra, to funkcja f

jest ścísle wypuk la. W szczególności:

funkcja różniczkowalna f jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest niemaleja� ca, ścísle

wypuk la – wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f ′ jest ścísle rosna� ca.

Dowód.

Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji różniczkowalnych, bo w tym przypadku dowód jest bardzo

prosty, dowód wersji ogólnej przedstawimy na końcu paragrafu. Z wypuk lości funkcji wynika, że jej

pochodna jest niemaleja� ca – jest to wniosek z poprzedniego twierdzenia. Zak ladamy wie� c, że funkcja

f jest różniczkowalna, a jej pochodna f ′ jest niemaleja� ca: x < y =⇒ f ′(x) ≤ f ′(y) . By udowodnić,

że funkcja f jest wypuk la, wystarczy wykazać, że jeśli x < y < z , to
f(x)− f(y)
x− y ≤ f(y)− f(z)

y − z .

Z twierdzenia o wartości średniej wynika, że istnieja� punkty r ∈ (x, y) oraz s ∈ (y, z) , takie że

f(x)− f(y)
x− y = f ′(r) oraz

f(y)− f(z)
y − z = f ′(s) . Ponieważ r < y < s , wie� c r < s i wobec tego

f ′(r) ≤ f ′(s) , co kończy dowód twierdzenia w tym przypadku.

Dowód w przypadku ogólnym pozostawiam w charakterze ćwiczenia, bardzo zache� cam do jego

przeprowadzenia!

Przyk lady cd.

29. Funkcja xa jest ścísle wypuk la na pó lprostej (0,+∞) dla a > 1 oraz dla a < 0 , natomiast

w przypadku 0 < a < 1 jest ścísle wkle� s la. Wynika to natychmiast z twierdzenia o wypuk lości

funkcji o niemaleja� cej pochodnej, bowiem (xa)
′

= axa−1 i wobec tego
(
(xa)

′)′
= a(a−1)xa−2 , wie� c

funkcja
(
(xa)′

)′
jest dodatnia na pó lprostej (0,+∞) w przypadku a > 1 oraz a < 0 , natomiast

w przypadku 0 < a < 1 – funkcja ta jest ujemna, z czego wynika, że pochodna (xa)
′

rośnie w

pierwszych dwóch przypadkach, natomiast w trzecim – maleje.

30. Uogólniona nierówność Bernoulliego. Jeśli zachodza� nierówności a > 1 lub a < 0 i −1 < x 6= 0 ,

to (1 + x)a > 1 + ax . Jeśli natomiast 0 < a < 1 oraz −1 < x 6= 0 , to (1 + x)a < 1 + ax .

Wynika to od razu z wyników poprzedniego przyk ladu, z tego że pochodna� funkcji (1+x)a w punk-

cie 0 jest liczba a oraz z tego, że wykres funkcji ścísle wypuk lej leży nad styczna� maja� c z nia�
dok ladnie jeden punkt wspólny, zaś wykres funkcji ścísle wkle� s lej leży pod styczna� maja� c z nia�
dok ladnie jeden punkt wspólny.
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31. Funkcja wyk ladnicza ax o podstawie dodatniej a 6= 1 jest ścísle wypuk la. Mamy bowiem (ax)
′

=
(
ex ln a

)′
= ex ln a · lna = ax · ln a . Wobec tego

(
(ax)′

)′
= ax ·(ln a)2 > 0 dla każdego x , wie� c funkcja

(ax)
′

jest ścísle rosna� ca na ca lej prostej, a wobec tego funkcja ax jest ścísle wypuk la. Wynika

sta� d, mie� dzy innymi, że wykres funkcji wyk ladniczej leży nad styczna� (w dowolnym punkcie), np.

ax > 1 + x · ln a dla x 6= 0 i 0 < a 6= 1 .

32. Funkcja loga x jest ścísle wkle� s la na pó lprostej (0,+∞) w przypadku a > 1 , natomiast w przy-

padku 0 < a < 1 funkcja loga x jest ścísle wypuk la. Wynika to z tego, że loga x =
lnx

ln a
, wobec

czego (loga x)
′

=
1

x ln a
, wie� c pochodna ta jest ścísle maleja� ca w przypadku ln a > 0 , czyli w

przypadku a > 1 oraz – ścísle rosna� ca w przypadku ln a < 0 , czyli 0 < a < 1 .

33. Funkcja sinus jest ścísle wkle� s la na każdym przedziale postaci [2nπ, (2n+1)π] , zaś na przedzia lach

postaci [(2n− 1)π, 2nπ] jest ona ścísle wypuk la, n oznacza tu dowolna� liczbe� ca lkowita� . Wynika

to sta� d, że (sinx)′ = cosx i tego że funkcja kosinus maleje na przedzia lach postaci [2nπ, (2n+1)π]

i rośnie na przedzia lach postaci [(2n − 1)π, 2nπ] . Ze ścis lej wkle� s lości funkcji sinus na przedziale
[
0,
π

2

]
wynika, że jeśli 0 < x <

π

2
, to

2x

π
< sinx < x – wykres leży nad sieczna� (odcinkiem o

końcach (0, 0) i (
π

2
, 1) ) i pod styczna� (w punkcie (0, 0) ). Druga z tych nierówności znamy już od

dawna, ale warto raz jeszcze podkreślić jej zwia� zek z wkle� s lościa� funkcji sinus.

34. Funkcja tangens jest ścísle wypuk la na każdym przedziale postaci [nπ, nπ +
π

2
) zaś na każdym

przedziale postaci (nπ− π
2
, nπ] jest ścísle wkle� s la, n oznacza tu dowolna� liczbe� ca lkowita� . Wynika

to, z tego że na przedzia lach postaci [nπ, nπ+
π

2
) pochodna funkcji tangens, czyli funkcja 1+tg2 x

rośnie, zaś na przedzia lach postaci (nπ − π
2
, nπ] – maleje.

Analiza przyk ladów wskazuje na to, że zdarzaja� sie� funkcje, które w ca lej swej dziedzinie nie sa� ani

wypuk le ani wkle� s le. W podanych przyk ladach zdarza lo sie� tak, że po jednej stronie pewnego punktu

mielísmy do czynienia z funkcja� wypuk la� a po drugiej – z wkle� s la� . Przy szkicowaniu wykresów funkcji

rozsa� dnie jest znaleźć takie punkty zawczasu. Maja� one swa� nazwe� .
Definicja punktu przegie� cia

Punkt p jest jest punktem przegie� cia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest różniczkowalna

w punkcie p i istnieje liczba δ > 0 , taka że:

przedzia l (p− δ, p+ δ) jest zawarty w dziedzinie funkcji f ,

na jednym z przedzia lów (p− δ, p] , [p, p+ δ) funkcja f jest wypuk la, a na drugim wkle� s la,

na żadnym z przedzia lów (p− η, p] , [p, p+ η) , gdzie η ∈ (0, δ) , funkcja f nie jest liniowa.

Wypada dodać, że w literaturze istnieje kilka nierównoważnych definicji punktu przegie� cia, jednak

wszystkie one pokrywaja� sie� w przypadku najprostszych funkcji. Przyk ladowym określeniem punktu

przegie� cia nierównoważnym podanemu wyżej jest: p jest punktem przegie� cia funkcji f wtedy i tylko

wtedy, gdy wykresu funkcji f ma styczna� w punkcie (p, f(p)) przy czym z jednej strony tego punktu

wykres znajduje sie� pod ta� styczna� , a z drugiej – nad nia� . Czytelnik może sprawdzić, że 0 jest punktem

przegie� cia funkcji f zdefiniowanej wzorami f(0) = 0 , f(x) = x2(2 + sin
1

x
) dla x > 0 oraz f(x) =

−x2(2 + sin
1

x
) dla x < 0 w sensie drugiego określenia, ale nie jest punktem przegie� cia w sensie

definicji, która� podalísmy wcześniej. Natomiast 0 by loby punktem przegie� cia funkcji f zdefiniowanej
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wzorami f(x) = −x2 dla x < 0 oraz f(x) = x + x2 dla x ≥ 0 gdybyśmy w definicji nie za lożyli

różniczkowalności funkcji f w punkcie przegie� cia. Bez za lożenie różniczkowalności 0 by loby punktem

przegie� cia funkcji g zdefiniowanej wzorami g(x) = −x2 dla x ≤ 0 i g(x) = x(x − 2) dla x ≥ 0 , a to

już nie wygla� da loby dobrze. Niestety, matematycy nie ustalili tej definicji na tyle sztywno, by jedna jej

wersja zosta la przyje� ta przez wszystkich, wie� c czytaja� c różne podre� czniki można spotykać sie� z istotnie

różnymi definicjami, które jednak w przypadku funkcji zdefiniowanych „za pomoca� jednego wzoru”*

daja� ten sam rezultat.

Jest jasne, że punkty postaci nπ sa� punktami przegie� cia funkcji sinus oraz funkcji tangens, że 0

jest punktem przegie� cia funkcji x2n+1 dla n = 1, 2, 3, . . . , że funkcja postaci ax + b nie ma punktów

przegie� cia, że funkcja x2n dla n = 1, 2, 3, . . . nie ma punktów przegie� cia, bowiem jest ścísle wypuk la.

Funkcja 7
√
x zdefiniowana na ca lej prostej ma punkt przegie� cia w 0, choć nie jest w tym punkcie

różniczkowalna (ma pochodna� , ale równa� +∞ ), bo jest ścísle wypuk la na pó lprostej (−∞, 0] zaś na

pó lprostej [0,+∞) jest ścísle wkle� s la. Te przyk lady można mnożyć, ale nie be� dziemy tego robić, bo to

proste poje� cie nie przysparza wie� kszych problemów studentom.

4. Symbole nieoznaczone, regu la de l’Hospitala

Cze� sto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu dwu funkcji, gdy granica każdej z nich równa

jest 0 lub ∞ . Zdarza sie� , że trzeba obliczyć granice� iloczynu dwu funkcji, z których jedna ma gra-

nice� 0, a druga – ∞ . Ten drugi przypadek można sprowadzić do pierwszego: fg =
f

1/g
=
g

1/f
.

Bywa, że interesuje nas granica wyrażenia f g przy czym granica� f jest 1, a granica� g jest ∞ . Wzór

fg = eg·ln f pozwala problem zredukować do obliczania granicy iloczynu, wie� c w dalszym cia� gu do ob-

liczania granicy ilorazu. Zdarzaja� sie� też inne sytuacje, w których nie sa� spe lnione za lożenia dotychczas

sformu lowanych twierdzeń o granicach. Podobnie jak w przypadku cia� gów istnieje twierdzenie, które w

wielu sytuacjach u latwia znalezienie granicy. Jest to tzw. regu la de l’Hospitala, francuskiego markiza,

który po wys luchaniu wyk ladów Jana Bernoulliego wyda l drukiem notatki z nich pod tytu lem Analyse

des infiniment petites**, co spowodowa lo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie istnia lo

jeszcze poje� cie praw autorskich. Twierdzenie, które znajduje sie� niżej, pochodzi z tej w laśnie ksia� żki (i

– wed lug historyków matematyki – powinno mieć inna� nazwe� ).
Regu la de l’Hospitala

Za lóżmy, że funkcje f, g: (a, b) −→ IR sa� różniczkowalne w każdym punkcie przedzia lu (a, b) , że

g(x) 6= 0 6= g′(x) dla każdego x ∈ (a, b) , że istnieje granica lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = G ∈ IR = IR ∪ {−∞,+∞} oraz

że spe lniony jest jeden z dwóch warunków:

1◦ lim
x→a
f(x) = 0 = lim

x→a
g(x) , 2◦ lim

x→a
|g(x)| = +∞ .

Wtedy iloraz f(x)g(x) ma granice� przy x→ a i zachodzi równość lim
x→a

f(x)
g(x) = G = lim

x→a
f ′(x)
g′(x) .

Dowód w najprostszym przypadku.

Udowodnimy najpierw to twierdzenie przy bardzo mocnych za lożeniach. Chodzi nam o to, by wyjaśnić

jego sens. Dowód w przypadku ogólnym podamy nieco później. Za lożymy mianowicie, że a > −∞ , że

zachodzi warunek 1◦ oraz że istnieja� skończone granice lim
x→a
f ′(x) i lim

x→a
g′(x) , przy czym ta druga jest

różna od 0. W tej sytuacji można dookreślić funkcje f, g w punkcie a przyjmuja� c f(a) = 0 = g(a) .

* Chodzi o tzw. funkcje analityczne, których definicje� podamy w naste� pnym rozdziale.

** Analiza nieskończenie ma lych
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Z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej zastosowanego do funkcji f rozpatrywanej na przedziale

[a, x] wynika, że f(x)−f(a)
x−a = f ′(cx) dla pewnego punktu cx ∈ (a, x) . Sta� d wynika natychmiast, że

lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a = lim

x→a
f ′(x) . Wykazalísmy wie� c, że w tym przypadku funkcje� f można potraktować

jako określona� w punkcie a i to w taki sposób, że f ′(a) = lim
x→a
f ′(x) . To samo dotyczy oczywíscie

funkcji g . Oczywíscie w obu przypadkach mamy na myśli różniczkowalność prawostronna� . Niech r(h) =

f(a+ h)− f(a)− f ′(a)h
h

dla h 6= 0 oraz r(0) = 0 . Jest oczywíscie lim
h→0
r(h) = 0 . Analogicznie niech

ρ(h) =
g(a+ h)− g(a)− g′(a)h

h
. Wtedy lim

h→0
ρ(h) = 0 . Sta� d możemy wywnioskować, że

f(x)

g(x)
=
f(x)− 0

g(x)− 0
=
f(x)− f(a)
g(x)− g(a) =

f ′(a)(x − a) + (x− a)r(x − a)
g′(a)(x− a) + (x− a)ρ(x − a) =

f ′(a) + r(x − a)
g′(a) + ρ(x− a) −−−→x→a

f ′(a)

g′(a)
.

Ostatnie przej́scie graniczne jest wykonalne, bo za lożylísmy, że g′(a) 6= 0 .

Zaraz od tego i innych zbe� dnych za lożeń uwolnimy sie� .
Zauważmy, że ponieważ pochodna funkcji g jest różna od 0 w każdym punkcie przedzia lu (a, b) ,

wie� c funkcja g jest różnowartościowa – wynika to z twierdzenia Rolle’a. Ponieważ jest to funkcja cia� g la

i różnowartościowa, wie� c jest ścísle monotoniczna. Ponieważ zamiast ilorazu f
g można rozważać iloraz

−f
−g i jedna z funkcji g , −g jest ścísle rosna� ca, a druga – ścísle maleja� ca, wie� c możemy przyja� ć, że g jest

ścísle rosna� ca. W dalszym cia� gu zak ladamy, wie� c że g jest ścísle rosna� ca, wie� c dla każdego x ∈ (a, b)

musi być g′(x) > 0 (przypominamy, że g′(x) 6= 0 w ca lym przedziale (a,b)).*

Niech m,M be� da� dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi że m < G < M . Jeśli G = −∞ , to oczywíscie

nie rozpatrujemy m , jeśli G = +∞ , to nie rozpatrujemy M . Niech m̃, M̃ be� da� takimi liczbami,

że m < m̃ < G < M̃ < M . Ponieważ lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= G , wie� c istnieje liczba c ∈ (a, b) , taka że

m̃ <
f ′(x)

g′(x)
< M̃ dla x ∈ (a, c) . Wobec tego na przedziale (a, c) funkcje f ′ − m̃g′ oraz M̃g′ − f ′ sa�

dodatnie, zatem funkcje f − m̃g oraz M̃g − f sa� na tym przedziale rosna� ce.

Rozważymy przypadek pierwszy: lim
x→a+

f(x) = 0 = lim
x→a+

g(x) . Ponieważ g jest ścísle rosna� ca i ma

granice� 0 w lewym końcu dziedziny, wie� c jest dodatnia na przedziale (a, b) . Funkcje f−m̃g oraz M̃g−f
maja� granice� (prawostronna� ) 0 w punkcie a , wie� c sa� dodatnie. Mamy wie� c dla x ∈ (a, c) nierówność

podwójna� m̃ < f(x)
g(x)

< M̃ , wie� c również m <
f(x)

g(x)
< M . Ponieważ m oznacza tu dowolna liczbe�

mniejsza� niż G , a M – dowolna wie� ksza� niż G , wie� c lim
x→a+

f(x)

g(x)
= G , co kończy dowód w przypadku

pierwszym.

Teraz zak ladamy, że lim
x→a+

|g(x)| = +∞ . Ponieważ zak ladamy, że g′(x) > 0 w przedziale (a, b) ,

wie� c lim
x→a+

g(x) = −∞ . Ponieważ funkcje f − m̃g oraz M̃g − f sa� rosna� ce na przedziale (a, c) , wie� c
dla x ∈ (a, c) mamy f(x) − m̃g(x) < f(c) − m̃g(c) oraz M̃g(x) − f(x) < M̃g(c) − f(c) . Ponieważ

lim
x→a+

g(x) = −∞ , wie� c możemy przyja� ć, po ewentualnym zmniejszeniu c , że g(x) < 0 dla x ∈ (a, c) .

* Nie zak ladamy cia� g lości funkcji g′ , wie� c nie wolno nam skorzystać z w lasności Darboux. W istocie rzeczy może sie�
zdarzyć, że pochodna funkcji określonej na przedziale ma punkty niecia� g lości, jednak nawet w takiej sytuacji przys luguje

jej w lasność Darboux, zreszta� w laśnie ten matematyk udowodni l, że pochodna funkcji różniczkowalnej ma w lasność

przyjmowania wartości pośrednich. Nietrudny w istocie rzeczy dowód tego stwierdzenia można podać przyjrzawszy sie�
w laśnie przeprowadzonemu rozumowaniu.
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Otrzymujemy wie� c nierówność podwójna� :

m̃+
f(c)− m̃g(c)
g(x)

<
f(x)

g(x)
< M̃ +

M̃g(c)− f(c)
g(x)

.

Ponieważ lim
x→a+

f(c)−m̃g(c)
g(x) = 0 = lim

x→a+
M̃g(c)−f(c)
g(x) , wie� c istnieje d ∈ (a, c) , takie że dla x ∈ (a, d) za-

chodzi nierówność m < f(x)g(x) < M . Konsekwencja� ostatniego stwierdzenia jest równość lim
x→a+

f(x)
g(x) = G .

Dowód zosta l zakończony.

W dowodzie tym wykorzystalísmy w istotny sposób za lożenia f(a) = g(a) = 0 . Oczywíscie bez tych

za lożeń teza może być w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem – pochodne decyduja� o
wielkości funkcji w otoczeniu punktu, w którym wartościa� funkcji jest 0, jeśli f(a) 6= 0 , to „w pierwszym

przybliżeniu” f(x) ≈ f(a) !

Zauważmy jeszcze, że twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy lim
x→b

f(x)
g(x) po dokonaniu odpo-

wiednich kosmetycznych zmian w za lożeniach i w tezie. Z tego zdania wynika, że można je też stosować

w przypadku granic dwustronnych

Warto zauważyć, że istnieje analogia mie� dzy regu la� de l’Hospitala i twierdzeniem Stolza. Te roz-

ważania nie be� da� ścis le, bo mówić tu be� dziemy raczej o intuicjach. Cia� g można traktować jako funkcje�
określona� na zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +∞ . Niestety dziedzina nie jest w

tym przypadku przedzia lem, wie� c nie można mówić o pochodnej. Można jednak spojrzeć na zagad-

nienie nieco inaczej. Pochodna by la nam potrzebna do oszacowania różnicy f(x)− f(a) , przy czym

interesowa la nas minimalna możliwa zmiana argumentu. Pisalísmy przy odpowiednich za lożeniach, że

f(x)−f(a)
g(x)−g(a) ≈

f ′(a)
g′(a) . W przypadku cia� gu minimalna możliwa zmiana argumentu to 1. Wobec tego zamiast

ilorazu pochodnych f ′(x)
g′(x) , który przybliża interesuja� cy nas iloraz różnicowy

f(x+h)−f(x)
h

g(x+h)−g(x)
h

= f(x+h)−f(x)
g(x+h)−g(x)

rozpatrujemy iloraz an+1−anbn+1−bn . W twierdzeniu Stolza zak ladalísmy, że cia� g (bn) jest ścísle monotoniczny.

W regule de l’Hospitala też wyste� puje to za lożenie, zak ladamy mianowicie, że pochodna funkcji g nie

przyjmuje wartości 0*, z czego wynika, że jest ona albo dodatnia, albo ujemna, a to pocia� ga za soba�
ścis la� monotoniczność funkcji g .

Pokażemy teraz na kilku przyk ladach, jak można stosować regu le� de l’Hospitala. Niektóre z poda-

nych rezultatów zosta ly uzyskane wcześniej lub można je by lo uzyskać używaja� c twierdzeń wykazanych

wcześniej.

Przyk lady cd.

35. lim
x→∞

xa

ex
= 0 . Możemy próbować zastosować regu le� de l’Hospitala, bo mianownik ma granice� nie-

skończona� i jego pochodna, ex , jest różna od 0 wsze� dzie. Nie jest istotne jaka jest granica licznika,

a nawet czy licznik ma granice� . Iloraz pochodnych to
axa−1

ex
, wie� c jest to wyrażenie tego samego

typu co wyj́sciowe. Istotna� zmiana� jest pojawienie sie� w wyk ladniku a−1 w miejsce a . Jeśli a ≤ 1 ,

to licznik jest ograniczony z góry na pó lprostej [1,+∞) , a mianownik da� ży do +∞ , wie� c iloraz

da� ży do 0. Jeśli a > 1 , to stosujemy regu le� de l’Hospitala k ≥ a razy. Omówimy to dok ladniej. Po

k –krotnym zróżniczkowaniu w liczniku pojawia sie� wyrażenie a(a− 1)(a− 2) · . . . · (a− k+ 1)xa−k ,

w mianowniku natomiast mamy ex . Funkcja a(a−1)(a−2) · . . . · (a−k+ 1)xa−k jest ograniczona,

* Co prawda pochodna nie musi być cia� g la, ale ma w lasność przyjmowania wartości pośrednich, co zosta lo wykazane

przez Darboux. Zreszta� monotoniczność funkcji g wynika też z twierdzenia Rolle’a.
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bo k ≥ a , zatem lim
x→+∞

a(a− 1)(a− 2) · . . . · (a− k + 1)xa−k

ex
= 0 . Dzie� ki regule de l’Hospitala

możemy stwierdzić, że lim
x→+∞

a(a− 1)(a− 2) · . . . · (a− k + 2)xa−k+1

ex
= 0 . Stosuja� c twierdzenie

jeszcze k − 1 razy dochodzimy w końcu do granicy lim
x→+∞

xa

ex
= 0 . Oczywíscie wynik ten można

otrzymać stosuja� c jedynie elementarne metody: wyk ladnik a można zasta� pić liczba� naturalna� m
wie� ksza� od a , naste� pnie skorzystać z nierówności ex >

(
1 +
x

n

)n
prawdziwej dla każdej liczby

naturalnej n i każdej liczby x > 0 , naste� pnie skorzystać z tego, że granica� ilorazu wielomianu

stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy x → ∞ jest liczba 0. Pokazalísmy tu po prostu

jak można wykorzystać twierdzenie de l’Hospitala, ta metoda pozwala na obliczanie granic w wielu

sytuacjach, metody elementarne bywaja� trudne w zastosowaniach – trzeba mieć dobry pomys l!

36. lim
x→+∞

lnx

xa
= 0 dla każdego a > 0 – ten wynik już by l omawiany w rozdziale pierwszym, ale

pokażemy jak można go uzyskać za pomoca� regu ly de l’Hospitala. Ponieważ mianownik jest funk-

cja ścísle rosna� ca� o granicy +∞ , wie� c można spróbować obliczyć granice� ilorazu pochodnych:

lim
x→+∞

1/x

axa−1
= lim
x→+∞

1

axa
= 0 . Wobec tego istnieje również granica ilorazu funkcji i również jest

równa 0.

37. lim
x→0+
xx = 1 . Mamy bowiem: xx = ex lnx . Funkcja wyk ladnicza jest cia� g la, wie� c starczy wykazać,

że lim
x→0+
x lnx = 0 . Mamy lim

x→0+
x lnx = lim

x→+∞
1
y ln 1

y = − lim
y→+∞

ln y
y = 0 – ostatnia równość wynika

z rezultatu uzyskanego w poprzednim przyk ladzie dla a = 1 , przedostatnia zaś — z tego, że

ln 1
y = − ln y .

38. lim
x→0

(1 + x)1/x = e – to wzmocnienie wyniku lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e . Dzie� ki oczywistej równości

(1 + x)1/x = e(1/x)·ln(1+x) wiemy, że wystarczy wykazać równość lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 . Ta równość

zosta la już wcześniej udowodniona, zreszta� lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)− ln 1

x
, wie� c granica ta

jest równa pochodnej logarytmu naturalnego w punkcie 1 (to wniosek z definicji pochodnej, regu la

de l’Hospitala jest tu zbe� dna), czyli
1

1
= 1 .

39. Pokażemy teraz, w znacznie prostszy sposób niż w rozdziale pierwszym, że cia� g
((

1 +
1

n

)n
)

jest

wolno zbieżny do liczby e , wie� c nie należy go używać do jej przybliżonego obliczania. Obliczymy

mianowicie granice�

lim
n→∞

e−
(

1 +
1

n

)n

1

n

. W tym celu wystarczy obliczyć granice� lim
x→0

e− (1 + x)1/x

x
. Z istnienia tej

ostatniej wynika oczywíscie istnienie poprzedniej (definicja granicy wg. Heinego), odwrotne wynika-

nie nie zachodzi. Z rezultatu z poprzedniego przyk ladu wynika, że zarówno licznik jak i mianownik

da� ża� do 0 przy x→ 0 . Zbadamy wie� c iloraz pochodnych. Jest on równy pochodnej licznika, czyli

(
e− (1 + x)

1/x
)′

=
(
−eln(1+x)/x

)′
= −eln(1+x)/x ·

1

1 + x
x− ln(1 + x)

x2
=

= −(1 + x)1/x · x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
= − (1 + x)1/x

1 + x
· x− (1 + x) ln(1 + x)

x2
.

Z tego co już wiemy wynika, że lim
x→0
− (1 + x)1/x

1 + x
= −e . Wystarczy wie� c obliczyć granice� drugiego
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czynnika, czyli lim
x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2
. Jest jasne, że licznik i mianownik da� ża� do 0 przy x→ 0 .

Zajmiemy sie� wie� c ilorazem pochodnych. Jest on równy

1−
{

ln(1 + x) + (1 + x) · 1

1 + x

}

2x
= − ln(1 + x)

2x
= −1

2
· ln(1 + x)

x
, wie� c ma przy x → 0 gra-

nice� −1

2
. Wobec tego lim

x→0

e− (1 + x)1/x

x
= (−e) ·

(
−1

2

)
=
e

2
.

Z otrzymanej równości lim
n→∞

e−
(

1 +
1

n

)n

1

n

=
e

2
wynika, że dla „dużych” n zachodzi równość

przybliżona e−
(

1 +
1

n

)n
≈ e

2n
, wie� c dla uzyskania dobrej dok ladności przybliżenia trzeba używać

dużej liczby naturalnej n , co w zasadzie czyni przybliżenie bezużytecznym, wie� cej komentarzy znaj-

dzie czytelnik w rozdziale pierwszym, punkt 19.n oraz w punkcie 13 rozdzia lu pierwszego.

Komentarz: w końcowej fazie obliczeń, przed zastosowaniem regu ly de l’Hospitala, przedstawilísmy

u lamek w postaci iloczynu dwóch u lamków. Gdybyśmy tego nie uczynili obliczenia wygla� da lyby o

wiele poważniej.

40. W ostatnim przyk ladzie pokazalísmy, że e −
(
1 + 1

n

)n ≈ e
2n dla dostatecznie dużych n . Po-

damy teraz konkretne oszacowanie. Warto porównać to rozumowanie z szacowaniami przepro-

wadzanymi w punkcie 19.n rozdzia lu pierwszego. Wykażemy, że zachodzi nierówność podwójna

e
2n+2 < e−

(
1 + 1

n

)n
< e

2n+1 dla wszystkich liczb naturalnych n ≥ 1 . * Z nierówności tej wynika,

że jeśli np. chcemy znaleźć trzy miejsca po przecinku dziesie� tnego rozwinie� cia liczby e stosuja� c wzór

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
, to musimy wybrać n tak duże, by e

2n+1 <
1

1000 , czyli n > 1000e−1
2 > 1359 . Z

nierówności e−
(
1 + 1

n

)n
> e

2n+2 wynika, że dla n = 1358 , b la� d jest wie� kszy niż 0,001 .

Zajmiemy sie� najpierw nierównościa� e
2n+2 < e −

(
1 + 1

n

)n
. Jest ona równoważna naste� puja� cej

nierówności
(
1 + 1

n

)n+1
< e

(
1 + 1

2n

)
– przenieślísmy sk ladniki zawieraja� ce liczbe� e na prawa�

strone� , sk ladniki bez e – na lewa� , naste� pnie pomnożylísmy obie strony nierówności przez 1 + 1
n =

n+1
n . Teraz zasta� pimy 1

n przez x . Mamy dowieść, że (1 + x)1+ 1/x < e
(
1 + x

2

)
. Ponieważ lo-

garytm naturalny jest funkcja� ścísle rosna� ca� , wie� c nierówność ta równoważna jest naste� puja� cej
(

1
x + 1

)
ln(1 +x) < 1 + ln

(
1 + x

2

)
. Wystarczy rozpatrywać x > 0 . Po pomnożeniu obu stron przez

x > 0 i przeniesieniu wszystkich sk ladników na jedna� strone� otrzymujemy x + x ln
(
1 + x

2

)
−

(1 + x) ln(1 + x) > 0 . Oznaczywszy lewa� strone� przez f(x) stwierdzamy, że f(0) = 0 oraz

f ′(x) = 1+ln
(
1 + x

2

)
+x

1
2

1+ x2
− ln(1+x)− (1+x) 1

1+x = x
2+x − ln 1+x

1+ x2
= x

2+x − ln
(

1 + x
2+x

)
> 0

– ostatnia nierówność wynika z tego, że ln(1 + y) < y dla −1 < y 6= 0 , co wynika np. z tego, że

funkcja ln jest ścísle wkle� s la na (0,+∞) , a wykres funkcji ścísle wkle� s lej leży pod styczna� do tego

wykresu. Wykazalísmy, że f ′(x) > 0 dla x > 0 , wie� c funkcja f rośnie na pó lprostej [0,+∞) , a po-

nieważ f(0) = 0 , wie� c dla x > 0 przyjmuje jedynie wartości dodatnie. W szczególności f
(

1
n

)
> 0 ,

a to w laśnie chcielísmy udowodnić.

Teraz zajmiemy sie� nierównościa� e− (1 + 1
n

)n
< e

2n+1 . Jest ona równoważna nierówności

e <
(
1 + 1

n

)n (
1 + 1

2n

)
— przenieślísmy oba wyrazy zawieraja� ce liczbe� e na lewa� strone� nierównoś-

ci, reszte� — na prawa� strone� , naste� pnie podzielilísmy nierówność przez 1 − 1
2n+1 = 2n

2n+1 . Te-

* zob. G.Pólya, G.Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis, Springer 1964, wyd. 3, t.1.
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raz oznaczymy 1
n przez x i zlogarytmujemy obie strony nierówności . Otrzymujemy nierówność

1 < 1
x ln(1 + x) + ln

(
1 + x

2

)
. Niech g(x) = 1

x ln(1 + x) + ln
(
1 + x

2

)
− 1 . Wykażemy, że g jest

funkcja� ścísle rosna� ca� . Mamy g′(x) = − 1
x2 · ln(1 + x) + 1

x(1+x) + 1
2 · 1

1+x/2 . Wykażemy, że dla

0 < x zachodzi g′(x) > 0 . Niech h(x) = x2g′(x) = x
1+x + x2

2+x − ln(1 + x) . Wystarczy wykazać,

że h(x) > 0 dla 0 < x . Mamy h(0) = 0 oraz h′(x) = 1
(1+x)2 + 4x+x2

(2+x)2 − 1
1+x = x2(x2+5x+5)

(1+x)2(2+x)2 > 0

dla x > 0 . Wobec tego funkcja h rośnie na pó lprostej [0,+∞) , wie� c h(x) > h(0) = 0 , co dowodzi

tego, że g′(x) > 0 . Z definicji funkcji g wynika natychmiast, że lim
x→0
g(x) = 0 , a wobec tego, że

funkcja ta jest rosna� ca na pó lprostej (0,+∞) , zachodzi nierówność g(x) > 0 dla x > 0 . W ten

sposób udowodnilísmy druga� nierówność.

5. Szeregi pote� gowe II

Wiele funkcji można przedstawiać w postaci sum szeregów pote� gowych. Uda lo nam sie� już przed-

stawić w takiej postaci funkcje� wyk ladnicza� . W tym punkcie przekonamy sie� , że nie jest ona żadnym

wyja� tkiem – praktycznie wszystkie funkcje, które sa� zdefiniowane „za pomoca� jednego wzoru”, można

tak zapisać, co u latwia w licznych przypadkach poznanie ich w lasności. Z twierdzenia o różniczkowaniu

szeregu pote� gowego wynika, że wewna� trz dziedziny maja� one skończona� pochodna� i ta pochodna jest

również suma� szeregu pote� gowego, wie� c i ona ma skończona� pochodna� wewna� trz swej dziedziny. Za-

czniemy od logarytmu naturalnego. Udowodnimy mianowicie, że

41. ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn = x − 1

2
x2 +

1

3
x3 − 1

4
x4 + . . . dla każdej liczby x ∈ (−1, 1] . Jeśli

|x| < 1 , to (ln(1 + x))
′

=
1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + . . . =

(
x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − 1

4
x4 + . . .

)′
=

( ∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn

)′
, zatem pochodna funkcji ln(1 +x)−

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn , określonej i cia� g lej na

przedziale (−1, 1] i różniczkowalnej w jego punktach wewne� trznych jest równa 0. Sta� d wynika, że

funkcja ln(1 + x)−
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn jest sta la na przedziale domknie� to–otwartym (−1, 1] . Wobec

tego dla każdej liczby x ∈ (−1, 1] zachodzi równość

ln(1 + x)−
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn = ln(1 + 0)−

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
0n = 0 .

Przedstawilísmy wie� c funkcje� ln(1 + x) w postaci sumy szeregu pote� gowego o środku w punkcie 0.

Z tego wzoru wynika, że jeśli x0 > 0 i 0 < x ≤ 2x0 , to lnx = ln
(
x0

(
1 + x−x0

x0

))
=

= lnx0+ln
(

1 + x−x0
x0

)
= lnx0+

∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n

(
x−x0
x0

)n
, a wie� c przedstawilísmy funkcje� lnx w po-

staci sumy szeregu pote� gowego o środku w dowolnie wybranym punkcie x0 i promieniu zbieżności

x0 , wie� c maksymalnym o jakim można myśleć ( ln 0 nie jest zdefiniowany, wie� c jest naturalnym, że

przedzia l zbieżności nie zawiera punktu 0 ).

Otrzymany wzór zastosujemy podstawiaja� c x = 1 we wzorze ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n x
n . Re-

zultat to ln 2 = ln(1 + 1) =

∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n = 1 − 1

2 + 1
3 − 1

4 + . . . . Znaleźlísmy wie� c sume�
szeregu, którego zbieżność stwierdzilísmy już dawno. Przyk lad ten świadczy, że innym proble-

mem jest wykazanie zbieżności szeregu, a innym znalezienie jego sumy. Dodajmy jeszcze, że sze-
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reg ten jest wolno zbieżny i nie warto znajdować przybliżeń dziesie� tnych liczby ln 2 za jego po-

moca� . Można natomiast np. zauważyć, że ln 2 = − ln 1
2 = −

∞∑

n=1

(−1)n−1 1
n

(
− 1

2

)n
=

∞∑

n=1

1
n

(
1
2

)n
.

W tym przypadku b la� d jaki pope lniamy przybliżaja� c liczbe� ln 2 suma�
k∑

n=1

1
n

(
1
2

)n
jest równy

∞∑

n=k+1

1
n

(
1
2

)n
= 1

(k+1)2k+1
+ 1

(k+2)2k+2
+ 1

(k+3)2k+3
+ · · · , wie� c jest mniejszy niż suma

1

(k + 1)2k+1
+

1

(k + 1)2k+2
+

1

(k + 1)2k+3
+ · · · = 1

(k + 1)2k+1

1

1− 1
2

=
1

(k + 1)2k
.

W przypadku szeregu anharmonicznego 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · wartość bezwzgle� dna b le� du, który

pope lniamy zaste� puja� c liczbe� ln 2 suma�
k∑

n=1

(−1)n−1 1

n
jest równa

1

k + 1
− 1

k + 2
+

1

k + 3
− 1

k + 4
+ · · · = 1

(k + 1)(k + 2)
+

1

(k + 3)(k + 4)
+ · · · >

>
1

2

(
1

(k + 1)(k + 2)
+

1

(k + 2)(k + 3)
+

1

(k + 3)(k + 4)
+

1

(k + 4)(k + 5)
+ · · ·

)
=

=
1

2

(
1

k + 1
− 1

k + 2
+

1

k + 2
− 1

k + 3
+

1

k + 3
− 1

k + 4
+

1

k + 4
− 1

k + 5
+ · · ·

)
=

1

2(k + 1)
.

Jeśli przyjmiemy k = 4 , to w pierwszym przypadku b la� d be� dzie mniejszy niż
1

80
, a w drugim –

wie� kszy niż
1

10
. Dla k = 9 w pierwszym przypadku b la� d jest mniejszy od

1

5120
, a w drugim –

wie� kszy niż
1

20
. Jasne jest wie� c, że w razie konieczności przybliżenia liczby ln 2 za pomoca� u lamka

dziesie� tnego użyć należy szeregu

∞∑

n=1

1

n

(
1

2

)n
, a nie szeregu anharmonicznego

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
.

42. Teraz zajmiemy sie� funkcja� arctg . Mamy (arctgx)′ =
1

1 + x2
. Wobec tego dla x ∈ (−1, 1) zachodzi

równość (arctg)
′

=
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · · =

(
x− x

3

3
+
x5

5
− x

7

7
+ · · ·

)′
. Jasne jest, że

szereg x − x
3

3
+
x5

5
− x

7

7
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
jest zbieżny dla x = ±1 , przy czym nie jest

to zbieżność bezwzgle� dna. Wobec tego jego przedzia lem zbieżności jest [−1, 1] – szereg pote� gowy

jest wewna� trz przedzia lu zbieżności bezwzgle� dnie zbieżny. Wykazalísmy wie� c, że funkcja cia� g la

arctgx −
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
jest cia� g la na przedziale [−1, 1] oraz że jej pochodna jest równa 0 w

punktach wewne� trznych tego przedzia lu. Sta� d wynika, że ta funkcja jest sta la na przedziale [−1, 1] .

Wobec tego dla każdej liczby x ∈ [−1, 1] zachodzi równość:

arctgx −
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
= arctg 0 −

∞∑

n=0

(−1)n
02n+1

2n+ 1
= 0 . Sta� d wynika, że dla każdej liczby

x ∈ [−1, 1] zachodzi równość: arctgx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
. Podobnie jak w poprzednim przyk la-

dzie tak i tu możemy uzyskać konkretne rezultaty. Np. podstawiaja� c x = 1 do otrzymanego wzoru

otrzymujemy
π

4
= arctg 1 = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
1

2n+ 1
– ta równość nazywana jest

zwykle wzorem Leibniza. Można wykazać, że jeśli chcielibyśmy za pomoca� tego wzoru znajdować

przybliżenia dziesie� tne liczby π , to musielibyśmy wykonać wiele obliczeń, co nawet w przypadku
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komputerów ma istotne znaczenie – konkretnie: dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

podwójna
1

4(n+ 1)
<

1

2n+ 1
− 1

2n+ 3
+

1

2n+ 5
− 1

2n+ 7
+ · · · < 1

4n
(nie jest ona oczywista!),

wie� c b la� d pope lniany przy zaste� powaniu liczby
π

4
liczba� 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · + (−1)n−1 1

2n− 1

jest zawarty mie� dzy
1

4(n+ 1)
oraz

1

4n
. Stosuja� c wzór z lepiej dobranym x otrzymać można bez

trudu szeregi „szybciej” zbieżne.*

43. Wykażemy teraz, że sinx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
. Wykazalísmy poprzednio, że dla każdej liczby

rzeczywistej x > 0 zachodzi nierówność podwójna x − x
3

3!
< sinx < x . Teraz wykażemy, że

sinx < x−x
3

3!
+
x5

5!
. Niech f(x) = x−x

3

3!
+
x5

5!
−sinx . Mamy f ′(x) = 1−x

2

2!
+
x4

4!
−cosx i wobec tego

możemy napisać, że (f ′)′(x) = −x+
x3

3!
+sinx . Z przypomnianej nierówności wynika, że dla każdej

liczby x > 0 zachodzi (f ′)′(x) > 0 , a sta� d wynika, że funkcja f ′ jest ścísle rosna� ca na pó lprostej

[0,+∞) . Ponieważ f ′(0) = 0 , wie� c jeśli x > 0 , to f ′(x) > f ′(0) = 0 . Sta� d wynika, że funkcja

f jest ścísle rosna� ca na pó lprostej [0,+∞) i wobec tego jeśli x > 0 , to f(x) > f(0) = 0 , czyli

x− x
3

3!
+
x5

5!
> sinx , a to w laśnie chcielísmy wykazać. Rozumuja� c w taki sam sposób wnioskujemy,

że dla x > 0 zachodzi nierówność x − x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
< sinx – obliczamy pochodna� różnicy

prawej i lewej strony tej nierówności, potem jej pochodna� tej pochodnej, w wyniku otrzymujemy

funkcje� dodatnia� na pó lprostej (−∞, 0) itd. Powtarzaja� c to rozumowanie, czyli stosuja� c indukcje�
zupe lna� , dochodzimy do wniosku, że dla każdej liczby rzeczywistej x > 0 i każdej ca lkowitej liczby

nieujemnej n zachodzi nierówność podwójna:

x− x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . .+ (−1)2n−1 x

4n−1

(4n− 1)!
< sinx < x− x

3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . .+ (−1)2n x

4n+1

(4n+ 1)!

Różnica skrajnych sum równa jest
x4n+1

(4n+ 1)!
. Mamy też lim

n→∞
x4n+1

(4n+ 1)!
= 0 – można wywnio-

skować z kryterium ilorazowego d’Alemberta, że szereg

∞∑

n=0

x4n+1

(4n+ 1)!
jest zbieżny dla x > 0 ,

wie� c jego wyraz ma granice� 0 albo zauważyć, że jeśli n > x > 0 , to
x

4n+ 1
<

1

4
, a sta� d wy-

nika, że dla dostatecznie dużych n wyraz o numerze n + 1 cia� gu

(
x4n+1

(4n+ 1)!

)
jest mniejszy

niż ćwierć wyrazu n–tego. Niech s4n+1 = x − x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . . + (−1)2n x

4n+1

(4n+ 1)!
i niech

s4n−1 = x − x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . . + (−1)2n−1 x

4n−1

(4n− 1)!
. Z tego że s4n−1 < sinx < s4n+1 i

lim
n→∞

(s4n+1 − s4n−1) = 0 wynika oczywíscie, że lim
n→∞

s4n−1 = sinx = lim
n→∞
s4n+1 . Oznacza to,

że suma� szeregu
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
jest sinx , czyli że sinx = x− x

3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . . . Na razie

wiemy, że równość ta ma miejsce dla x > 0 , ale w rzeczywistości, dzie� ki temu że prawa strona

to szereg pote� gowy o środku w punkcie 0, wiemy już, że promieniem zbieżności prawej strony jest

* Można o tym przeczytać np. w rachunku różniczkowym i ca lkowym G.M.Fichtenholza, t.2, rozdzia l

XI, $ 8, punkt 410, ksia� żce wielokrotnie wznawianej przez PWN.
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+∞ . Ponieważ obie strony lewa i prawa sa� funkcjami nieparzystymi zmiennej x równymi w przy-

padku x > 0 , wie� c sa� one równe dla każdej liczby rzeczywistej x . Wykazalísmy wie� c, że dla każdej

liczby rzeczywistej x zachodzi równość

sinx = x− x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(43)

„Po drodze” wykazalísmy też, że skończona suma

k∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
przybliża sume� nieskończona�

z b le� dem mniejszym niż
|x|2(k+1)+1

(2(k + 1) + 1)!
. Wynika sta� d np. że jeśli x jest miara� ka� ta ostrego,

czyli 0 < x <
π

2
<

3,16

2
= 1,58 , to różnica mie� dzy liczbami x − x

3

3!
i sinx jest mniejsza niż

x5

5!
<

1,585

5!
<

10

120
< 0,1 . Zwie� kszenie liczby sk ladników o 1, tj. przybliżanie liczby sinx liczba�

x − x
3

3!
+
x5

5!
powoduje zmniejszenie b le� du do wartości mniejszej niż

x7

7!
<

1,587

7!
< 0,005 =

1

200
.

Widzimy wie� c, że możemy w miare� dok ladnie znajdować wartości liczbowe sinusów stosunkowo

niewielkim kosztem, przy czym można dok ladność istotnie zwie� kszyć zwie� kszaja� c liczbe� sk ladników

nieznacznie. Oczywíscie tego typu oszacowania sa� przydatne nie tylko do rachowania, ale również w

przypadku rozważań teoretycznych. Zwróćmy jeszcze uwage� na to, że jeśli interesujemy sie� liczbami

x bliskimi 0, to b la� d maleje, również b la� d wzgle� dny zmniejsza sie� .
44. Z wzoru sinx = x− x

3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
wynika natychmiast, że

cosx = 1− x
2

2!
+
x4

4!
− x

6

6!
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

– po prostu obliczamy pochodne obu stron wzoru (43) , co wolno zrobić dzie� ki twierdzeniu o

pochodnej szeregu pote� gowego.

45. Zajmiemy sie� teraz dwumianem Newtona. Nie chodzi przy tym o wzór na obliczanie n -tej pote� gi

sumy dwu liczb, bo ten by l z pewnościa� znany przed Newtonem, na pewno zna l go Pascal, a praw-

dopodobnie (wg. N.Bourbaki, Elementy historii matematyki,PWN, Warszawa, 1980) by l znany

Arabom w wieku XIII, a Chińczykom w wieku XIV. Chodzi o wzór na (1 + x)a , gdzie wyk ladnik

a nie musi być liczba� naturalna� – może być dowolna� liczba� rzeczywista� , liczba x zaś w przypadku

dowolnego wyk ladniki nie może być dowolna, musi mieć wartość bezwzgle� dna� mniejsza� niż 1.

Rozpoczniemy od zdefiniowania symbolu Newtona. Jeśli a ∈ IR oraz n ∈ {1, 2, . . .} , to przyjmu-

jemy, że

(
a

n

)
=
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)

n!
. Dodatkowo

(
a

0

)
= 1 dla każdej liczby rzeczy-

wistej a . Z definicji tej wynika natychmiast, że jeśli a jest liczba� naturalna� nie mniejsza� niż n ,

to

(
a

n

)
=

a!

n!(a− n)! . Oznacza to, że nasza definicja jest po prostu rozszerzeniem definicji zna-

nej ze szko ly. Przy okazji wypada stwierdzić, że jeżeli a jest liczba� naturalna� mniejsza� niż n , to
(
a
n

)
= 0 , bowiem w tym przypadku w liczniku u lamka definiuja� cego symbol Newtona wyste� puje

liczba a− a = 0 .

Z definicji symbolu Newtona i tego, że 1 +
a− n
n+ 1

=
a+ 1

n+ 1
wynika od razu, że

(
a

n

)
=
a

n
·
(
a− 1

n− 1

)
oraz

(
a

n

)
+

(
a

n+ 1

)
=

(
a+ 1

n+ 1

)
. (45)

56



Wykażemy teraz, że jeśli |x| < 1 , to dla każdej liczby rzeczywistej a zachodzi wzór Newtona:

(1 + x)a =

(
a

0

)
+

(
a

1

)
x+

(
a

2

)
x2 +

(
a

3

)
x3 + · · · =

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn . (45.N)

Rozpoczniemy od znalezienia promienia zbieżności szeregu pote� gowego wyste� puja� cego po prawej

stronie równości (45.N). Skorzystamy z kryterium ilorazowego d’Alemberta. Obliczamy granice�
ilorazu zak ladaja� c, że a nie jest liczba� naturalna� : lim

n→∞

∣∣∣∣

(
a
n+1

)
xn+1

(
a
n

)
xn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
(a− n)x
n+ 1

∣∣∣∣ = |x| . Sta� d
wnioskujemy, że w przypadku |x| < 1 szereg jest bezwzgle� dnie zbieżny, natomiast w przypadku

|x| > 1 szereg jest rozbieżny, bowiem jego wyraz nie da� ży do 0 przy n −→∞ . Obliczymy pochodna�
ilorazu

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn
/

(1 + x)a . Mamy

( ∞∑

n=0

(
a

n

)
xn
/

(1 + x)a

)′
=

∞∑

n=1

n

(
a

n

)
xn−1 · (1 + x)a − a(1 + x)a−1

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

(1 + x)2a
=

= a (1 + x)−a−1

(
(1 + x)

∞∑

n=1

(
a− 1

n− 1

)
xn−1 −

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

)
=

= a(1 + x)−a−1

( ∞∑

n=1

(
a− 1

n− 1

)
xn−1 +

∞∑

n=1

(
a− 1

n− 1

)
xn −

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

)
=

= a(1 + x)−a−1

( ∞∑

n=0

(
a− 1

n

)
xn +

∞∑

n=1

(
a− 1

n− 1

)
xn −

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

)
=

= a(1 + x)−a−1

( ∞∑

n=1

(
a− 1

n

)
xn +

∞∑

n=1

(
a− 1

n− 1

)
xn −

∞∑

n=1

(
a

n

)
xn

)
=

= a(1 + x)−a−1
∞∑

n=1

((
a− 1

n

)
+

(
a− 1

n− 1

)
−
(
a

n

))
xn = a(1 + x)−a−1

∞∑

n=1

0 · xn = 0 .

Wykazalísmy, wie� c że pochodna ilorazu równa jest 0 w każdym punkcie przedzia lu (−1, 1) . Sta� d
wynika, że na tym przedziale ten iloraz jest funkcja� sta la� , wie� c jego wartość w każdym punkcie

x jest taka sama jak wartość w punkcie 0, a w tym punkcie wartość tego ilorazu jest równa
∞∑

n=0

(
a

n

)
0n
/

(1 + 0)a =

(
a

0

)/
(1 + 0)a = 1 . Wykazalísmy wie� c, że dla każdego x ∈ (−1, 1)

zachodzi równość (1 + x)a =

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn , czyli zrealizowalísmy nasz plan.

Zauważmy jeszcze, że dla a = −1 otrzymalísmy wzór
1

1 + x
=
∞∑

n=0

(−1

n

)
xn . Czytelnik bez trudu

stwierdzi, że
(−1
n

)
=

(−1)(−2) . . . (−n)
n!

= (−1)n , zatem otrzymana� równość możemy zapisać jako

1

1 + x
=

∞∑

n=0

(−1)nxn =

∞∑

n=0

(−x)n . Widzimy wie� c, że wzór (45.N) możemy potraktować nie tylko

jako uogólnienie wzoru dwumianowego pozwalaja� cego na zapisywanie w postaci sumy skończonej

pote� gi o wyk ladniku naturalnym sumy 2 sk ladników, ale również jako uogólnienie wzoru na sume�
nieskończonego cia� gu geometrycznego (o ilorazie −x ).

46. Wzór Newtona możemy zastosować do wyrażenia 1√
1−x2 = (1− x2)−1/2 . Otrzymujemy

1√
1− x2

= 1 +

(−1/2

1

)
· (−x2) +

(−1/2

2

)
· (−x2)2 +

(−1/2

3

)
· (−x2)3 + . . . .
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Mamy też
(−1/2

n

)
· (−x2)n =

(−1/2) · (−3/2) · (−5/2) · . . . ·
(
− (2n− 1)/2

)

1 · 2 · 3 · . . . · n · (−x2)n =

=
(1/2) · (3/2) · (5/2) · . . . ·

(
(2n− 1)/2

)

1 · 2 · 3 · . . . · n · (x2)n =
1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n) · x2n .

Sta� d wynika, że

(−1/2

n

)
· (−x2)n =

(
1

2n+ 1
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n) · x2n+1

)′
. Konsekwencja� tej

równości, twierdzenia o różniczkowaniu szeregu pote� gowego, równości arcsin 0 = 0 oraz wzoru

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
jest równość

arcsinx = x+
1

3
· 1

2
· x3 +

1

5
· 1 · 3

2 · 4 · x
5 + · · · =

∞∑

n=0

1

2n+ 1
· 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · 2n · x2n+1 ,

która zachodzi dla x ∈ (−1, 1) , bo dla tych x prawa strona jest szeregiem zbieżnym – wynika

to  latwo z kryterium ilorazowego d’Alemberta, iloraz dwóch kolejnych wyrazów ma granice� x2 .

Troche� trudniejszy dowód zbieżności tego szeregu dla x = ±1 opuszczamy. Ponieważ dla x 6∈ [−1, 1]

granica ilorazu dwóch kolejnych wyrazów rozpatrywanego szeregu jest wie� ksza niż 1, wie� c w tym

przypadku szereg jest rozbieżny. Sta� d wynika, że równość w rzeczywistości zachodzi dla wszystkich

x ∈ [−1, 1] i żadnych innych. Możemy wie� c zastosować ja� w przypadku x =
1

2
. Mamy wie� c

π

6
= arcsin

1

2
=

1

2
+

1

3
· 1

2
·
(

1

2

)3

+
1

5
· 1 · 3

2 · 4 ·
(

1

2

)5

+ · · · . Jest oczywiste, że przybliżaja� c liczbe� π
6

liczba� 1
2

+
1

3
· 1
2
·
(

1

2

)3

+
1

5
· 1 · 3
2 · 4 ·

(
1

2

)5

pope lniamy b la� d mniejszy niż suma szeregu geometrycznego,

którego pierwszym wyrazem jest
1

7
· 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 ·
(

1

2

)7

, a ilorazem – liczba
1

4
, czyli

1

7
· 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 ·
(

1

2

)7

· 4

3
=

5

10752
< 0,0005 . Ponieważ mamy do czynienia z szeregiem zbieżnym „szybciej ” niż

szereg geometryczny o ilorazie
1

4
, wie� c wyd lużenie sumy o jeden sk ladnik spowoduje przynajmniej

czterokrotne zmniejszenie sie� b le� du jaki pope lniamy zaste� puja� c sume� nieskończonego szeregu jego

suma� cze� ściowa� . Nie jest to rezultat rewelacyjny, ale jednak znacznie lepszy niż w przypadku szeregu

Leibniza
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · .
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1. Podstawowe definicje i twierdzenia

Z pochodnymi wyższych rze� dów w istocie rzeczy już spotkalísmy sie� . Po prostu w kilku przypadkach

obliczalísmy pochodna� pochodnej. To oczywíscie zdarza sie� cze� sto, gdy trzeba ustalić jakie w lasności

ma funkcja. Przyjmuje sie� naste� puja� ce określenie.

Definicja pochodnej wyższego rze� du

Niech f be� dzie funkcja� określona� na zbiorze zawieraja� cym przedzia l otwarty I zawieraja� cy punkt

p . Niech f (0)(x) = f(x) dla każdego x z dziedziny funkcji f . Za lóżmy, że funkcja f ma pochodna�
(n − 1) –ego rze� du f (n−1) w każdym punkcie przedzia lu I . Jeśli funkcja f (n−1) ma w punkcie p

pochodna� (f (n−1)
)′

(p) , to te� pochodna� nazywamy pochodna� n–tego rze� du funkcji f w punkcie p i

oznaczamy symbolem f (n)(p) . Jeśli pochodna n–tego rze� du jest skończona, to mówimy, że funkcja f

jest n–krotnie różniczkowalna w tym punkcie.

Jest jasne, że f ′ = f (1) . Zamiast pisać f (2) piszemy na ogó l f ′′ . Niektórzy matematycy zamiast

f (3) pisza� f ′′′ .
Przyk lady

1. Niech f(x) = ax+ b . Wtedy dla każdego x mamy f ′(x) = a , wie� c f ′′(x) = 0 dla każdej liczby

rzeczywistej x . Wobec tego również f (3)(x) = 0 , a sta� d wynika, że również f (n)(x) = 0 dla każdej

liczby naturalnej n > 1 i każdej liczby rzeczywistej x .

2. Niech f(x) = ax2 + bx + c . Wtedy f ′(x) = 2ax+ b , wobec tego f ′′(x) = 2a i wobec tego dla

każdej liczby naturalnej n > 2 i każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość f (n)(x) = 0 .

3. Niech f be� dzie wielomianem stopnia m , tzn. istnieja� liczby rzeczywiste a0 , a1 ,. . . ,am , przy

czym am 6= 0 , takie że dla każdego x ∈ IR zachodzi równość f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amxm .

Wtedy f (m)(x) = m!am dla każdego x ∈ IR oraz f (n)(x) = 0 dla każdej liczby naturalnej n > m i

każdej liczby rzeczywistej x .

Twierdzenie to wykazalísmy już w przypadku m = 1, 2 . Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla

wszystkich wielomianów stopnia mniejszego niż m . Wynika sta� d, że dla wszystkich liczb rzeczywistych

x zachodzi równość f ′(x) = a1 +2a2 + · · ·+mamxm−1x . Ponieważ f ′ jest wielomianem stopnia m−1 ,

wie� c (f ′)(m−1)(x) = (m− 1)! ·mam dla każdej liczby rzeczywistej x . Ponieważ (f ′)(m−1) = f (m) oraz

(m − 1)! · m = m! , wie� c dla każdej liczby rzeczywistej x mamy f (m)(x) = m!am . Sta� d oczywíscie

wynika, że jeśli n > m jest liczba� naturalna� , to f (n)(x) = 0 dla każdego x ∈ IR .

4. Niech f(x) = ex . Wtedy f (1)(x) = f ′(x) = ex . Wobec tego dla każdej liczby naturalnej n i

każdej rzeczywistej x zachodzi równość f (n)(x) = ex .

5. Niech f(x) = sinx . Wtedy f (1)(x) = f ′(x) = cosx . Zatem f (2)(x) = f ′′(x) = − sinx = −f(x) .

Sta� d wnioskujemy z  latwościa� , że f (3)(x) = −f ′(x) = − cosx i f (4)(x) = −f ′′(x) = sinx . Jasne

jest, że od tego momentu be� da� sie� kolejno pojawiać, cosx , − sinx , − cosx i znów sinx itd. Można

wie� c napisać f (2n)(x) = (−1)n sinx oraz f (2n+1)(x) = (−1)n cosx dla dowolnego n ∈ {0, 1, 2, . . .} i

x ∈ IR .

6. Podobnie jak w poprzednim przyk ladzie możemy wykazać, że (cosx)
(2n)

= (−1)n cosx oraz

(cosx)
(2n+1)

= (−1)n+1 sinx .
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7. Niech f(x) = lnx . Mamy wie� c naste� puja� ca� równość f (1)(x) = f ′(x) =
1

x
= x−1 . Wobec tego

f (2)(x) = f ′′(x) =
(
x−1

)′
= (−1)x−1−1 = −x−2 . Dalej f (3)(x) =

(
−x−2

)
= 2x−3 . Sta� d wniosku-

jemy, że f (4)(x) = 2(−3)x−4 = −3!x−4 . Analogicznie f (5)(x) = 4!x−5 itd. Ogólnie możemy napisać

f (n)(x) = (ln(x))
(n)

= (−1)n−1(n− 1)!x−n dla każdej liczby ca lkowitej n ≥ 1 i każdej liczby rzeczywi-

stej x . .

8. Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens. Mamy (tg x)
′

= 1 + tg2 x . Wobec tego zachodzi

równość (tg x)
′′

=
(
1 + tg2 x

)′
= 2 tgx(1 + tg2 x) = 2(tg x + tg3 x) – skorzystalísmy z wzoru na

pochodna� funkcji z lożonej. Sta� d (tg x)
(3)

= 2(1 + 3 tg2 x)(1 + tg2 x) = 2(1 + 4 tg2 x + 3 tg4 x) , a sta� d
(tg x)

(4)
= 2(8 tgx+12 tg3 x)(1+tg2 x) = 8(2 tgx+5 tg3 x+3 tg5 x) . Te obliczenia można kontynuować,

jednak w tym przypadku nie da sie� napisać równie prosto jak w poprzednich przypadkach ogólnego wzoru

na n–ta� pochodna funkcji.

9. Znajdziemy teraz wzór na n–ta� pochodna� funkcji
x

x2 + 5x+ 6
=

3

x+ 3
− 2

x+ 2
. W tym

celu starczy znaleźć n–ta� pochodna� funkcji postaci
1

x+ c
. Mamy

(
1

x+ c

)′
= −(x + c)−2 . Sta� d

(
1

x+ c

)′′
= −(−2)(x + c)−2−1 = 2(x + c)−3 . Rozumuja� c dalej w ten sam sposób otrzymujemy

(
1

x+ c

)(3)

= −6(x+ c)−4 = −6!(x + c)−4 . Bez żadnych trudności piszemy wzór ogólny na n–ta� po-

chodna� tej funkcji:

(
1

x+ c

)(n)

= (−1)nn!(x+c)−n−1 . Sta� d wynika już od razu, że

(
x

x2 + 5x+ 6

)(n)

=

(−1)nn!
(
3(x+ 3)−n−1 − 2(x+ 2)−n−1

)
. Wypada jednak zaznaczyć, że bez roz lożenia na czynniki mia-

nownika nasze szanse na sukces by lyby znikome.

10. Wykazalísmy poprzednio, że jeśli funkcja jest różniczkowalna na pewnym przedziale i jej po-

chodna jest na tym przedziale równa 0, to funkcja ta jest sta la. Za lóżmy teraz, że f ′′(x) = 0 dla wszyst-

kich x ∈ (a, b) dla pewnych a, b ∈ IR . Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia funkcja

f ′ jest sta la na przedziale (a, b) . Niech f ′(x) = A dla wszystkich x ∈ (a, b) . Niech g(x) = f(x)−Ax .

Zachodzi oczywista równość g′(x) = 0 dla każdej liczby x ∈ (a, b) . Wobec tego g jest funkcja� sta la� .
Oznaczaja� c jej jedyna� wartość przez B otrzymujemy równość B = g(x) = f(x) − Ax . Sta� d od razu

wynika, że f(x) = Ax+B dla każdej liczby x ∈ (a, b) . Wykazalísmy wie� c, że jeśli druga pochodna jest

tożsamościowo równa 0, to funkcja jest wielomianem stopnia nie wie� kszego niż 1. Podobnie można wy-

kazać, że jeśli trzecia pochodna jest tożsamościowo równa 0 na pewnym przedziale, to funkcja jest na tym

przedziale wielomianem stopnia nie wie� kszego niż 2. Jeśli bowiem f (3)(x) = 0 dla każdego x ∈ (a, b) , to

na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja f ′ jest wielomianem postaci Ax+B . Bez trudu zgadujemy,

że

(
1

2
Ax2 +Bx

)′
= Ax+ B . Sta� d wynika, że

(
f(x)− 1

2
Ax2 −Bx

)′
= 0 dla wszystkich x ∈ (a, b) .

Teraz możemy stwierdzić, że funkcja f(x) − 1

2
Ax2 − Bx jest sta la, co kończy dowód tego, że f jest

wielomianem, którego stopień jest mniejszy niż 3. Jest ca lkowicie jasne, że kontynuuja� c to rozumowanie

wykażemy, że jeśli n–ta pochodna pewnej funkcji jest równa 0 w każdym punkcie pewnego przedzia lu,

to funkcja ta na tym przedziale jest wielomianem, którego stopień jest mniejszy niż n .

11. Za lóżmy, że f jest funkcja� różniczkowalna� na pewnym przedziale oraz że dla pewnej liczby

rzeczywistej k równość f ′(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich x . Wykażemy, że w tej sytuacji istnieje
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sta la C ∈ IR , taka że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość f(x) = Cekx . W celu uzyska-

nia tej równości starczy wykazać, że iloraz
f(x)

ekx
jest funkcja sta la� , czyli że pochodna tego ilorazu jest

wsze� dzie równa 0. Mamy

(
f(x)

ekx

)′
=
f ′(x)ekx − kekxf(x)

e2kx
=
f ′(x)− kf(x)

ekx
= 0 – ostatnia równość

wynika z za lożenia o funkcji f . Wykazalísmy wie� c, że iloraz jest funkcja� sta la� . Te� sta la� oznaczamy

przez C . Jasne jest, że f(x) = Cekx .

Rozważymy teraz nieco bardziej skomplikowana� zależność. Mianowicie za lożymy, f jest funkcja� dwu-

krotnie różniczkowalna� w każdym punkcie prostej * oraz że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi

równość f ′′(x) = f(x) . Bez trudu można podać dwa przyk lady funkcji spe lniaja� cych to równanie:

g(x) = ex oraz h(x) = e−x . Maja� c dwa, można ich podać o nieskończenie wiele. Jeśli c, d sa� dowol-

nymi liczbami rzeczywistymi, to funkcja cg(x)+dh(x) = cex+de−x również spe lnia to równanie. Jasne

jest, że również funkcja u(x) = f(x)−cg(x)−dh(x) spe lnia to równanie. Liczby c i d można dobrać w

ten sposób, że u(0) = 0 = u′(0) – wystarczy rozwia� zać uk lad równań: f(0) = c+d , f ′(0) = c−d trak-

tuja� c c i d jako niewiadome, a f(0) i f ′(0) jako dane liczby. Otrzymujemy c =
1

2
(f(0) + f ′(0)) oraz

d =
1

2
(f(0)− f ′(0)) . Poszukujemy wie� c dwukrotnie różniczkowalnej funkcji u , takiej że dla każdego x

zachodzi równość u′′(x) = u(x) oraz u′(0) = 0 = u(0) . Wykażemy, że u jest funkcja� zerowa� . Zauważmy

najpierw, że u′′u′ = uu′ , i wobec tego

(
1

2
(u′)2

)′
=

(
1

2
u2

)′
. Sta� d wynika, że funkcja (u′)2 − u2 ma

zerowa� pochodna� , wie� c jest sta la. Ponieważ (u′(0))
2 − u(0)2 = 0 , wie� c funkcja (u′)2 − u2 jest zerowa,

czyli u′(x)2 = u(x)2 dla każdej liczby rzeczywistej x . Za lóżmy, że funkcja u przyjmuje w pewnym

punkcie p wartość różna� od 0. Sa� dwie możliwości: u′(p) = u(p) 6= 0 lub u′(p) = −u(p) 6= 0 . Po-

nieważ obie funkcje u i u′ sa� cia� g le, wie� c w pierwszym przypadku równość u′(x) = u(x) zachodzi dla

wszystkich x dostatecznie bliskich p , zaś w drugim przypadku dla wszystkich x dostatecznie bliskich

p zachodzi równość u′(x) = −u(x) . Dostatecznie bliskich oznacza w tym przypadku dla wszystkich x

z dowolnego przedzia lu przedzia lu I zwieraja� cego punkt p , na którym funkcja u nie ma pierwiastków.

Z pierwszej równości wynika, że istnieje sta la C , taka że u(x) = Cex dla wszystkich x z przedzia lu

I . Z drugiej równości wynika istnienie sta lej C , takiej że dla wszystkich x z przedzia lu I zachodzi

równość u(x) = Ce−x . Można za lożyć, że I jest maksymalnym przedzia lem, który zawiera punkt p i

w którym funkcja u nie ma pierwiastków. Oczywíscie 0 nie leży w przedziale I . Wobec tego mie� dzy p

i 0 leży koniec q przedzia lu I , drugi koniec przedzia lu I znajduje sie� po przeciwnej stronie punktu p i

nie jest wykluczone, że jest nieskończonościa� . Jest jasne, że u(q) = 0 – gdyby tak nie by lo, to przedzia l

I sie� ga lby poza q . Ponieważ funkcja u jest cia� g la i na przedziale I obowia� zuje wzór u(x) = Cex lub

wzór u(x) = Ce−x , wie� c w punkcie q mamy u(q) = Ce±x . Jednocześnie u(q) = 0 . Z dwóch ostat-

nich stwierdzeń wynika, że C = 0 , a to oznacza, że wbrew uczynionemu za lożeniu u(p) = Ce±p = 0 .

Wykazalísmy wie� c, że u jest funkcja� zerowa� , a to oznacza, że funkcja f jest postaci cex + de−x .

12. Wykazalísmy poprzednio , że równości f (n)(x) = 0 , f ′(x) = kf(x) , f ′′(x) = f(x) spe lnione

w każdym punkcie przedzia lu wymuszaja� , by funkcja f wyraża la sie� prostym wzorem. Omówimy

jeszcze jeden przyk lad tego typu. Za lóżmy mianowicie, że dla wszystkich punktów pewnego prze-

* Nie jest istotne, że dziedzina� jest prosta, może być dowolny przedzia l.
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dzia lu I spe lniona jest zależność f ′′(x) = −f(x) .** Wykażemy, że w tej sytuacji istnieja� liczby

a, b ∈ IR , takie że dla każdej liczby x ∈ I zachodzi równość f(x) = a cosx + b sinx . Niech p ozna-

cza dowolny punkt przedzia lu I . Jasne jest, że w każdym punkcie przedzia lu I zachodzi równość

(a cosx+ b sinx)′′ = − (a cosx+ b sinx) , tzn. funkcja postaci a cosx + b sinx spe lnia rozpatrywane

równanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mia ly miejsce równości f(p) = a cos p + b sin p oraz

f ′(p) = −a sin p + b cosp , tzn. a = f(p) cos p − f ′(p) sin p oraz b = f(p) sin p + f ′(p) cos p . Niech

u(x) = f(x) − a cosx − b sinx . Jest jasne, że u′′(x) = −u(x) dla każdej liczby x ∈ I oraz że

u(p) = 0 = u′(p) . Sta� d wynika, że
(
(u′(x))2 + (u(x))2

)′
= 2 (u′′(x)u′(x) + u′(x)u(x)) = 0 , wie� c funkcja

(u′(x))2 + (u(x))2 jest sta la na przedziale I , zatem (u′(x))2 + (u(x))2 = (u′(p))2 + (u(p))2 = 0 dla

każdego x ∈ IR . Suma kwadratów liczb rzeczywistych jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy obie te liczby

sa� zerami. Wobec tego dla każdego x ∈ IR zachodzi równość u(x) = 0 , a zatem f(x) = a cosx+ b sinx

dla każdego x ∈ IR . Okaza lo sie� , że również w tym przypadku można  latwo opisać wszystkie funkcje

spe lniaja� ce równanie f ′′ = −f . Tego typu równania nazywane sa� równaniami różniczkowymi zwyczaj-

nymi. Istnieje obszerna teoria równań różniczkowych zwyczajnych. Nie mamy tu możliwości omawiania

jej. Jest ona stosowana również w wielu dziedzinach poza matematyka� , przede wszystkim w fizyce i w

technice. Również w ekonomii. Równaniom różniczkowym poświe� cony jest oddzielny wyk lad na drugim

roku studiów.

Teraz zauważmy, że liczenie pochodnych wyższego rze� du polega na obliczaniu pochodnych rze� du

pierwszego, wie� c w laściwie już sie� z tym zapoznalísmy. Jeśli chodzi o wzory ogólne, to oczywistym – i w

zasadzie nie wartym wspomnienia – jest wzór na n–ta� pochodna� sumy dwu funkcji różniczkowalnych

n–krotnie: (f+g)(n) = f (n)+g(n) . Leibniz zauważy l, że jeśli funkcje f i g sa� n–krotnie różniczkowalne,

to zachodzi wzór bardzo podobny do wzoru dwumianowego Newtona:

(f · g)(n)
=

n∑

j=0

(
n

j

)
f (n−j)g(j) (Leibniz)

Prosty dowód tego wzoru wykorzystuja� cy wzór na pochodna� iloczynu dwu funkcji i znana� równość
(
n
j

)
+
(
n
j+1

)
=
(
n+1
j+1

)
, dzie� ki której wspó lczynniki dwumianowe można obliczać za pomoca� trójka� ta

Pascala, pozostawiamy czytelnikom w charakterze bardzo prostego ćwiczenia. Wzory na n–ta� pochodna�
z lożenia i funkcji odwrotnej sa� na tyle skomplikowane, że w laściwie w ogóle nieprzydatne, zreszta� trudno

je znaleźć w literaturze.

Przejdziemy teraz do sformu lowania jednego z najważniejszych wzorów analizy matematycznej, tzw.

wzoru Taylora. Pierwsza� pochodna� funkcji wprowadzilísmy po to, by móc przybliżyć funkcje� w pobliżu

interesuja� cego nas punktu wielomianem stopnia pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wyższych

rze� dów pojawi ly sie� w kilku miejscach w zwia� zku z bardziej szczegó lowym badaniem funkcji . Okazuje sie� ,
że definicje� pochodnej, zwia� zana� z przybliżaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub zerowego,

można uogólnić. Tym zajmiemy sie� teraz. Efektem be� dzie zapowiadany wzór Taylora.

Poprzednio b la� d przybliżenia mia l być ma ly w porównaniu z pierwsza� pote� ga� zmiany argumentu.

Teraz zaża� damy, by by l ma ly w porównaniu z wyższymi pote� gami h . Niestety nie be� dzie to możliwe

** Taka zależność, a dok ladniej f ′′=− g
l
f pojawia sie� przy analizowaniu ruchu wahad la matematycznego o d lugości l

przy za lożeniu, że amplituda jest tak ma la, że przybliżenie f≈sin f jest dostatecznie dok ladne, g to przyspieszenie
ziemskie.
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przy użyciu wielomianów stopnia nie przekraczaja� cego 1 – be� dziemy zmuszeni do użycia wielomianów

stopnia wyższego.

Za lóżmy, że 0 < |h| < 1 . Wobec tego |h| > h2 > |h|3 > h4 > . . . . Jasne jest też, że jeśli h

jest bardzo blisko 0, to h2 jest znacznie bliżej zera niż h , h3 znacznie bliżej niż h2 itd. Jest tak, bo

lim
h→0

h2

h
= 0 i ogólnie, jeśli m > n , to lim

h→0

hm

hn
= 0 . Można myśleć o tym tak: jeżeli h jest bardzo ma le

i m > n , to liczba hm stanowi znikoma� cze� ść liczby hn , oczywíscie obie sa� wtedy bardzo ma le, ale

jedna jest istotnie mniejsza niż druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, różnica mie� dzy dwiema funkcjami f i g be� dzie ma la,

jeśli be� dzie jeśli be� dzie da� żyć do 0 po podzieleniu przez hn , gdzie oznacza liczbe� naturalna� . Naste� puja� cy

lemat podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by dwie funkcje by ly w tym sensie jedna drugiej.

Lemat o funkcjach ścísle przylegaja� cych

Jeśli funkcje f i g sa� n–krotnie różniczkowalne w punkcie 0, to lim
x→0

f(x)− g(x)
xn

= 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy pochodne funkcji f i g w punkcie 0 sa� równe do n–tego rze� du w la� cznie: f (j)(0) = g(j)(0)

dla j ∈ {0, 1, . . . , n} .

Dowód. Za lóżmy, że lim
x→0

f(x)− g(x)
xn

= 0 . Niech r(x) = f(x) − g(x) . Trzeba udowodnić, że

r(0) = r′(0) = r′′(0) = . . . = r(n)(0) = 0 . Za lóżmy najpierw, że 0 ≤ j ≤ n . Mamy wtedy lim
x→0

r(x)

xj
=

lim
x→0

r(x)

xn
· lim
x→0
xn−j = 0 , bo pierwsza granica jest równa 0, a druga 0 lub 1 w zależności od tego, czy

j < n czy też j = n . Mamy lim
x→0
r(x) = 0 . Sta� d i z tego, że funkcja r jest cia� g la w punkcie 0, jako

różniczkowalna, wynika, że r(0) = 0 . Mamy 0 = lim
x→0

r(x)

x
= lim
x→0

r(x) − r(0)

x
= r′(0) . Wobec tego

r′(0) = 0 . Teraz wykażemy, że r′′(0) = 0 (zak ladamy oczywíscie, żen ≥ 2 ). Stosujemy teraz regu le� de

l’Hospitala: 0 = lim
x→0

r(x)

x2
= lim
x→0

r′(x)

2x
=

1

2
lim
x→0

r′(x)− r′(0)

x
=

1

2
r′′(0) . Wykażemy teraz w taki sam

sposób, że również trzecia pochodna równa jest 0:

0 = lim
x→0

r(x)

x3
= lim
x→0

r′(x)

3x2
= lim
x→0

r′′(x)

6x
=

1

6
lim
x→0

r′′(x)− r′′(0)

x
=

1

6
r(3)(0) .

Jasne jest, że te� procedure� można kontynuować.

Wykażemy teraz, że jeśli r(0) = r′(0) = r′′(0) = . . . = r(n)(0) = 0 , to lim
x→0

r(x)

xn
= 0 . Stosujemy regu le�

de l’Hospitala: lim
x→0

r(x)

xn
= lim
x→0

r′(x)

nxn−1
= lim
x→0

r′′(x)

n(n− 1)xn−2
= . . . = lim

x→0

r(n−1)(x)

n(n− 1) . . . 2x
. Mamy dalej

lim
x→0

r(n−1)(x)

x
= lim
x→0

r(n−1)(x)− r(n−1)(0)

x
= r(n)(0) = 0 . Dowód lematu zosta l zakończony.

Wniosek z dowodu.

Jeśli funkcja r jest n–krotnie różniczkowalna w punkcie 0 i r(0) = r′(0) = r′′(0) = r(n−1)(0) = 0 , to

lim
x→0

r(x)

xn
=
r(n)(0)

n!
.

Z lematu o funkcjach ścísle przylegaja� cych wynika, że jeśli chcemy przybliżyć funkcje� w otoczeniu

punktu p wielomianem w tak, by b la� d przybliżenia by l ma ly w porównaniu z hn , to pochodne, do

n–tego rze� du w la� cznie, tego wielomianu w punkcie 0 musza� być równe odpowiednim pochodnym funkcji

f w punkcie p : f (j)(p) = w(j)(0) . Jeżeli w(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anxn dla każdego x ∈ IR ,

to w(j)(0) = j!aj dla j = 0, 1, 2, . . . , n . Sta� d wynika, że powinno być aj =
f (j)(p)

j!
. To motywuje

wprowadzenie naste� puja� cego określenia.
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Definicja wielomianu Taylora i reszty

Za lóżmy, że funkcja f ma w punkcie p pochodna� n–tego rze� du. n–tym wielomianem Taylora funkcji

f w punkcie p nazywamy wielomian f(p) + f ′(p)h+
f ′′(p)

2!
h2 +

f (3)(p)

3!
h3 + · · ·+ f

(n)(p)

n!
hn zmiennej

h. n–ta� reszta� nazywamy różnice�

rn(h) = f(p+ h)−
(
f(p) + f ′(p)h+

f ′′(p)

2!
h2 +

f (3)(p)

3!
h3 + · · ·+ f

(n)(p)

n!
hn
)

Oczywíscie wielomian Taylora określony jest dla wszystkich liczb h , natomiast reszta tylko dla takich h ,

dla których punkt p + h znajduje sie� w dziedzinie funkcji f . Jasne jest też, że po to, by móc mówić

o pochodnej f (n)(p) trzeba za lożyć istnienie pochodnej f (n−1) oraz wszystkich pochodnych niższego

rze� du w pewnym otoczeniu punktu p . Zachodzi naste� puja� ce

Twierdzenie G.Peano

Jeśli f jest funkcja� n–krotnie różniczkowalna� w punkcie p , to lim
h→0

rn(h)

hn
= 0 .

Równość f(p+ h) = f(p) + f ′(p)h +
f ′′(p)

2!
h2 +

f (3)(p)

3!
h3 + · · · + f

(n)(p)

n!
hn + rn(h) nazywana bywa

wzorem Taylora z reszta� Peano, jeśli dodamy informacje� zawarta� w twierdzeniu Peano.

Wynika ono natychmiast z lematu o funkcjach ścísle przylegaja� cych.

Również z tego lematu wynika, że innego wyboru nie ma, jeśli chcemy mieć tak dok ladne przy-

bliżenie i nie chcemy zwie� kszać stopnia wielomianu ponad niezbedne minimum.

Twierdzenie o jednoznaczności wielomianu Taylora

Jeśli funkcja f jest n–krotnie różniczkowalna w punkcie p i w jest wielomianem stopnia nie wie� kszego

niż n , tzn. istnieja� liczby a0 , a1 ,. . . ,an , takie że dla każdej liczby rzeczywistej x zachodzi równość

w(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anxn oraz lim

h→0

f(p+ h)− w(p)

hn
= 0 , to dla każdego j ∈ {0, 1, 2, . . . , n}

zachodzi wzór f (j)(p) = j!aj , a wie� c w jest wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p .

Nadmienić wypada, że Taylor by l wspó lczesny Newtonowi, wzór Taylora znaleziony zosta l od razu.

Idea przybliżania dok ladniejszego niż liniowe by la obecna w omawianej teorii od samego pocza� tku!

Również wspó lczesny Newtonowi by l Szkot o nazwisku Maclaurin, którego nazwiskiem opatrywany jest

wzór Taylora w przypadku p = 0 . Zaznaczmy jeszcze, że z wzorem Taylora zwia� zane jest szereg Taylora

funkcji:

∞∑

n=0

f (n)(p)

n!
hn . Szereg ten może mieć dodatni promień zbieżności lub zerowy. Po to, by w ogóle

można by lo o nim mówić trzeba za lożyć, że funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rze� dów. Jednak

nawet wtedy może mieć on zerowy promień zbieżności lub mieć sume� różna� od f(p+h) . W przypadku

p = 0 mówi sie� zazwyczaj o szeregu Maclaurina. Czytelnik pozna l już rozwinie� cia w szereg Maclaurina

funkcji wyk ladniczej o podstawie e : ex =

∞∑

n=0

xn

n!
, funkcji sinus: sinx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, funkcji

kosinus: cosx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, funkcji arkus tangens: arctgx =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
oraz rozwinie� cie

w szereg Taylora funkcji ln wokó l punktu p = 1 : ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1x
n

n
, funkcji pote� gowej o

wyk ladniku a ∈ IR wokó l punktu p = 1 : (1 + x)a =

∞∑

n=0

(
a

n

)
xn , również funkcji arkus sinus i funkcji

x

x2 + 5x+ 6
.
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Definicja lokalnego ekstremum

Mówimy, że funkcja f określona na zbiorze zawieraja� cym przedzia l I o środku w punkcie p ma w tym

punkcie lokalne maksimum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedzia l J ⊂ I o środku w punkcie p , taki

że jeśli x ∈ J , to f(x) ≤ f(p) . Jeśli nierówność jest ostra dla x 6= p , to mówimy, że lokalne maksimum

jest w laściwe. Analogicznie określamy lokalne minimum oraz lokalne minimum w laściwe. Jeśli funkcja

ma w punkcie p lokalne maksimum lub lokalne minimum, to mówimy, że ma w tym punkcie lokalne

ekstremum.

Jasne jest, że funkcje x2 , x4 ,x6 . . .maja� w punkcie 0 minima, natomiast funkcje przeciwne −x2 ,

−x4 ,−x6 . . .maja� w punkcie 0 maksima. Funkcje x , x3 , x5 . . .nie maja� w punkcie 0 ekstremów,

nawet lokalnych. Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalaja� ce w licznych przypadkach  latwo stwierdzić,

czy funkcja n–krotnie różniczkowalna w punkcie p ma w nim lokalne ekstremum.

Twierdzenie o lokalnych ekstremach

Za lóżmy, że funkcja f jest n–krotnie różniczkowalna w punkcie p oraz że zachodza� równości

0 = f ′(p) = f ′′(p) = . . . = f (n−1)(p) i nierówność f (n)(p) 6= 0 . Wtedy jeśli n jest liczba� niepa-

rzysta� , to funkcja f nie ma w punkcie p lokalnego ekstremum – w dowolnie ma lym otoczeniu punktu

p przyjmuje zarówno wartości wie� ksze niż w punkcie p oraz wartości wie� ksze niż w punkcie p , jeśli

natomiast n jest liczba� parzysta� , funkcja to f ma w punkcie p lokalne ekstremum w laściwe: minimum,

gdy f (n)(p) > 0 , maksimum – w przypadku f (n)(p) < 0 .

Dowód. Skorzystamy z wzoru Taylora:

f(p+ h) = f(p) +
f ′(p)

1!
h+
f ′′(p)

2!
h2 + · · ·+ f

(n−1)(p)

(n− 1)!
hn−1 +

f (n)(p)

n!
hn + rn(h)

Wobec za lożeń o pochodnych funkcji f w punkcie p możemy napisać

f(p+ h) = f(p) +
f (n)(p)

n!
hn + rn(h)) = f(p) + hn

(
f (n)(p)

n!
+
rn(h)

hn

)

Ponieważ lim
h→0

rn(h)

hn
= 0 , wie� c istnieje δ > 0 , taka że jeśli 0 < |h| < δ , to

∣∣∣∣
rn(h)

hn

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣
f (n)(p)

n!

∣∣∣∣ . Znak

sumy dwu liczb jest taki sam jak znak tej z nich, której wartość bezwzgle� dna jest wie� ksza. W przypadku

sumy
f (n)(p)

n!
+
rn(h)

hn
jest on wie� c, przy za lożeniu, że 0 < |h| < δ taki jak znak liczby f (n)(p) (n!

nie ma wp lywu znak). Jeśli n jest liczba� nieparzysta� , to znak iloczynu hn
(
f (n)(p)

n!
+
rn(h)

hn

)
zmienia

sie� wraz ze zmiana� znaku h . Jeśli n jest liczba� parzysta� , to znak ten jest niezależny od znaku h : w

przypadku f (n)(p) < 0 liczba hn
(
f (n)(p)

n!
+
rn(h)

hn

)
jest ujemna, zaś w przypadku f (n)(p) > 0 –

dodatnia. Sta� d teza wynika od razu.

Podany przed chwila� dowód ilustruje jak stosowany jest wzór Taylora: Pewna w lasność przys lu-

guje wielomianowi Taylora, reszta nie jest w stanie jej zmienić, bo jest za ma la. Oczywíscie istotnym

za lożeniem jest f (n)(p) 6= 0 – bez niego nie mamy podstaw do twierdzenia, że reszta jest ma la w

porównaniu z wielomianem Taylora funkcji f(x) − f(p) , przeciwnie w takim przypadku wszystkie

informacje o zachowaniu sie� funkcji w pobliżu punktu p zawarte sa� w reszcie, o której niewiele wiemy!

Po drugie wypada podkreślić, że mówimy tu jedynie o zachowaniu sie� funkcji w pobliżu punktu p ,

na nic wie� cej nie możemy liczyć, bo za lożenia, które uczynilísmy dotycza� jedynie pochodnych w tym
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jednym punkcie! O wielkości liczby δ również nic nie możemy powiedzieć, jeśli w konkretnej sytuacji

musimy coś konkretnego o niej powiedzieć, to wymaga to dalszego badania konkretnej funkcji.*

Przyk lady cd.

13. Niech f(x) = 3x4 − 28x3 + 84x2 − 96x . Mamy f ′(x) = 12x3 − 84x2 + 168x − 96 = 12(x3 −
7x2 + 14x − 8) = 12(x − 1)(x − 2)(x − 4) . Pochodna f ′ zeruje sie� jedynie w punktach 1,2,4. Druga

pochodna jest równa f ′′(x) = 36x2−168x+168 = 12(3x2−14x+14) . wobec tego f ′′(1) > 0 , f ′′(2) < 0

i f ′′(4) > 0 , wie� c z twierdzenia o lokalnych ekstremach wynika, że w punktach 1 i 4 funkcja f ma

lokalne minima, a w punkcie 2 ma lokalne maksimum. Z tego twierdzenia już wie� cej nic nie jesteśmy

w stanie wywnioskować. Natomiast z twierdzenia o monotoniczności funkcji różniczkowalnych wynika,

że na każdym z przedzia lów (−∞, 1] , [1, 2] , [2, 4] oraz [4,+∞) funkcja f jest ścísle monotoniczna,

bowiem w ich punktach wewne� trznych pochodna f ′ funkcji f nie zeruje sie� . Mamy f(1) = −37 ,

f(2) = −32 oraz f(4) = −64 . Wiemy wie� c, że funkcja f na przedziale [1, 2] rośnie, na przedziale [2, 4]

maleje. Obliczywszy f(0) = 0 > −37 = f(1) stwierdzamy, że na przedziale (−∞, 1] ta funkcja maleje

(wcześniej już stwierdzilísmy, że f jest na tej pó lprostej ścísle monotoniczna!). Analogicznie z tego,

że f(5) = −5 > −64 = f(4) wynika, że na pó lprostej [4,+∞) funkcja f jest ścísle rosna� ca. Z tego

wszystkiego wynika, że f(4) = −64 jest najmniejsza� wartościa� funkcji f na ca lej prostej, f(1) = −37

jest najmniejsza� wartościa� funkcji f na przedziale (−∞, 2] (to nie jest maksymalny przedzia l, na

którym ta wartość jest najmniejsza, ale ustalenie maksymalnego wymaga loby dalszych rozumowań, np.

rozwia� zania równania f(x) = f(1) w przedziale [2, 4] ).

14. Zajmiemy sie� ta� sama� funkcja� , która� badalísmy w przyk ladzie 13: f(x) = 3x4 − 28x3 + 84x2−
96x . Teraz ustalimy jaka jest najwie� ksza wartość tej funkcji na przedziale [1, 5] . Pochodna w tym

przedziale zeruje sie� w punktach 1 , 2 , 4 , w punktach 1 i 4 druga pochodna jest dodatnia, wie� c
funkcja ma w nich lokalne minima w laściwe, wie� c na pewno nie ma tam wartości najwie� kszej. Ponieważ

f jest cia� g la i rozpatrujemy ja� na przedziale domknie� tym i ograniczonym, wie� c w pewnym punkcie tego

przedzia lu przyjmuje wartość najwie� ksza� (spośród przyjmowanych na tym przedziale). standardowy

b la� d polega na stwierdzeniu, że ponieważ jedynym punktem zerowania sie� pochodnej oprócz punktów,

w których funkcja ma lokalne minima jest 2, wie� c f(2) = −32 jest wartościa� najwie� ksza� funkcji f

na przedziale [1, 5] . W rzeczywistości po ustaleniu, gdzie pochodna sie� zeruje należy rozważyć jeszcze

końce przedzia lu oraz punkty, w których pochodna nie istnieje (w tym przypadku istnieje wsze� dzie).

Wartość najwie� ksza musi być przyjmowana w jednym z tych punktów. Wobec tego w naszym przypadku

jest jeszcze jedna możliwość x = 5 , drugi koniec przedzia lu już zosta l rozważony, bo w punkcie x = 1

pochodna jest równa 0. Mamy f(5) = −5 > −32 = f(2) , wie� c najwie� ksza� wartościa� funkcji f na

przedziale [1, 5] jest liczba −5 = f(5) . Dodajmy, że ten przyk lad jest bardzo prosty, bo chodzi jedynie

o przedstawienie roli poszczególnych twierdzeń w badaniu funkcji.

15. Pokażemy teraz jak można stosować wzór Taylora do obliczania granic funkcji. Obliczymy mia-

nowicie granice� ilorazu (ln(cos x))5

(x2−sin2 x)(tg2 x)(cosx−cos 2x)2
przy x −→ 0 . Oczywíscie licznik i mianownik da� ża�

do 0, wie� c można spróbować zastosować regu le� de l’Hospitala. Jednak licznik i mianownik wygla� daja�
* W wielu podre� cznikach s lowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja� lokalne maksimum, lokalne minimum, lokalne

ekstremum. Zdecydowalísmy sie� na nieco d luższe terminy, by unikna� ć cze� stych nieporozumień zwia� zanych z krótszymi,

wielu studentów, zw laszcza s labiej przygotowanych, myli np. lokalne maksima z globalnymi, co może prowadzić do
zupe lnie bezsensownych wniosków.
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dosyć nieprzyjemnie i można spodziewać sie� , że po zróżniczkowaniu nie be� da� wygla� dać lepiej. Wobec

tego należy zadać sobie pytanie: jak szybko licznik da� ży do 0. Potem to samo pytanie należy odnieść

do mianownika. Dok ladniej: dla jakiej liczby naturalnej n granica lim
x→0

(ln(cosx))5

xn jest skończona i różna

od 0. Jeśli taka liczba istnieje, to be� dziemy mówić, że licznik da� ży do 0 tak szybko jak xn . Wiemy, że

ln(1+y) = y+r(y) , gdzie r jest taka� funkcja� , że lim
y→0

r(y)
y = 0 – wynika to z wzoru Taylora zastosowanego

do funkcji ln w punkcie p = 1 i n = 1 , czyli z wzoru na pochodna� logarytmu. Jednocześnie zachodzi

równość cosx = 1 − 1
2x

2 + %(x) , gdzie % jest taka� funkcja� , że lim
x→0

%(x)

x2
= 0 – znów stosujemy wzór

Taylora, tym razem chodzi o funkcje� kosinus w punkcie 0, n = 2 .* Sta� d wnioskujemy, że ln (cosx) =

= ln
(
1− 1

2x
2 + %(x)

)
= ln

(
1 +

(
− 1

2x
2 + %(x)

))
= − 1

2x
2 +%(x)+r

(
− 1

2x
2 + %(x)

)
. Mamy lim

x→0

%(x)
x2 = 0

i lim
x→0

r(− 12x
2+%(x))
x2 = lim

x→0

r(− 12x
2+%(x))

− 12x2+%(x)
− 12x

2+%(x)

x2 = 0 ·
(
− 1

2

)
= 0 , wie� c lim

x→0

ln(cosx)
x2 = − 1

2 . Wykazalísmy

wie� c, że licznik zachowuje sie� jak (x2)5 = x10 . Teraz zajmiemy sie� kolejno poszczególnymi cz lonami mia-

nownika. Zaczniemy od x2−sin2 x . Mamy sinx = x− x33! + r̃(x) , gdzie
r̃(x)

x3
−→ 0 , gdy x −→ 0 . Wobec

tego zachodzi równość x2−sin2 x = x2−
(
x− x33! + r̃(x)

)2

= 2xx
3

3! +r̂(x) , gdzie przez r̂(x) oznaczylísmy

sume� wszystkich pozosta lych (niezredukowanych) sk ladników tj. −
(
x3

3!

)2

−(r̃(x))
2−2xr̃(x)+2x

3

3! r̃(x) .

Jasne jest, że lim
x→0

r̂(x)

x4
= 0 . Sta� d  latwo wynika, że lim

x→0

x2 − sin2 x

x4
= 2

1

3!
=

1

3
. Jasne jest, że

lim
x→0

tg x

x
= 1 , wie� c lim

x→0

tg2 x

x2
= 1 . Pozosta l ostatni czynnik mianownika. Zastosujemy wzór Mac-

laurina dla funkcji kosinus i n = 2 . Mamy cosx = 1 − x22! + %̃(x) , gdzie %̃ jest taka� funkcja� , że

lim
x→0

%̃(x)

x2
= 0 (w rzeczywistości dzie� ki temu, że wiemy jak przedstawić można funkcje� kosinus w postaci

sumy szeregu pote� gowego, możemy napisać, że %̃(x) = x4

4! − x
6

6! + · · · ). Wobec tego cosx − cos(2x) =

1− x22! +%̃(x)−
(

1− (2x)2

2! + %̃(2x)
)

= 3
2x

2+%̂(x) , gdzie %̂ jest taka� funkcja� , że lim
x→0

%̂(x)

x2
= 0 . Wobec tego

lim
x→0

cosx− cos(2x)

x2
=

3

2
, zatem lim

x→0

(cosx− cos(2x))2

x4
=

9

4
. Pozosta lo stwierdzić, że szukana granica

to
(− 12 )5

1
3 ·1· 94

= − 1
24 . Poste� powanie nasze polega lo tu na tym, że zaste� powalísmy funkcje sinus, kosinus,

logarytm naturalny wielomianami odpowiedniego stopnia, co u latwia lo obliczanie granicy. Można za-

stosować regu le� de l’Hospitala zamiast wzoru Taylora, ale wzór Taylora jest wygodniejszy i nie wymaga

wie� kszego namys lu.

W ostatnim przyk ladzie pojawia ly sie� w dużych ilościach funkcje, których dok ladne definicje nie

mia ly żadnego znaczenia: r , % , r̃ , %̃ , r̂ , %̂ . Istotne by lo jedynie to, że po podzieleniu przez odpowiednia�
pote� ge� funkcji x granica� każdej z nich przy x −→ 0 by la liczba 0. Zwykle nie wprowadza sie� tylu ozna-

czeń. Stosowany jest symbol o . Przyjmujemy mianowicie naste� puja� ca� umowe� : piszemy f(x) = o(g(x))

przy x −→ p wtedy i tylko wtedy, gdy lim
x→p
f(x)

g(x)
= 0 . Można wie� c napisać np. ln(1 + y) = y + o(y)

przy y −→ 0 , bo lim
y→0

ln(1 + y)− y
y

= 0 . Można też napisać, że x10 = o(ex) przy x −→ +∞ , bo

lim
x→∞

x10

ex
= 0 . Mamy również sinx = x− x

3

3!
+ o(x3) , cosx = 1− x

2

2!
+ o(x2) – to sa� oczywiste wnioski

z wzoru Taylora. Przy użyciu w laśnie wprowadzonego oznaczenia można zapisać twierdzenie Peano w

* Ponieważ ln(1+y)=y− 12y
2+··· , wie� c r(y)=− y22 + y

3

3 −··· . Analogicznie stosuja� c wzór cos x=1−x22! + x
4

4! −··· otrzymu-

jemy równość %(x)= x
4

4! − x
6

6! +··· .

67



naste� puja� cy sposób:

f(p+ h) = f(p) +
f ′(p)

1!
h+
f ′′(p)

2!
h2 +

f (3)(p)

3!
h3 + · · ·+ f

(n)(p)

n!
hn + o(hn) przy h −→ 0 .

Jasne jest, że jeśli f(x) = o(xk) przy x −→ 0 , to xnf(x) = o(xn+k) przy x −→ 0 . Jeśli f(x) = 0(xk)

przy x −→ 0 i g(x) = o(xn) przy x −→ 0 , to f(x)g(x) = o(xk+n) przy x −→ 0 oraz f(x) + g(x) =

o(xl) przy x −→ 0 , gdzie l = min(k, n) . W przypadku sumy rezultat nie jest oczywíscie „dok ladny”.

Może sie� zdarzyć, że suma da� ży do 0 „szybciej”, bo cz lony decyduja� ce o pre� dkości zbieżności moga�
sie� zredukować przy dodawaniu lub odejmowaniu. Pokażemy teraz jak przy użyciu symbolu o można

opisać rozwia� zanie zadania przedstawione w przyk ladzie 15.

15’. Mamy znaleźć granice� lim
x→0

(ln(cosx))
5

(x2 − sin2 x)
(
tg2 x

)
(cosx− cos 2x)2

. Skorzystamy z naste� puja� cych

równości ln(1 + x) = x+ o(x) , tg x = x+ o(x) , sinx = x− x
3

3!
+ o(x3) i cosx = 1− x

2

2!
+ o(x2) przy

x −→ 0 . Z tych równości wynika, że przy x −→ 0 zachodzi wzór ln(cosx) = ln(1 − x
2

2!
+ o(x2)) =

= −x
2

2
+ o(x2) + o

(
−x

2

2
+ o(x2)

)
= −x

2

2
+ o(x2) – ostatni wzór wynika sta� d, że lim

x→0

−x
2

2
+ o(x2)

x2
=

= −1

2
6= ±∞ . Rozumuja� c dalej w taki sam sposób otrzymujemy x2 − sin2 x =

= x2−
(
x− x

3

3!
+ o(x3)

)2

= x2−
(
x2 − 2x

x3

3!
+ o(x4)

)
=
x4

3
+o(x4) – nie jest oczywíscie istotne, czy

piszemy o(x4) czy też −o(x4) . Ponieważ tg x = x + o(x) , wie� c tg2 x = (x+ o(x))
2

=

= x2 + 2xo(x) + (o(x))2 = x2 + o(x2) . Przejdźmy do ostatniego etapu: cosx = 1 − x
2

2!
+ o(x2) ,

zatem cos 2x = 1 − (2x)2

2!
+ o((2x)2) = 1 − 2x2 + o(x2) . Odejmuja� c dwie ostatnie równości stronami

otrzymujemy: cosx− cos 2x =

(
−1

2
+ 2

)
x2 + o(x2) =

3

2
x2 + o(x2) . Sta� d zaś wynika, że

(cosx− cos 2x)
2

=

(
3

2
x2 + o(x2)

)2

=
9

4
x4 + 3x2o(x2) + (o(x2))2 =

9

4
x4 + o(x4) . Wobec tego

lim
x→0

(ln(cosx))
5

(x2 − sin2 x)
(
tg2 x

)
(cosx− cos 2x)2

= lim
x→0

(
−x

2

2
+ o(x2)

)5

(
x4

3
+ o(x4)

)
(x2 + o(x2))

(
9

4
x4 + o(x4)

) =

= lim
x→0

x10
(
− 1

2 + o(x2)
x2

)5

(
x4
(

1
3 + o(x4)

x4

))(
x2
(

1 + o(x2)
x2

))(
x4
(

9
4 + o(x4)

x4

)) =

= lim
x→0

(
− 1

2 + o(x2)
x2

)5

(
1
3 + o(x4)

x4

)(
1 + o(x2)

x2

)(
9
4 + o(x4)

x4

) =

(
− 1

2

)5
1
3 · 1 · 9

4

= − 1

24
.

W ten sposób  latwiej jest operować wzorem Taylora, obliczać granice itp. Jednak trzeba pa-

mie� tać o tym, że symbol o nie jest normalnym symbolem oznaczaja� cym funkcje� – to jest skrót zdania

mówia� cego, że iloraz dwu wielkości jest zbieżny do 0, np. z równości (prawdziwej) x − sinx = o(x2)

przy x −→ 0 wynika równość x − sinx = o(x) przy x −→ 0 , ale z tej drugiej równości pierwsza

nie wynika: pierwsza równość oznacza bowiem, że lim
x→0

x− sinx

x2
= 0 i z niej wynika oczywíscie, że

lim
x→0

x− sinx

x
= 0 , bo lim

x→0

x− sinx

x
= lim
x→0

(
x− sinx

x2
· x
)

= 0 . W przeciwna� strone� wnioskować nie
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można. Trzeba równość lim
x→0

x− sinx

x2
= 0 uzasadnić inaczej, można np. skorzystać z wzoru Maclaurina

dla funkcji x − sinx i n = 2 , druga pochodna tej funkcji w punkcie 0 jest równa 0, wie� c pierw-

szy wielomian Taylora w punkcie 0 pokrywa sie� z drugim wielomianem Taylora w punkcie 0. Ogólnie

jeśli f(x) = o(x2) przy x −→ 0 , to również f(x) = o(x) przy x −→ 0 . Na odwrót być nie musi:

ln(1 + x) − x = o(x) , natomiast nie jest prawda� , że ln(1 + x)− x = o(x2) !

Warto stosować symbol o , ale trzeba umieć sie� nim pos lugiwać, wie� c studentom którzy maja� k lopoty

z analiza� matematyczna� polecam go z dużymi zastrzeżeniami, ci którzy dobrze zrozumieli poje� cie granicy

nie powinni mieć z nim problemów, pod warunkiem starannego prześledzenie kilku rozumowań.

16. Znajdziemy raz jeszcze granice� lim
x→0

e− (1 + x)
1/x

x
. Mamy (1 + x)

1/x
= e(1/x)·ln(1+x) =

= e(1/x)(x−x
2/2+o(x2)) = e1−x/2+o(x) = e · e−x/2+o(x) = e

(
1− x

2
+ o(x) + o

(
−x

2
+ o(x)

))
=

= e
(

1− x
2

+ o(x)
)

. Wobec tego lim
x→0

e− (1 + x)
1/x

x
= lim
x→0

e− e
(

1− x
2

+ o(x)
)

x
=

= lim
x→0

(
e

2
+
o(x)

x

)
=
e

2
, napisalísmy o(x) zamiast −e · o(x) , ale ta operacja jest dozwolona, bo

po pomnożeniu funkcji, której granica� jest 0, przez liczbe� , otrzymujemy znów funkcje� , której granica�
jest 0 .

Zajmiemy sie� teraz przez chwile� wypuk lościa� funkcji dwukrotnie różniczkowalnych. Przypomnijmy,

że funkcja różniczkowalna jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niemaleja� ca, ścísle

wypuk la - wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest ścísle rosna� ca. Korzystaja� c z twierdzenia o mono-

toniczności funkcji różniczkowalnych stwierdzamy natychmiast prawdziwość naste� puja� cego twierdzenia:

Twierdzenie o wypuk lości funkcji dwukrotnie różniczkowalnych

Jeśli funkcja f jest określona na przedziale otwartym i jest dwukrotnie różniczkowalna w każdym

punkcie tego przedzia lu, to jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy jej druga pochodna f ′′ przyjmuje

jedynie wartości nieujemne.

Dwukrotnie różniczkowalna funkcja określona na przedziale otwartym jest ścísle wypuk la wtedy i tylko

wtedy, gdy jej druga pochodna f ′′ jest nieujemna i w każdym przedziale zawartym w jej dziedzinie

znajduje sie� co najmniej jeden punkt, w którym druga pochodna f ′′ jest dodatnia.

W istocie rzeczy badaja� c wypuk lość funkcji w poprzednim rozdziale już stosowalísmy to twierdzenie.

W niektórych przypadkach uzasadnienia wypuk lości mog lyby zostać nieznacznie skrócone, gdybyśmy

powo lywali sie� wprost na twierdzenie o wypuk lości funkcji dwukrotnie różniczkowalnych. Zache� camy

czytelnika do ponownego prześledzenia podanych wcześniej przyk ladów. Teraz natomiast sformu lujemy

twierdzenie, które w wielu przypadkach pozwala na  latwe znajdowanie punktów przegie� cia funkcji wie-

lokrotnie różniczkowalnej.
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Twierdzenie o punktach przegie� cia funkcji wielokrotnie różniczkowalnych

1. Jeśli p jest punktem przegie� cia funkcji f , która jest dwukrotnie różniczkowalna w tym punkcie, to

f ′′(p) = 0 .

2. Jeśli funkcja f jest n–krotnie różniczkowalna w punkcie p , n > 2 i 0 = f ′′(p) = f (3)(p) = . . . =

= f (n−1)(p) i f (n)(p) 6= 0 , to jeśli n jest liczba� nieparzysta� , to p jest punktem przegie� cia funkcji f ,

jeśli natomiast liczba n jest parzysta, to p nie jest punktem przegie� cia funkcji f .

Dowód. 1. Z definicji punktu przegie� cia wynika, że istnieje liczba δ > 0 , taka że na jednym

z przedzia lów (p − δ, p] , [p, p + δ) f jest funkcja� wypuk la� , a na drugim – wkle� s la� . Dla ustalenia

uwagi przyjmijmy, że na przedziale (p − δ, p] funkcja f jest wypuk la, a na przedziale [p, p + δ) –

wkle� s la. Ponieważ f jest dwukrotnie różniczkowalna w punkcie p , wie� c jest różniczkowalna w punktach

pewnego przedzia lu o środku w punkcie p . Bez straty ogólności można przyja� ć, że tym przedzia lem jest

(p− δ, p+ δ) . Wobec tego na przedziale (p− δ, p] pochodna f ′ funkcji f jest niemaleja� ca i wobec tego

jej pochodna, czyli f ′′ , jest nieujemna w każdym punkcie, w którym jest określona, w szczególności

f ′′(p) ≥ 0 . Na przedziale [p, p+ δ) funkcja f jest wkle� s la i wobec tego f ′′(p) ≤ 0 . Ponieważ f ′′(p) ≤
0 ≤ f ′′(p) , wie� c f ′′(p) = 0 .

2. Zastosujemy wzór Taylora do funkcji f ′′ w punkcie p . Mamy f ′′(p + h) = f ′′(p) +
f (3)(p)

1!
h +

+ · · ·+ f
(n)(p)

(n− 2)!
hn−2+rn−2(h) = hn−2

(
f (n)(p)

(n− 2)!
+
rn−2(h)

hn−2

)
. Niech δ > 0 be� dzie taka� liczba� dodatnia� ,

że jeśli 0 < |h| < δ , to

∣∣∣∣
rn−2(h)

hn−2

∣∣∣∣ <
∣∣f (n)(p)

∣∣
(n− 2)!

. Liczby
f (n)(p)

(n− 2)!
+
rn−2(h)

hn−2
i
f (n)(p)

(n− 2)!
maja� wie� c taki

sam znak. Jeśli liczba n jest nieparzysta, to liczba hn−2 jest dodatnia dla dodatnich h i ujemna dla

h ujemnych. Wobec tego liczba f ′′(p+h) = hn−2

(
f (n)(p)

(n− 2)!
+
rn−2(h)

hn−2

)
jest na jednym z przedzia lów

(−δ, 0) , (0, δ) dodatnia, a na drugim - ujemna. Wobec tego na jednym z przedzia lów (p−δ, p] , [p, p+δ)

funkcja f jest ścísle wkle� s la, a na drugim – ścísle wypuk la. Wynika sta� d, że p jest punktem przegie� cia

funkcji f . Jeżeli natomiast liczba n jest parzysta, to wtedy funkcja f ′′ ma w punkcie p lokalne

ekstremum w laściwe, wie� c albo na ca lym przedziale (p − δ, p + δ) z wyja� tkiem punktu p funkcja f ′′

jest dodatnia, albo na ca lym przedziale p− δ, p+ δ funkcja f ′′ jest ujemna. W pierwszym przypadku

funkcja f jest ścísle wypuk la na ca lym przedziale (p−δ, p+δ) , a w drugim – ścísle wkle� s la. W żadnym

z tych przypadków p nie jest punktem przegie� cia funkcji f . Dowód zosta l zakończony.

Również to twierdzenie dobrze ilustruje schemat rozumowania przedstawiany w tym rozdziale:

funkcja f zachowuje sie� w dostatecznie ma lych otoczeniu punktu p tak jak funkcja
f (n)(p)

n!
hn w

otoczeniu 0 (reszta jest za ma la, by mieć istotny wp lyw na zachowanie sie� funkcji!).

17. Niech f(x) = x2(x − 6)2 . Sporza� dzimy wykres funkcji f . w tym celu ustalimy, na jakich

przedzia lach funkcja rośnie, na jakich maleje, na jakich jest wypuk la, na jakich jest wkle� s la, gdzie ma

lokalne ekstrema, gdzie punkty przegie� cia i znajdziemy asymptoty – oczywíscie cze� ść wymienionych

obiektów może nie istnieć. Obliczymy pochodne: f ′(x) = 2x(x − 6)(x + x − 6) = 4(x3 − 9x2 + 18x) ,

f ′′(x) = 12(x2 − 6x + 6) i f (3)(x) = 24(x − 3) . Pierwiastkami pierwszej pochodnej sa� liczby: 0, 3, 6;

drugiej: 3−
√

3 i 3 +
√

3 i wreszcie trzeciej: 3. Widać od razu, że w punktach zerowania sie� pierwszej

pochodnej druga przyjmuje wartości różne od 0, wobec tego we wszystkich tych punktach f ma lokalne

ekstrema w laściwe: w 0 i w 6 – lokalne minima w laściwe (bo f ′′(0), f ′′(6) > 0 ), a w 3 – lokalne maksi-
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mum w laściwe (bo f ′′(3) = −3 < 0 ). Ponieważ na przedzia lach (−∞, 0] , [0, 3] , [3, 6] i [6,∞) funkcja

f jest ścísle monotoniczna, bo w ich punktach wewne� trznych pierwsza pochodna jest różna od 0, wie� c na

przedzia lach (−∞, 0] i [3, 6] funkcja f maleje, a na przedzia lach [0, 3] i [6,∞) – rośnie. Podkreślmy,

że choć to bardzo  latwe, to jednak nie badalísmy znaku pierwszej pochodnej, bo uk lad lokalnych eks-

tremów wymusza stwierdzenia na temat wzrostu i spadku wartości funkcji. Oczywíscie w ostatecznym

rozrachunku wiemy, jaki jest ten znak (pochodna jest różna od 0 w punktach przedzia lu (−∞, 0) , funk-

cja maleje na tym przedziale, wie� c pochodna musi być ujemna, ale ten wniosek wycia� gne� lísmy stosuja� c
ogólne twierdzenia o zachowaniu sie� funkcji). Oczywíscie z definicji funkcji wynika natychmiast, bez

oblicznia pochodnych, że wszystkie jej wartości sa� nieujemne, wie� c 0 = f(0) = f(6) jest nie tylko lokal-

nie najmniejsza� wartościa� funkcji, ale również najmniejsza� ze wszystkich w ogóle. Inaczej jest z liczba�
81 = f(3) . W tym przypadku mamy do czynienia z minimum lokalnym: w f(9) = 81 · 9 > 81 , zatem

81 nie jest najwie� ksza� wartościa� funkcji, jest nia� jeśli ograniczymy dziedzine� do dostatecznie krótkiego

przedzia lu zawieraja� cego 3, zache� camy do sprawdzenia, że najwie� kszym przedzia lem, na którym funkcja

f przyjmuje swa� najwie� ksza� wartość w punkcie 3 i w żadnym innym jest (3−3
√

2, 3 + 3
√

2) . Ponieważ

w punktach zerowania sie� drugiej pochodnej trzecia przyjmuje wartości różne od 0, wie� c punkty 3−
√

3

oraz 3 +
√

3 sa� punktami przegie� cia funkcji f . Oczywíscie pierwszy z nich znajduje sie� mie� dzy 0 i

3, a drugi mie� dzy 3 i 6. Na pó lprostej (−∞, 3 −
√

3] funkcja f jest ścísle wypuk la, na przedziale

[3 −
√

3, 3 +
√

3] – ścísle wkle� s la, a na pó lprostej [3 +
√

3,+∞) znów ścísle wypuk la. jasne jest, że

funkcja nie ma asymptot pionowych (jest cia� g la w każdym punkcie prostej). Nie ma też ani poziomych

ani ukośnych, bo lim
x→±∞

(
x2(x− 6)2 − ax− b

)
= +∞ niezależnie od wyboru liczb a i b . Zakończylísmy

badanie funkcji i jesteśmy już w stanie narysować jej wykres.

18. Teraz zbadamy funkcje� √1− e−x2 . Wzór ten określa ja� na ca lej prostej, wie� c jest ona cia� g la.

Jest też różniczkowalna we wszystkich punktach x 6= 0 , bo dla takich punktów zachodzi nierówność

1− e−x2 > 0 , a na pó lprostej (0,+∞) funkcja pierwiastek kwadratowy jest różniczkowalna. Pierwsza

pochodna jest równa
xe−x

2

√
1− e−x2

. Jasne jest, że ten wzór nie dzia la w przypadku x = 0 . Spróbujmy

obliczyć pochodna� w punkcie 0 korzystaja� c bezpośrednio z jej definicji. Mamy

lim
x→0+

f(x)−f(0)
x = lim

x→0+

√
1−e−x2
x2 =

√
lim
x→0+

e−x2−1
−x2 = 1 ,

bo pierwiastek kwadratowy jest funkcja� cia� g la� (przedostatnia równość) oraz lim
x→0

ex−1
x = 1 (ostatnia

równość). W taki sam sposób stwierdzamy, że lim
x→0−

f(x)−f(0)
x = −1 . Oznacza to, że funkcja nie ma

pochodnej w punkcie 0, bowiem jednostronne pochodne sa� różne. Oznacza to, że w punkcie 0 wykres

„za lamuje sie� ”, lub też: „ma ostrze”. Znajdziemy druga� pochodna� :
f ′′(x) =

(
xe−x

2

√
1−e−x2

)′
=

(
xe−x

2
(

1− e−x2
)−1/2

)′
=

= e−x
2
(

1− e−x2
)−1/2

− 2x2e−x
2
(

1− e−x2
)−1/2

− x2e−2x2
(

1− e−x2
)−3/2

=

= e−2x2
(

1− e−x2
)−3/2 (

ex
2 (

1− 2x2
)
− 1 + x2

)
.

Wykażemy, że dla każdego x 6= 0 zachodzi nierówność f ′′(x) < 0 . Wystarczy wykazać, że jeśli y > 0 ,

to ey(1− 2y)− 1 + y < 0 , piszemy y zamiast x2 . Mamy (ey(1− 2y)− 1 + y)
′

=

= ey(1− 2y)− 2ey+ 1 = −2yey− ey+ 1 < 0 dla y > 0 , bo −ey+ 1 < 0 w przypadku y > 0 . Ponieważ

pochodna funkcji ey(1−2y)−1+y jest ujemna na pó lprostej (0,+∞) , wie� c funkcja ta jest maleja� ca na
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pó lprostej [0,∞) , a ponieważ jej wartościa� w punkcie 0 jest 0, wie� c jej wartości w punktach dodatnich

sa� ujemne.* Z tego, że druga pochodna jest ujemna na każdej z pó lprostych (−∞, 0) oraz (0,+∞)

wynika, że na każdej z pó lprostych (−∞, 0] , [0,+∞) funkcja f jest ścísle wkle� s la. Nie jest jednak ona

ścísle wkle� s la na ca lej prostej, choć jest cia� g la w punkcie 0! Jeśli δ > 0 , to odcinek  la� cza� cy punkty(
−δ,
√

1− e−δ2
)

i
(
δ,
√

1− e−δ2
)

leży nad wykresem (z wyja� tkiem końców) funkcji f zamiast pod

wykresem. Musia loby być odwrotnie, gdyby funkcja by la ścísle wkle� s la lub wkle� s la na ca lej prostej lub

choćby na przedziale [−δ, δ] .

19. Naszkicujemy teraz wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem f(x) =
5

√
7x2 − 3

9x2 − 4
zdefiniowanej

dla x 6= ±2

3
. Zadanie to mieli rozwia� zać studenci zaoczni we wrześniu 1996. Poza definicja� funkcji

podane by ly wzory na pierwsza� i druga� pochodna� tej funkcji:

f ′(x) = −0,4x
(
9x2 − 4

)−6/5 (
7x2 − 3

)−4/5
,

f ′′(x) = 0,24(315x4 − 91x2 − 20)
(
9x2 − 4

)−11/5 (
7x2 − 3

)−9/5

Studenci zostali poinformowani, że druga pochodna przyjmuje wartość 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x = ±
√

91 +
√

33481

630
≈ 0,659458 . Jasne jest, że f jest funkcja� parzysta� , tzn. f(−x) = f(x) dla

każdej liczby x z dziedziny funkcji f . Wobec tego jej wykres jest symetryczny wzgle� dem pionowej osi

uk ladu wspó lrze� dnych. Wystarczy wie� c badać f na jednej z pó lprostych

(
−∞, 2

3

)
,

(
2

3
,∞
)

oraz na

jednym z przedzia lów

(
−2

3
, 0

]
,

[
0,

2

3

)
. Trzeba wie� c ustalić na jakich przedzia lach funkcja f rośnie,

na jakich przedzia lach maleje, na jakich przedzia lach jest wypuk la, a na jakich – wkle� s la. Wyjaśnić,

w jakich punktach dziedziny funkcja ma pochodna� , a w jakich jej nie ma oraz obliczyć granice funk-

cji f , f ′ , f ′′ w końcach przedzia lów sk ladaja� cych sie� na ich dziedziny. Również ustalić, gdzie sa�
lokalne ekstrema i punkty przegie� cia. Z wzoru na pierwsza� pochodna� wynika, że jest ona określona dla

x 6= ±2

3
, ±
√

3

7
, przy czym nieistnienie pochodnej w punktach ±2

3
wynika z tego, że te punkty sa� poza

dziedzina� funkcji f i już to wystarcza, by nie mia lo sensu różniczkowanie funkcji w tych punktach.

W punktach ±
√

3

7
funkcja jest określona, wie� c teoretycznie nie ma przeszkód dla istnienia pochodnej,

jednak wzór nie dzia la, bo nie można podnieść liczby 0 do pote� gi o wyk ladniku ujemnym . Z wzoru na

pochodna� wynika jednak od razu, że lim
x→−
√

3/7

f ′(x) = +∞ oraz lim
x→
√

3/7

f ′(x) = −∞ . Sta� d, z definicji

pochodnej i twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej wynika, że f ′(±
√

3/7) = ∓∞ . Znaczy to, że

funkcja f nie jest w tych punktach różniczkowalna, bo choć pochodna istnieje, to jest nieskończona. W

szczególności w tych punktach wykres ma styczna� , tyle że – pionowa� . Funkcja f jest wie� c ścísle rosna� ca

na pó lprostej
(
−∞,− 2

3

)
oraz na przedziale

(
− 2

3 , 0
]

. Na przedziale
[
0, 23
)

oraz na pó lprostej
(

2
3 ,∞

)

funkcja f jest ścísle maleja� ca. Podkreślmy: funkcja rośnie na każdym z dwóch przedzia lów, ale nie na

ich sumie o czym przekonamy sie� za chwile� . Zacznijmy od oczywistego stwierdzenia:
3

7
<

4

9
. Wobec tego

funkcja f przyjmuje wartości dodatnie na pó lprostej (−∞,− 2
3 ) oraz na przedziale (−

√
3
7 , 0) . Mamy

* Można udowodnić, że ey(1−2y)−1+y<0 dla y>0 innymi metodami. Np. można wykorzystać wzór ey=
∑
∞

0

yn

n! –

otrzymamy po prostych rachunkach szereg, którego wszystkie wyrazy w przypadku y>0 sa� ujemne. Inna metoda to

stwierdzenie, że w przypadku y<1 zachodzi nierówność ey< 1
1−y , zatem dla wszystkich y∈IR zachodzi nierówność

ey(1−y)<1 , wobec tego ey(1−2y)−1+y=ey(1−y)−y(ey−1)−1<−y(ey−1)<0 dla y 6=0 .
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lim
x→−∞

5

√
7x2 − 3

9x2 − 4
= lim
x→−∞

5

√
7− 3/x2

9− 4/x2
=

5

√
7

9
. Dalej lim

x→− 23
−

f(x) = +∞ , bo f(x) > 0 na pó lprostej

(−∞,− 2
3 ) i licznik da� ży do liczby różnej od 0, zaś mianownik do 0. Naste� pnie lim

x→− 23
+
f(x) = −∞ ,

bo tym razem funkcja jest ujemna, a licznik da� ży do liczby różnej od 0, podczas gdy mianownik – do

0. Zajmiemy sie� teraz wypuk lościa� funkcji f . W tym celu ustalimy, gdzie jej druga pochodna f ′′ jest

dodatnia, gdzie – ujemna. We wzorze na f ′′ wyrażenia 7x2 − 3 oraz 9x2 − 4 podnoszone sa� do nie-

parzystych pote� g, naste� pnie z otrzymanych wyników wycia� gany jest pierwiastek stopnia nieparzystego.

Wynika sta� d od razu, że na każdym z kolejnych przedzia lów

(
−∞,−2

3

)
,


−2

3
,−

√
91 +
√

33481

630


 ,

(
−
√

91 +
√

33481

630
,−
√

3

7

)
i

(
−
√

3

7
, 0

)
pochodna f ′′ ma inny znak: na pierwszym z wymienionych

przedzia lów jest dodatnia, na drugim – ujemna, na trzecim – dodatnia i wreszcie na czwartym ujemna.

Wynika sta� d, że na pó lprostej

(
−∞,−2

3

)
i na przedziale

[
−
√

91 +
√

33481

630
,−
√

3

7

]
funkcja f jest

wypuk la, a na każdym z przedzia lów


−2

3
,−

√
91 +
√

33481

630


 i

[
−
√

3

7
, 0

]
– wkle� s la. Wobec tego

punkty −
√

91 +
√

33481

630
i −
√

3

7
sa� punktami przegie� cia funkcji f , −2

3
punktem przegie� cia nie jest,

bo leży poza dziedzina� funkcji f (ponieważ nie istnieje granica lim
x→− 23

f(x) , wie� c nie można sensownie

dookreślić funkcji w tym punkcie!). Innych punktów przegie� cia nie ma: jedynym punktem, który jeszcze

nie zosta l zbadany jest 0 – można by pomyśleć, że z wkle� s lości funkcji f na przedziale
[
−
√

3
7 , 0
]

oraz z

parzystości wynika wkle� s lość funkcji na przedziale
[
−
√

3
7 ,
√

3
7

]
, tak jest, ale trzeba sie� jeszcze wyraźnie

powo lać na różniczkowalność funkcji f w punkcie 0 (por. przyk lad poprzedni, czyli 18.), jednak takiego

twierdzenie nie udowodnilísmy i prościej jest skorzystać z tego, że na przedziale otwartym
(
−
√

3
7 ,
√

3
7

)

druga pochodna f ′′ funkcji f jest ujemna. Z tego, co do tej pory uda lo sie� nam ustalić, wynika, że

prosta pozioma y = 5

√
7

9
jest asymptota� pozioma� funkcji f przy x −→ ±∞ , zaś proste pionowe

x = ±2

3
sa� obustronnymi asymptotami pionowymi funkcji f przy x −→ ±2

3
.

Uwaga: w istocie rzeczy nie trzeba w tym zadaniu wykonywać żadnych obliczeń świadcza� cych o tym, że

2

3
>

√
91 +
√

33481

630
>

√
3

7
– ta nierówność wynika z tego, że lim

x→− 23
+
f ′(x) = +∞ i lim

x→−
√
3
7

+
f ′(x) =

+∞ , wie� c na przedziale

(
−2

3
,−
√

3

7

)
pochodna f ′ musi najpierw maleć, a potem rosna� ć, co oznacza,

że druga pochodna musi przynajmniej w jednym punkcie tego przedzia lu przyja� ć wartość 0, jedy-

nym kandydatem jest punkt −
√

91 +
√

33481

630
. Zachodzi przybliżona równość

√
3

7
≈ 0,654653 , wie� c

różnica mie� dzy punktami

√
3

7
i

√
91 +
√

33481

630
jest mniejsza niż 0,01 , zatem może być przeoczona

przez program komputerowy rysuja� cy wykresy funkcji (jeśli nie zaża� damy odpowiedniej dok ladności w

tej okolicy!) . f(0,67) ≈ 1,288 , f(0,66) = −0,908 , wie� c w tym przypadku zmiana wartości argumentu

o 0,01 powoduje zmiane� wartości funkcji o oko lo 2,196 , wie� c ponad 200 razy wie� ksza� niż zmiana ar-
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gumentu. Rysuja� c wykres na papierze, przyjmuja� c np. że jednostka to 1 cm musimy zwracać uwage� na

przedzia ly d lugości 0,1 mm, co jest ma lo realne ze wzgle� du na grubość o lówka, linie na rysunku kom-

puterowym też musza� mieć jaka� ś grubość, wie� c jedyna rada, to obserwować okolice punktów przegie� cia

w dużym powie� kszeniu i zastosowaniu odcinków jednostkowych o różnych d lugościach na osiach: na osi

argumentów odcinek jednostkowy może być np. oko lo 200 razy d luższy niż odcinek jednostkowy na osi

wartości funkcji.

W ostatnio prezentowanych przyk ladach widać by lo, że w licznych przypadkach można omijać różne

obliczenia stosuja� c odpowiednie twierdzenia o charakterze ogólnym. Duża� role� w tych rozumowaniach

odgrywa wzór Taylora. Nasuwa sie� naturalne pytanie: czy nie można powiedzieć czegoś wie� cej o reszcie

rn przynajmniej w sytuacji, z która� cze� sto mamy do czynienia, mianowicie w przypadku funkcji, która

ma wie� cej pochodnych w otoczeniu punktu p niż n . Okazuje sie� , że coś powiedzieć można, ale jednak

niezbyt dużo. Podamy przyk lad twierdzenia tego typu, jest ich oczywíscie wie� cej. Stwierdzić jednak

wypada, że pożytek z nich na ogó l nie jest zbyt wielki, zasadniczo rzecz biora� c twierdzenie Peano to

wszystko, co w przypadku ogólnym powiedzieć można.

Twierdzenie Lagrange’a o reszcie we wzorze Taylora

Niech f be� dzie funkcja� , która ma pochodna� rze� du n+ 1 w każdym punkcie pewnego przedzia lu otwar-

tego zawieraja� cego p . Wtedy dla każdego punktu x z tego przedzia lu istnieje punkt yx leża� cy mie� dzy

punktami x i p , dla którego zachodzi równość rn(x− p) =
f (n+1)(yx)

(n+ 1)!
(x− p)n+1 .

Dowód. Niech h(t) =

(
f(x)− f(p)− f

′(p)

1!
(x− p)− · · · − f

(n)(p)

n!
(x− p)n

)
(x− t)n+1 −

− (x− p)n+1

(
f(x)− f(t)− f

′(t)

1!
(x− t)− · · · − f

(n)(t)

n!
(x− t)n

)
.

Mamy h(x) = 0 = h(p) . Ponieważ funkcja f ma w przedziale o końcach x , p n+ 1 –a� pochodna� , wie� c
funkcja h jest różniczkowalna na tym przedziale, a ponieważ przyjmuje równe wartości w jego końcach,

wie� c w pewnym punkcie wewne� trznym yx tego przedzia lu zachodzi równość h′(yx) = 0 . Mamy wzór:

h′(t) = −(n+ 1)(x− t)n
(
f(x)− f(p)− f

′(p)

1!
(x− p)− · · · − f

(n)(p)

n!
(x− p)n

)
+

+(x− p)n+1 f
(n+1)(t)

n!
(x− t)n . Z tego wzoru wynika od razu, że dla t = yx zachodzi równość:

f(x) = f(p) +
f ′(p)

1!
(x− p) + · · ·+ f

(n)(p)

n!
(x− p)n +

f (n+1)(yx)

(n+ 1)!
(x− p)n+1 ,

czyli w laśnie ta, która� chcielísmy otrzymać.

Podkreślmy raz jeszcze: pozornie dzie� ki temu wzorowi wiemy coś wie� cej o reszcie. K lopot polega

jednak na tym, że o punkcie yx wyste� pujacym we wzorze Lagrange’a nie wiemy nic, oprócz tego, że

leży mie� dzy p i x . To bardzo ogranicza możliwość wycia� gania wniosków ida� cych dalej niż te, które

wynikaja� z wzoru Peano. Oczywíscie czasem jest to możliwe. Jeśli np. f(x) = sinx , to dla dowol-

nego n ∈ IN mamy |f (n+1)(x)| ≤ 1 , bowiem z dok ladnościa� do znaku pochodna dowolnego rze� du

to sinus lub kosinus. Sta� d w szczególności wynika, że w przypadku funkcji sinus zachodzi nierówność

|rn(h)| ≤ 1

(n+ 1)!
|h|n+1 . Otrzymalísmy wie� c konkretne oszacowanie, jakiego z pewnościa� nie da sie� uzy-

skać z wzoru Peano. Przeczy to ostrzeżeniom wypowiadanym przed chwila� , ale tylko pozornie. W tym

konkretnym przypadku istota� by la dodatkowa wiedza o pochodnych dowolnego rze� du badanej funkcji i
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to ona w po la� czeniu z wzorem Lagrange’a pozwoli la na wycia� gnie� cie dalej ida� cych wniosków.

20. Zdefiniujmy funkcje� f wzorami

f(x) =

{
e−1/x, if x > 0;
0, if x ≤ 0.

Jest jasne, że w każdym punkcie, być może z wyja� tkiem punktu 0, funkcja ta ma pochodne wszystkich

rze� dów, czyli jest różniczkowalna nieskończenie wiele razy. W punkcie 0 sytuacja nie jest już jasna, bo

z prawej jego strony funkcja jest zdefiniowana inaczej niż z lewej, co mog loby powodować k lopoty z

cia� g lościa� lub różniczkowalnościa� . Wykażemy poniżej, że w rzeczywistości funkcja f również w punkcie

0 jest różniczkowalna nieskończenie wiele razy oraz że f (n)(0) = 0 dla każdej liczby naturalnej n .

Wyniknie sta� d, że wielomiany Maclaurina tej funkcji sa� funkcjami zerowymi, a wie� c dla każdego natu-

ralnego n zachodzi równość f(x) = rn(x) , oczywíscie chodzi tu o reszte� we wzorze Maclaurina, czyli

rn(x) = f(x)−f(0)− f
′(0)

1!
x− f

(2)(0)

2!
x2−· · ·− f

(n)(0)

n!
xn . Oznacza to, że w tym konkretnym przypadku

pomijanie reszty może być pozbawione sensu, bo w niej sa� zawarte wszystkie informacje o funkcji f !

Przyk lad ten omawiamy po to tylko, by przestrzec czytelników, że każda metoda ma swoje ogranicze-

nia, że stosuja� c twierdzenia poprawnie, tj. wtedy, gdy ich za lożenia sa� spe lnione możemy dochodzić do

dziwnych wniosków lub ma wniosków ma lo interesuja� cych. Po tych pesymistycznych uwagach zajmiemy

sie� wykazaniem równości f (n)(0) = 0 .

Dla n = 0 równość ta jest bezpośrednim wnioskiem z określenia funkcji f w punkcie 0: f (0)(0) =

f(0) = 0 . Jest też jasne, że lim
x→0−

f(x) = 0 – dla x < 0 jest f(x) = 0 . Mamy też lim
x→0+

f(x) =

lim
x→0+

e−1/x = 0 . Wykazalísmy, że funkcja f jest cia� g la w punkcie 0. Zauważmy teraz, że dla dowol-

nego x < 0 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równość f (n)(x) = 0 , pochodna funkcji sta lej

jest równa 0, wartość pochodnej w punkcie zależy jedynie od zachowania sie� funkcji w otoczeniu tego

punktu, w naszym przypadku rozpatrujemy chwilowo funkcje� f na pó lprostej (−∞, 0) .Teraz przenie-

siemy sie� na pó lprosta� (0,∞) . W tym przypadku mamy f(x) = e−1/x , f ′(x) =
1

x2
e−1/x , f ′′(x) =

(
1

x4
− 2

x3

)
e−1/x , f (3)(x) =

(
1

x6
− 6

x5
+

6

x4

)
e−1/x , . . . . Jasne jest, że dla każdej liczby naturalnej n

istnieje wielomian wn stopnia 2n , taki że f (n)(x) = wn

(
1

x

)
e−1/x , np. w1(y) = y2 , w2(y) = y4−2y3 ,

w3(y) = y6−6y5 +6y4 . Sta� d od razu wynika, że lim
x→0+

f (n)(x) = lim
y→∞

wn(y)

ey
= 0 . Z definicji pochodnej

i twierdzenia o wartości średniej wynika wie� c od razu, że f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim
x→0
f ′(cx) = 0 ,

gdzie cx jest punktem leża� cym mie� dzy 0 oraz x , w szczególności |cx| < |x| . Analogicznie korzystaja� c
z już otrzymanego wyniku wnioskujemy, że f ′′(0) = 0 itd. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga. Funkcja opisana w przyk ladzie 20 może wydawać sie� nieco dziwna. Warto zaznaczyć, że

takie zachowania sie� funkcji nie sa� możliwe w przypadku tzw. funkcji analitycznych, tj. takich funkcji

nieskończenie wiele razy różniczkowalnych , które w pewnym otoczeniu dowolnie wybranego punktu

dziedziny sa� równe sumie swego szeregu Taylora. W takim przypadku zerowanie sie� wszystkich po-

chodnych w pewnym punkcie powoduje, że funkcja jest sta la w otoczeniu tego punktu, co jak widać z

poprzedniego przyk ladu nie musi mieć miejsca w przypadku funkcji różniczkowalnej nieskończenie wiele

razy. Istnienie takich funkcji nieskończenie wiele razy różniczkowalnych zauważone zosta lo nie od razu,

sta ly sie� one istotnym narze� dziem wspó lczesnej matematyki.
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Na tym kończymy przegla� d zagadnień zwia� zanych z wielokrotnym różniczkowaniem funkcji.

Informacja: wzór z reszta� ogólniejszej postaci (Schlö milcha–Rocha) znajduje sie� w ksia� żce G.M.Fich-

tenholza, „Rachunek różniczkowy i ca lkowy”, tom 1.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Każdy wielomian o wspó lczynnikach zespolonych, stopnia nie mniejszego od 1, ma co najmniej

jeden pierwiastek zespolony.

Dowód. Niech w(z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn , przy czym n ≥ 1 i an 6= 0 . Istnieje liczba r > 0 ,

taka że jeśli |z| ≥ r , to |w(z)| > |a0| = |w(0)| , np. r = 2 +
2|a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an−1|

|an|
. Jeśli

bowiem |z| ≥ r , to |z| ≥ 2 > 1 i wobec tego

|w(z)| = |a0 + a1z + · · ·+ anzn| ≥ |anzn| − |a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1| ≥

≥ |an||z|n −
(
|a0|+ |a1||z|+ · · ·+ |an−1||z|n−1|

)
≥ |an||z|n − |z|n−1

(
|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1||

)
=

= |z|n−1

(
|an||z| −

(
|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|

)
>

>
(

(2|a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an−1|)− (|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|)
)

= |a0| . Z twierdzenia

Bolzano–Weierstrassa wynika, że z cia� gu liczb zespolonych (zn) o module ≤ r można wybrać podcia� g
zbieżny do pewnej granicy g i wtedy oczywíscie |g| ≤ r . Sta� d wynika od razu, że istnieje |z0| , takie

że |z0| ≤ r , |z| ≤ r ⇒ |w(z0)| ≤ |w(z)| , czyli |w(z0)| jest najmniejsza� wartościa� funkcji |w| na kole o

promieniu r i środku w punkcie 0 . W szczególności |w(z0)| ≤ |w(0)| = |a0| i wobec tego również dla

|z| ≥ r zachodzi nierówność |w(z)| ≥ |a0| ≥ |w(z0)| . Oznacza to, że |w(z0)| jest najmniejsza� wartościa�
funkcji |w| na ca lej p laszczyźnie. Wykażemy, że w(z0) = 0 . Przyjmijmy, że z = z0 +h . Wtedy możemy

napisać w(z) = w(z0 + h) = b0 + b1h+ b2h
2 + · · ·+ bnhn , gdzie b0 = a0 + a1z0 + · · ·+ anzn0 = w (z0) ,

b1 = a1 + 2a2z0 + · · · + nanzn−1
0 = w′ (z0) , . . . , bn = an = 1

n!w
(n)(z0) . Z za lożenia, że stopień

wielomianu równy jest n wynika, że 0 6= an = bn . Niech m be� dzie najmniejsza� liczba� ≥ 1 taka� , że

bm 6= 0 . Za lóżmy, że w(z0) 6= 0 . Wtedy można napisać w(z0) = b0 = |b0| · eiϕ dla pewnego ϕ ∈ IR .

Mamy dalej |w(z)| = |b0+bmh
m+bm+1h

m+1+· · ·+bnhn| . Niech % < 1 be� dzie liczba� dodatnia� mniejsza�
niż 1

2 |b0| i niech h = % · eiϕ+πm . Wtedy
∣∣b0 + bmh

m
∣∣ =

∣∣|b0| · eiϕ + %mei(ϕ+π)
∣∣ =

∣∣|b0|eiϕ − %meiϕ
∣∣ =

∣∣|b0| − %m
∣∣∣∣eiϕ

∣∣ = |b0| − %m . Za lóżmy dodatkowo, że %
(
|bm+1|+ |bm+2|+ · · ·+ |bn|

)
< 1

2 . Mamy wtedy

|w(z)| =
∣∣b0 + bmh

m + bm+1h
m+1 + · · ·+ bnhn

∣∣ ≤
∣∣b0 + bmh

m
∣∣+
∣∣bm+1h

m+1 + · · ·+ bnhn
∣∣ =

= |b0| − %m −
∣∣bm+1h

m+1 + · · ·+ bnhn
∣∣ ≤ |b0| − %m −

(
|bm+1||h|m+1 + · · ·+ |bn||h|n

)
≤

≤ |b0| − %m+ |h|m+1
(
|bm+1|+ · · ·+ |bn|

)
= |b0| − %m + %m+1

(
|bm+1|+ · · ·+ |bn|

)
≤ |b0| − %m + 1

2%
m =

= |b0| − 1
2%
m < |b0| .

Okaza lo sie� , że wbrew za lożeniu |w(z0)| nie jest najmniejsza� wartościa� funkcji |w| . To kończy dowód

tego, że w(z0) = 0 . Twierdzenie zosta lo wie� c wykazane.

Wniosek z zasadniczego twierdzenia algebry

Każdy wielomian o wspó lczynnikach rzeczywistych, którego stopień nie jest mniejszy od 1, może być

przedstawiony w postaci iloczynu wielomianów rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego.

Dowód. Jeśli wspó lczynniki wielomianu w sa� liczbami rzeczywistymi, to w(z) = w(z) – pro-

sty dowód tej równości wykorzystuja� cy jedynie najprostsze w lasności sprze� żenia czytelnik przepro-

wadzi samodzielnie. Z tej równości wynika, że jeśli liczba zespolona z0 jest pierwiastkiem wielo-

mianu o wspó lczynnikach rzeczywistych, to również liczba zespolona z0 jest pierwiastkiem tego wielo-
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mianu. Wobec tego jeśli z0 /∈ IR , to wielomian w jest podzielny przez wielomian (z − z0)(z − z0) =

z2 − (z0 + z0)z + |z0|2 . Wspó lczynniki tego wielomianu sa� liczbami rzeczywistymi, wie� c w ten sposób

sprowadzamy problem do wielomianu stopnia o 2 mniejszego od w . Jeśli z0 jest liczba� rzeczywista� ,
to wielomian w jest podzielny przez wielomian z − z0 , wie� c w tym przypadku redukujemy problem

do wielomianu stopnia o 1 mniejszego od w . W obu przypadkach zmniejszamy stopnień interesuja� cego

nas wielomianu. Gdyby dowodzone twierdzenie nie by lo prawdziwe moglibyśmy za lożyć, że w jest wie-

lomianem najmniejszego stopnia, dla którego nie zachodzi teza. Po podzieleniu go przez wielomian

stopnia 1 lub otrzymujemy wielomian stopnia mniejszego, wie� c rozk ladalny, a to dowodzi, że każdy

wielomian o wspó lczynnikach rzeczywistych może być przedstawiony w postaci iloczynu wielomianów

stopnia pierwszego i drugiego o wspó lczynnikach rzeczywistych.
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