Analiza 1, cze$¢ czwarta

Kryterium Abela — Dirichleta
Niech (a,) bedzie malejacym ciagiem liczb dodatnich.
D. Jedli lim a, =0 i ciag sum czesciowych szeregu > b, jest ograniczony, to szereg > anb, jest zbiezny.
n—oo

A. Jedli szereg > b, jest zbiezny, to szereg > anb, tez jest zbiezny.

Dowdéd.
Niech s, = bg + by + by + - - - + b,, . Zachodzi réwnosé
Ung1bny1 +Gngobnyo - A kbnyr = (Sng1 = 50)ant1 + (Snp2 —Snp1)anp2+ 4 (Sngk = Snak—1)Antk =
:(3n+1 - Sn)(an+1 - an+2) + (5n+2 - Sn)(an+2 —Qpy3)+t (5n+k—1 - Sn)(an+k—1 —Qnik) +an+k(3n+k —8n) -
Jedli |s;] < M dla kazdej liczby j € N i jlin;oaj = 0, to |ant1bns1 + any2bnie + - + angkbnyr] <
SQM(|an+1 — Qo]+ |anso —anps| -+ |anir1 fan+k|) +2Mapntr =2Map41 — 0, zatem speliony
jest warunek Cauchy’ego zbieznodci szeregu > a,by, , co koniczy dowdd twierdzenia w przypadku Abela.
Jedli szereg > b, jest zbiezny a e jest liczba dodatnia, to dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n
nier6wnos¢ |s,y; — sp| < € zachodzi dla j =1,2,... (warunek Cauchy’ego). Wobec tego
|an+1bn+1 +antobpiat+-- '+an+kbn+k| < E(|an+1 - an+2| + |an+2 - an+3| +o |an+k—1 - an+k|) +elntk =

= Eanpy1 -

Wynika stad od razu, ze szereg > a,b, spelia warunek Cauchy’ego, jest wiec zbiezny. B

Przyklad 1.
Dla kazdej liczby z # 1 takiej, ze |z| = 1 szereg > % jest zbiezny. Wynika to z kryterium Dirichleta,

p

bowiem ciag (2422 +---+2""1), czyli ciag (5%

) jest ograniczony przez \1EZ| a ciag (%) jest malejacy

i zbiezny do 0. W
Przyklad 2.

oo
Szereg Z(Z)z” jest zbiezny bezwzglednie dla kazdej liczby a € C, jesli |z| < 1. Zachodzi bowiem wzdr
n=0

(w,11)2n+1

(Z)Zn

ktorej wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza niz 1. Z twierdzenia Cauchy’ego o mnozeniu szeregéw wynika, ze

n=0 \n

— |fl;+711 . z‘ — |z| < 1. Niech f(a) = Y2 (a)z”, z jest teraz ustalona liczba zespolona,

prawdziwy jest wzor
fla)f(b) =320, (g)zn D (Z)Zn =20 (Zg‘;o (j) (ni])) =300 (a:b)zn = fla+b),

bowiem Z?:o (‘;) (nij) = (a;rb) . Wykazemy, ze ta réwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb zespolonych

a,b. Gdy a i b sa liczbami naturalnymi wiekszymi od n, bo (1 + z)% - (1 + z)® = (1 + z2)%*°, zatem
wspOlczynniki po obu stronach przy z™ otrzymane po podniesieniu do poteg i wymnozeniu sa réwne. Obie
strony réwnosci Z?:o (‘;) (nﬁj) = (a:;b) mozna potraktowaé jako wielomiany zmiennej a, stopnia < n,
ich wartosdci pokrywaja sie w nieskonczenie wielu punktach, zatem te wielomiany sa réwne. Wobec tego
Z;.L:O (?) (nﬁj) = (“:b) dowolnego a € C, o ile b jest liczba naturalna > n. Teraz traktujemy obie stron
jako wielomiany zmiennej b, liczbe a ustalamy. Znéw obie strony sa wielomianami stopnia < n, ktérych
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warto$ci pokrywaja sie w nieskoriczenie wielu punktach (b > n, naturalne) i wobec tego pokrywaja, sie
zawsze.* H

Wykazemy teraz twierdzenie, z ktérego wynika miedzy innymi, ze jesli iloczyn Cauchy’ego dwéch sze-
regow jest zbiezny, to jego suma jest iloczyn sum mmnozonych szeregéw. Niech ag + a1 + as + - -+ oraz
bo+b1+ba+- -+ beda szeregami zbieznymi. Niech ¢, = agb, +a1b,_1+- -+ anbg. Oznaczmy sumy czesciowe
czesciowe tych szeregdéw przez : A, =ap+a1+--+an, By =bg+b1+---+b, oraz C, =cp+c1+---+cp .
Ciag (Cp) nie musi mieé¢ granicy, ma ja jesli np. co najmniej jeden z szeregéw > a,, Y b, jest zbiezny
bezwzglednie. Jednak zawsze zachodzi

Twierdzenie Cesaro.

n—oo N, 1 n—oo

lim (Co+Cit--+Cp)=lim A, lim By = an-» by.
n=0 n=0

Dowaéd.
Mamy C,, = agbg + (agb1 + a1bg) + (agbz + a1by + azbg) + - - - + (apby, + a1bp—1 + - - - anbo) =
=ag (bo+b1+- - +bn)+ai(bo+bi+ - +bu1)+ - +an1(bo+b1)+anby =
=aoB, +a1Bp-1+ -+ a,-1B1+ a,Bo
i wobec tego Co+Ci+---+C, =
= aoBo + (apB1 + a1By) + (agBz + a1B1 + a2Bo) + -+ - + (agBp + a1Bp—1 + -+ + an—1B1 + anBy) =
=By(ap+ar+as+---+ay)+Bi(ap+a+as+---+an)+--+ Bpag =
= BoA, + B1A,_1+ BsA, o+ ---+ B,Ap.
Niech € > 0. Niech A = i an, B = i by, iniech M > 0 bedzie taks liczba, ze dla kazdej liczby naturalne;j

n=0 n=0
n zachodza nieréwnosci |ag + a1 + -+ + an| < M, |bg+b1 4+ -+ b,| < M. Niech n. bedzie taka liczba
naturalna, ze dla n > n. zachodza nieréwnosci |A, — A| < 357 1 |Bn — B| < 157 - Niech wreszcie m. > n.

8M3n.
£

2M3n,
n+1

bedzie liczba, naturalng tak duza, ze dla n > m. zachodzi nieréwno$é

—1<n, czyli <Z.
Wtedy dla dowolnych numeréw i,j zachodza nieréwnosci |A; B; — AB| < |A;|- |B;| +]A| - |B] < 2M?2. Jedli
za$ i > mg oraz j > me, to |[A;Bj — AB| < |A; — Al - |Bj| +|A]l-|Bj = B| < 757 - M + M - ;57 = 5. Stad
za$ wynika, ze

(AoBy, + A1By—1+ -+ Ap_1B1 + AyBy) — AB| <

n+1
<o (|AoB,, — AB|+ |A1B,_1 — AB| +---+ |A,_1B1 — AB| + |A, By — AB|) <
< 1 (|AoBn — AB| + |A1By,—-1 — AB|+ -+ 4+ |An.—1Bn—n.+1 — AB|) +
+o —1i- T (|An.Bn—n. — AB| + |An.41Bp—n. -1 — AB|+ -+ |Ap_n.Bn. — AB|) +
+ ni 1 (|Ap—n.41Bn.—1 — AB| + -+ |An—1B1 — AB| + |A,By — AB|) <

* Mozna to tez wykazaé bezposrednio, np. indukcyjnie, do czego zachecam tych, ktérzy zbyt wprawni w rachunkach nie sa
i na dokladke nie dowierzajg abstrakcyjnym rozumowaniom, jednak do tych rozumowan trzeba si¢ powoli przyzwyczajac,
bo bez nich trudno zrozumie¢ matematyke.
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WykazaliSmy wiec, ze je$li n jest dostatecznie duze (n > m.), to

1

—n+1(CO+C—1+--~+Cn_1+Cn)—AB <e

a to oznacza, ze hm

n—_i_l(C()+C*1+ +Cpo1+C,)=AB. 1
Teraz znéw zajmiemy sie funkcja wyktadnicza o zespolonym wykladniku. Najpierw uogdlnimy nieco
twierdzenie o jednoznacznosci funkcji wyktadniczej.
Twierdzenie o jednoznacznos$ci zespolonej funkcji wykladniczej
Jedli funkcja f:C — C spelnia warunki
cl dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnoéé f(z +w) = f(z)f(w),
c2 dla dowolnego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi réwnosé
lim £Gn)=1 A,

n—oo  *n

to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwno$é f(z) = exp(Az) = e?*.

Dowadd.
Mozemy powtérzy¢ dowdd poprzedniej wersji twierdzenia, jednak postapimy nieco inaczej. Zdefiniujemy
pomocnicza funkcje g(z) = f(§), jesli A # 0. Mamy
g(z+w) = f(5) = (5 + %) = [(F) [(§) = 9(2) - g(w).
Jesli limz, =01 2z, # 0 dla n € N, to lim% = %- lim {Gn/A=1 %-A: 1. Wobec tego

n— 00 n—00 n nooo  #n/A

dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé e® = g(z). Stad wynika od razu, ze f(z) = f(ﬁ) =
g(Az) = e?*. Pozostal przypadek A = 0. Niech z € C\ {0}. Mamy hm % =01z #0dlaneN,

wiec lim ﬂﬂ)— = A = 0 Z lematu zespolonego o granicach n—tych poteg ciagéw szybko zbieznych do
n—oo
1 wynika, ze f(z) = [f(%)] [1 L Gt Z] 1, a to oznacza, ze dla kazdej liczby zespolonej z
n n—0o0
zachodzi 1éwnoéé f(z) =1=¢"*. M

Niech f(a) =307, (%)z" dla a,z € C, |z| < 1. W przykladzie 2 wykazaliSmy, ze szereg wystepujacy

w definicji funkcji f jest zbiezny bezwzglednie. Obliczymy granice lirr%) % .
a—

oo (oo} 1
Jedli a # 0, to T Z a—1)(a=2). (a7"+1)z" = Z(l—a) (1-9)... (1—%)% . Na tzw. ,chlopski

n=1 n=0

oo "
rozum” granica lirr%J % powinna wiec by¢ rowna % := L(z).* Wykazemy, ze hipotetyczna
a—

n=0
réwno$é rzeczywiscie ma miejsce. Dzieki temu, ze mLH <In (1 + i) < i , zachodza, nieréwnosci :

(L-a)(1-35)... (1 - 2)

< plal@ti+i++ Dy 2" o al(

|n+1

<(1+la) 1+l 0+l E <

) M lal(inm) M lalplaf 2
n+1 n+1 n+1 °

Jedli |a| < % ,to ellnlel < 2./n. Stad wynika bez trudu, ze jezeli € > 0, to istnieje liczba naturalna k taka,

*  Autor przypuszcza, ze w niektérych wsiach niektérzy chiopi (rolnicy) moga nie mie¢ pogladu w tej kwestii, np. z braku
zainteresowania nig



ze dla kazdego |a| < % zachodzi nier6wnos¢ (przypominamy, ze z nie zmienia sie!):

o0
n_n+1 n+1 k+1
S (1-a) (- 8). (18 EWE S BT §N e oy <e
n=k+1 n=k+1 n=k+1

Stad wynika, ze

o n_n+1 © n_n+1
(=) (- ) S - Y S

n=0

k
<2g+‘2[(17a)(1—%)_,_(1,%)71}% <3,

jesli tylko liczba § > 0 jest dostatecznie mata i |a| < . Oznacza to, ze

. fla)—1 - —1)nentt
PR IR
n=0

Z twierdzenia o jednoznacznosci zespolonej funkcji wykladniczej wynika, ze f(a) = e*L(#) dla kazdej liczby
zespolonej a. Dla a = 1 mamy eX*) = f(1) = 142z, zatem L(z) = In(1+2). Jedli liczba z jest rzeczywista,
to mamy do czynienia z logarytmem dobrze znanym, rzeczywistym. Jesli natomiast liczba z rzeczywista nie
jest, to wtedy jest to, jak sie okaze niebawem, jedna z nieskoriczenie wielu mozliwych wartosci logarytmu

zespolonego. Otrzymali$my wiec wzor

2 3 n 1

z z
In(l+z)=z— >+ 2 §
n(l+z)==z 5 T3 +

n=1

oraz

oo
Z (a) - f(a) _ eaL(z) — ealn(l-{-z) — (1 + Z)a

n=0

Z tych réwnosci wynika miedzy innymi, ze jesli |z| < 1, to e(1+2) = 1 4 2. Dodaé nalezy, ze réwnosé
ealn(l+z) — (1 4+ 2)* jest twierdzeniem w przypadku rzeczywistej liczby z, jezeli liczba z nie jest rzeczy-
wista, to nalezy te réwno$é¢ potraktowadé jako definicje potegi o podstawie 1 + z. Ogdlnie przyjmujemy, ze

w—=ewnz gdzie Inz oznacza dowolna liczbe zespolona, dla ktérej zachodzi wzér z = e™?. Kwestiami

z
tymi nie bedziemy sie zbyt dokladnie zajmowaé, bo na ogdt uzywana jest potega o podstawie e, inne by-
waja uzywane, ale nieporéwnanie rzadziej. Poza tym nie zbadalidémy jeszcze dostatecznie dokladnie wiasnosci
funkcji e*, wiec nie jesteSmy gotowi do jej stosowania.

Z réwnosci e™(1+2) = 1 4+ z wynika, ze kolo otwarte o $rodku w punkcie 1 i promieniu 1 sklada
sie z wartosci funkeji wykladniczej. Wynika réwniez, ze jesli |z1],]22] < 1 i In(1 + 2z1) = In(1 + z3), to
14 2z; = 0420 — n(+22) — 1 4 5 zatem z; = zp. Oznacza to, ze funkcja In(1 + z) zmiennej
z jest réznowartosciowa na kole otwartym {z: |z| < 1}. W szczegdlnosci 0 = In(1 + 0), zatem jesli
0= —Zzo:l% =In(1+2),to 2=0.

Powyzsze rozumowanie zastepuje przydiugie szacowania, ktorymi uraczytem Panstwa w trakcie wyktadu

osiagajac zreszta wynik stabszy od zaprezentowanego przed chwila. Przypomne je dla porzadku, choé¢ w ujeciu

tu prezentowanym sg zbedne. Jesli 0 < |z| < % , to
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= o = 2l 2<1|f|\z\> <zl 2(12_/23/3> = |z
Wynika stad, ze jesli 0< [2] < 2,t0 [z =5 + 5 —Z +--+[ 2 |z| = |5 5 +5 —% +---| > [z] - || = 0.
Kilka nastepnych wlasnosci funkcji zespolonej exp
c3. exp(z) = exp(z)dla kazdej liczby zespolonej z.
c4. Jedli y € R, to exp(iy) = exp (—iy).
c5. Jesli y e IR, to |exp(iy)|=1.
c6. |exp(z)| = exp(Rez) < exp(|z]) dla kazdej liczby zespolonej z.

c7. Jesli y € R, to |exp(iy) — 1] < |y

Dowdéd. Mamy exp(z) = nlLH;O (1 + %)n = nllngo(l + %)n = nlirrgo (1 + %)n = exp(z) . Wykazalismy c3.

7 tej wlasnosci c4 wynika przez podstawienie, a nastepna wlasno$é wynika stad, ze
| exp(iy)[* = exp(iy) - exp(iy) = exp(iy) - exp(—iy) = exp(iy + (~iy)) = exp(0) = 1.

Jedli z,y e R i z=¢e"T to |z| = ‘ex”y‘ = |ex| . ‘eiy‘ = €% ; oznacza to, ze wartos¢ bezwzgledna potegi
o wykladniku zespolonym i podstawie e zalezy jedynie od czeSci rzeczywistej wykladnika, czesé urojona
wyktadnika ma wplyw jedynie na argument potegi. Wlasnosé c.6 zostata udowodniona.
Wykazemy c¢7. Mamy
|exp(iz) — 1] = ‘exp iL) — 1‘ : ‘ex (sz) + exp <(" 2)233) +---+exp (%z:c) + 1‘ <

< ‘exp(i— — 1‘ (

)wc‘ —l—---—i—exp‘%ix‘ —|—1> :n‘exp(z’%) - 1‘ =

’LJ?

]
n—oo

exp(iZ) —1
:‘im p(‘z)
[

W ostatnim przejéciu granicznym skorzystaliSmy oczywiscie z wlasnosci ¢2. W ten sposéb zakoriczylisSmy
dowdéd. B

Niech zg = (\/_—l-z)—l mamy |2 \/_—i-z —1‘ [\/§—2) —|—1] =2—+/3 < 1, zatem liczba
1+ 29 = %(\/_ + i) jest wartoscig funkcji wykladniczej. Z tego, co przed chwila wykazaliSmy i z tego,
ze |%(\/§+ z)|2 = (@)2 + (%)2 = 1 wynika, ze liczba In(1 + z9) jest czysto urojona, bo ‘61“(14‘20)

=[1(V3+1i)|=1.

Definicja
Liczba 7 to liczba rzeczywista taka, ze §i = (i %) .
Z definicji tej wynika od razu, ze Zi = zp — 70 + 22 — 2 4 ... Przez chwile bedziemy korzystaé z

nieréwnosci: 1,73 < /3 < 1,74 oraz 1,41 < /2 < 1,42. Wynikaja one z tego, ze 1,732 = 2,9929 < 3 <

<3,0276 = 1,742 oraz 1,412 = 1 ,0881 < 2 < 1,0164 = 1,422 . Mamy
}77+4f+z (4— f)| _ 29—‘116\/5 < 29—121,73 - 033,

|20 — %
zatem |2 — 2| < /0,33 < 0,58.
Mamy tez |z0| = V2 -3 \/4 23 \/ (V312 _ \/— . Wobec tego

3 4 3 4 5 6 3
2z Zo N S E [20] |20/ lzol® | . [20] |20l [20] [20] . _ ol _
3 6 + ‘ S 3 + 4 + 5 + 6 + < 3 + 3 + 3 + 3 + 3

ot



— V2(v3-1)° _ V2(6v3-10) _  3vB-5_ _ (BVE-5)(V2+14vVE) _ 2v243v3-5-v6 _
6

T 2(2+vV2-V6) T 2(2+vV2—v6) T V2+1-vV3 2v2
<3(2-142+3-1,74—-5-24) =0,11.
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Stad [iZ|=|z0— 2+ -2 42204 | <|p-R|+|R-2+2-204...]<0,58+0,11=10,69.
2 3 4 5 6 3 4 5 6
Réwniez [if|=|z0— 2+ -2+ -2 | > 20— |- |2 -2+2 -2+ ]>053-0,11=042.

21T5 %

2

Poniewaz Tm (29 — &) = 4=¥8 > 1 - L™ 5 1 _ 044 = 0,56, wiec
22 3 4 5

4
5 6 3 4 6
ok Ay >0,56—|§l—%§+%—%+---\ >0,56—0,11 = 0,45. Z otrzyma-

5 =Im (ZQ -
nych nieréwnosci wynika, ze 0,45 < ¢ < 0,69, zatem 2,7 < m < 4,14. Oszacowania te w przysztosci zostana,
bardzo istotnie poprawione.
Definicja funkcji sinus i kosinus
sinz = 5- (exp(iz) — exp(—iz)), cosz = 3 (exp(iz) + exp(—iz)) dla kazdej liczby zespolonej z. M
Wzér Eulera
e’ = exp(iz) = cosz + isinz dla kazdego z € C.
Wzor ten jest natychmiastowa konsekwencja, definicji sinusa i kosinusa. B
7 tego, ze exp(iy) = exp(—iy) (wlasnos¢ c4) wynika, ze jesli y jest liczba rzeczywista, to cosy i siny
tez sa liczbami rzeczywistymi.
Podstawowe wlasnosci funkcji trygonometrycznych
tl. cos®z+sin?z =1 dla kazdej liczby zespolonej z.
t2. cos(z 4+ w) = coszcosw — sinzsinw dla dowolnych z,w € C.
t3. sin(z +w) =sinzcosw + coszsinw dla dowolnych z,w € C.
t4. nlirgo % =1 dla kazdego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0.

Pierwsze trzy wlasnosci sprawdzamy korzystajac bezposrednio z definicji. Sprawdzenie ostatniej prze-

prowadzimy dla przyktadu:
sin z,, exp(izn)—exp(—izn,) _

lim = lim >
izn

n—oo #n n— 00

Mozna wykazaé, ze wlasnosci t1 — t4 definiuja pare funkcji ztozona z kosinusa i sinusa.

1 300 exp(izn)—1 | 1 7: - exp(—izy)—1 _ 1 , 1 _

n—oo Zn n— o0 —1iZn

Kilka nastepnych wlasnos$ci sinusa i kosinusa

t5. cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz dla kazdej liczby zespolonej z.
t6. sinz *sinw = 2sin ZiQ“’ cos 5% | cosz + cosw = 2cos Zg“’ cos 5%,

zZ—w

cosz —cosw = —2sin sin 5% dla dowolnych z,w € C.

ztw
2

t7. |sinz —siny| < |z — vy, |cosz — cosy| < |x — y| dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y .
t8. Jesli 0 <y < V6, to siny > 0. Jesli 0 <y < V2, to cosy >0.
t9. Istnieje liczba dodatnia 3 taka, ze cos 5 =0 ijesli 0 <z < 7, to sinz > 0 oraz cosx > 0.

t10. sin§ = 1, na przedziale (0,7) funkcja sinus jest dodatnia, funkcja kosinus jest na przedziale [0, 7]

malejaca, cosm = —1, sinm = 0, na przedziale [0, 5] funkcja sinus jest rosnaca, na przedziale [, 5]
funkcja sinus maleje, sin 37” = —1, cos 37” = 0, na przedziale [37”, 27] funkcja sinus rosnie, sin 2w =0,

cos 2w = 1, na przedziale [r, 27| funkcja kosinus rosnie,

t11. Dla kazdej liczby zespolonej z zachodza réwnosci cos (z + 27) = cos z oraz sin(z + 27) = sin z.
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t12. Dla kazdej pary liczb rzeczywistych z,y takiej, ze z2+y? = 1, istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista
t €[0,27), taka ze & = cost i jednoczes$nie y = sint.

t13. Dla kazdej liczby zespolonej z zachodza réwnosci

(o] oo
3 5 7 2n+41 2 4 6 2n
Ny =y 20 4 2 _ 2 _§ _1)yn 22t 122 _1)nz
Smz=z—zg+tgyg -7+ = (1) Gnynr Oraz sinz=1— 5+ — G+ = Z( 1) 2n)l
n=0 n=0

Dowdd. Wiasnoéé t5 to natychmiastowa konsekwencja definicji sinusa i kosinusa, wlasnos¢ t6 mozna
wywnioskowa¢ z definicji — obliczenia sa bardzo proste lub z wlasnoéci t2 i t3 dokladnie tak, jak to czynia
autorzy podrecznikéw szkolnych.

Wiasnosé t7 wywnioskujemy z nieréwnosdci wykazanej wezesniej: |exp(iz) — 1| <|z| dla x € IR (c7).
Mamy bowiem |sinz—siny| < |exp(iz)—exp(iy)| = |exp(iy)|-|exp(iz—iy)—1| = |exp(i(z—y))—1| < |z—y].

Dowdd drugiej nieréwnoéci jest analogiczny.

Teraz wykazemy wlasnosé t13. Wynika ona z tego, ze sinz = %(eiz — e_iz) =

. 6 7 8 . 2 . .3 4 -3 6 LT 8
= R[(tie =g i g g i ) - (e R iy i g )] =
=z — ZS—? + g—? — W + - --. Drugi wzor wyprowadzamy w taki sam sposob.

Wykazemy wlasnos$¢ t8. Na mocy wykazanej juz wlasnosci t13 mamy

¥’ - v oyt oyl
smyfy73,+5,fﬁ+~~ i cosy=1—S+5 -5+
3 7

Jedli 0 <y <6, to y > % >y > %L > zatem siny = (y— %)+ (5 - %)+ >0.

I“% FEI

3 7
Jedli 0 <y <v2,to 1> 4 >7fl—!>y—!>---,zatem cosy=(1-%)+ (45 -%)+--->0.
Poniewaz 4 < %~0,69 = 1,035 < V2 < V6, wiec jedli 0 < y < 1,1to cosy > 01 siny > 0. Stad

wynika, ze sin(2y) = 2sinycosy > 0. Oczywiscie sin0 =0.

Jesli 0 <t <s< 7, to cost— COSS—QS]HTSIH‘S—H Oczywiécie 0 < Tt§%§§10<57t<s§g,
wiec cost — coss = QSIDTSID stt > (0. Poniewaz
cos T 4isin g = e'™/2 = im/6Hin/64im/6 — gin/6 . oim/6 . gim/6 — (@ + 1) =i, wiec cosZ =01ising =1.

™

Jedli 0 <t < 3, to cost > cos§ = 0. WykazaliSmy wigc, ze na przedziale [O, 5) kosinus jest dodatni.

Poniewaz 5 < V6, wiec na przedziale (0, %) sinus jest dodatni. Wynika stad, ze jedli 0 <t < s < m,

to cost — coss = 2sin 5t sin £ > 0. Oznacza to, ze funkcja kosinus maleje na przedziale [0,7]. Mamy

7 2
cosT = cos? 53— sin? 5 =—11 sinm = 2sin 5 cos 5 = 0. Wobec tego z nieréwnosci § < x < m wynika, ze
0 = cos§ > cosz > cosm = —1, wiec kosinus przyjmuje ujemne wartosci na przedziale (7, n]. Jesli wiec

0<z<y<7%,tosiny —sinz = 2sin 5= cos % > 0, a zatem funkcja sinus jest rosnaca na przedziale
[0,Z], podobnie, jesli 2 <z <y<m,to 0< 5L <2 i 2 <2 <7 zatem siny —sinz =

= 2sin ¥5* cos x+y < 0, zatem na przedziale [5, 7] funkcja sinus maleje. Zachowanie si¢ obu funkcji kosinus
i sinus na przedziale [7,27] mozna zbadaé stosujac wzory cos(z + 7) = coszcosm — sinxsinm = —cosz
oraz sin(z+m) = sinx cos m+cosx sinm = — sinx . To koficzy sprawdzenie prawdziwosci wlasnosci dziesiate;.
Wiasnoéé jedenasta wynika natychmiast z wzoréw cos(x + ) = — cosz oraz sin(z 4+ 7) = —sina, ktére juz

uzyskalismy.

Udowodnimy teraz dwunasta. Niech 2% +y? = 1, z,y € R. Niech z = x +yi. Jedli [z — 1| < 1, to

7



z = eM+G=D] istnieje wiec wtedy liczba rzeczywista t taka, ze z = e . Jedli i <z<1i0<y<i,

to (z—1)2 492 < (@ — 1)2 + (%)2) = 2 — /3 < 1, wiec istnieje liczba ¢t € R taka, ze © = cost i

§x§110§y<‘[toprzmeuJemyxlfw/H”ly /52

zatem istnieje liczba ¢ € R taka, ze x1 = cost, y; =sint. Wtedy

N[

jednoczes$nie y = sint. Jesli teraz
Oczywidcie @ <z <1i0<y <%,

cos(2t) = cos?t —sin’t = L — 152 = 3§ sin(2t) = 2sintcost = 2¢/ /58 = V1 —22 = \/y2 =y,
plus bo y > 0.* Powtdrzymy to rozumowanie zakladajac, ze —% <x<11i0<y. Definiujac =, = HT“’

iy = sz stwierdzamy, ze % <x1 <11y >0.Namocy juz udowodnionej czesci tezy stwierdzamy, ze

istnieje ¢t € R, takie, ze x1 = cost i y; = sint. Wynika stad, ze « = cos(2t) 1 y = sin(2t) . Teraz zakladamy,
Ze —1<2<1i0<y<1. Wtedy o1 = /332 €[0,1] i y1 = \/ge [0, 1], wiec na mocy poprzednio
wykazanej czesci tezy istnieje t € R takie, ze 21 = cost 1 y; = sint. Bez trudu stwierdzamy, ze x = cos(2t)
iy =sin(2t). Jedli y < 0, to definiujemy liczbe # tak, ze z = cost, —y = sint i zastepujemy ja liczba
t =t + 7. Poniewaz cos(t + 27) = cost i jednoczesnie sin(t+ 27) = sint, wiec zmiana argumentu t o 27
daje nastepny argument 7, dla ktérego spelnione sa réwnosci x = cos7 i y = sin7. Mozemy wiec znalezé
liczbe ¢t w przedziale [0,27). Jedli y > 0,to 0 <t < 7, jeSli y <0, to 7 <t < 2mw. Jedyno$é¢ ¢ w tym
przedziale wynika z tego, ze na przedziale [0, 7] funkcja kosinus jest $cisle malejaca, a na przedziale [, 2m)
— $cisle rosnaca. W ten sposéb udowodnilidémy wlasnosé dwunasta,.

Mamy teraz exp(wi) = cosm + isinm = —1, zatem
€ +1=0

Otrzymalismy zatem wzoér, w ktorym wystepuja pie¢ najwazniejszych liczb w matematyce.

sint
cost’

St " gect = i csct = te dwie ostatnie funkcje,

1
sint ? cost smt ’

Przypomnijmy, ze tgt = ctgt =
tzn. sekans i kosekans, w Polsce sa uzywane rzadko, ale sa kraje, w ktérych ich popularnosé jest wieksza.
Udowodnimy jeszcze dwie nieréwnosci

t14 [sint| <t dla kazdej liczby ¢t > 0; ¢ <tgt dla t € [0,F)

Dowadd.
Pierwsza nier6wnosé Wynika z wlasnodci t7: |sin t| = |sint —sin0] < |t — 0] = ¢ dla ¢t > 0. Zajmiemy sie
druga. Mamy tgt = m > 2tg L 5,bo 0 <5 <7, wiee 0< tg% < 1. Proste rozumowanie indukcyjne
przekonuje nas o tym, ze tgt > 2" tg 2% dla n =1,2,.... Poniewaz hm 2" tg L 5w = t lim ,2;” = t, wiec

n—oo 27

druga nier6wnosc¢ tez jest speliona.

* Wtiagnie przystepujemy do ,podwajania tuku”, ktéra to procedure powtérzymy kilka razy, az do pochlonigcia ,gérnego
pélokregu jednostkowego”.

*  Zaczelismy od kata 30° i mamy juz kat 60° , nastepny w kolejce to 120° .
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