Analiza 1, czes¢ trzecia

Ten tekst moze wymagaé jeszcze poprawek, ale juz wieszam, 20 listopada 2005

1. Definicja szeregu i szeregu zbieznego

Zajmiemy sie teraz ciagami nieskoniczonym, ale zapisywanymi w postaci sum. Niech (a,) bedzie dowol-
nym ciagiem liczb rzeczywistych. Szeregiem o wyrazach ag, ai, as, ... nazywamy ciag, ktérego kolejnymi
wyrazami sa sumy poczatkowych wyrazéw ciagu (an) : So = ag , $1 = ap+a1 , $2 = ag+ai1+as , .... Liczby

S0, S1, S2, ... Nazywane s sumami czeSciowymi szeregu o wyrazach ag , ay ,as , ... Szereg o wyrazach
o0

ag, a1, a2, ... oznaczamy symbolem ag+aj +az+ ... lub symbolem E an , czasem tez . a, , jesli nie jest
n=0

istotne od jakiego wyrazu rozpoczynamy sumowanie. Jedli ciag sum cze$ciowych szeregu ma granice, to na-
zywamy ja, sumgq szeregu, jesli suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, jesli suma szeregu
jest nieskoniczona lub jesli ciag sum czesSciowych szeregu nie ma granicy, to szereg nazywamy rozbieinym.

Jesli szereg ma sume, skonczona lub nieskonczona, to oznaczamy ja tak samo jak szereg: ag+ai +as + ...

lub i Ay, .
n=0

7 doswiadczenia wynika, ze w tym przypadku pewna dwuznaczno$¢ oznaczen nie prowadzi do nieporo-
zumien, a nawet jest ulatwieniem.

Tak jak w przypadku ciagdw numeracje wyrazéw mozna zaczynac¢ od dowolnej liczby catkowitej. Jesli
o0
rozpoczynamy od liczby k, to stosujemy oznaczenie ag + ax4+1 + ... lub Z A -
n==k

Czytelnik moze nieco zaskoczony tym, ze rozpoczynamy od definicji i to nieco przydlugiej. Ot6z pojecie

o0
sumy nieskonczonej wymaga definicji: jaka ma by¢ wartosé sumy nieskonczonej Z(fl)" =

n=1
=1-141-141-14...?7? Moglaby byé réwna0,bo 1-1+1—-141-1+...=1-1)+(1-1)+...=

=0+0+.... Moglaby byé r6wnal,bo 1-14+1—-141-14... =14+ (-14+1)+(-14+1)+...=14+0+0+...

1
A moze nie 0 ani 1, lecz 3 bo przeciez sumujemy ciag geometryczny o ilorazie —1, a jak to mdéwiono w

szkole: suma nieskoriczonego ciqgu geometrycznego 1+ q+q>+ ... jest rowna . Faktem jest, ze wielu

absolwentéw szkdl érednich pamieta o tym, ze trzeba bylo zalozyé, ze || < 1, ale duza cze$¢ nie bardzo wie,

dlaczego takie zalozenie trzeba uczynié.

To nie jest jedyny problem. Rozwazmy sume 1 — % + % — % +....Niech s}, =1— % + % — i +
1 1
+ -+ (=1)""'1. Poniewaz P >0, wigc 81" > s3’ > 55’ > ... oraz sh < s) < s < ..., wiec

1
ciagi (sh,_1) i (sh,) maja granice. Mamy s5, | — sh, = —, zatem lim (s},_, — s5,) = 0. Wobec tego
2n n— o0

granice ciagéw (sh,_;) i (sh,) sa réwne i leza miedzy sy oraz s} . Oznacza to, ze ciag (s],) jest zbiezny

(oo}

i ze jego suma lezy w przedziale (%, 1). Mozemy to zapisaé tak: % < Z(fl)”% < 1. Teraz rozwazmy
n=1

szereg 1+ % — % + % + % — i + % + 1—11 — % +.... Wystepuja w nim te same wyrazy (skladniki) co w szeregu
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1— % + % — i +..., ale w innej kolejnosci: f% na trzecim miejscu zamiast na drugim, % —na drugim zamiast
na trzecim, —i — na szOostym zamiast na czwartym, % — na czwartym zamiast na piatym, % — na piatym

zamiast na siédmym, itd. Na tzw. zdrowy rozum suma nie powinna zaleze¢ od kolejnosci skltadnikow. Tak
oczywiscie jest w przypadku sumowania skonczenie wielu liczb. Przekonamy sie, ze nie dotyczy to szeregdw,

czyli sum nieskonczenie wielu skladnikéw. Rozwazmy kolejne grupy tréjsktadnikowe: 1+ % — % , % + % — i ,

% + 1—11 — % , ... Pierwsza grupa konczy sie skladnikiem —% , druga — skladnikiem —% , trzecia — sktadnikiem

—% itd. Wida¢ wiec, ze ostatni skladnik w m-tej grupie jest réwn —QLm. Bez trudu mozna stwierdzic,

%3 . Mamy

a jeszcze poprzedni, czyli pierwszy w grupie réwny jest -

11

2:2m—1 ~— 4m—1"
1 11 11 11 1 3
T T3 3 =TT dn T W3 I = @D T dm@a—s) - Wobec tego

ze poprzedni to

1143 1 .3 143 1
4n2  dn-4dn  dn(dn—1)  4dn(d4n—3) " 4dn-n  n?

— korzystaliSmy z tego, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodza podwdjne nieréwnodci
dn>4n—-1>3n>n 1 4n > 4n — 3 > n. Oznaczamy sume n pierwszych wyrazéw drugiego szeregu

przez s),. Mamy oczywiscie 0 < ;15 < S5(nt1) — S8n < <> . Wynika stad, ze ciag (s4,) jest Sciéle rosnacy i

dodatkowo

S <ttt <litfgtagt o mppm=lti-sti—stootoa=(2-3)<2.

n n
Wynika stad, ze ciag (S3n) jest Scisle rosnacy i ograniczony, wiec ma granice skoniczona. Jest ona wieksza
= & imniejsza niz 2. Poniewaz s%, | —s%, = #4—1 — 01 8340 — S8pi1 = ﬁ —0,
wiec ciagi (s4,41) 1 (s4.,.2) maja granice i to takie same jak ciag (s%,). Stad bezposrednio wy-
nika, ze ciag (s!') jest zbiezny do tej wspélnej granicy swych trzech podciagéw, ktére zawieraja, wszystkie

jego wyrazy. WykazaliSmy wiec, ze drugi szereg jest zbiezny. Poréwnamy teraz sumy obu szeregéw. Niech

/1 _ 1 1_ 1 "o 1_1 1,1 _1 I AN A B /"
s=1-5+5—-—3+..., 83, =1+5—5+z++% 4+....Zach0dzawzory8—nh_{{.losins —nh_{%osgn.

Zauwazmy, ze

1 11 1 1\ _ 1 i1 1 1 11
4n73+4n717%7(2n717%)74n73+4n71 2n—1 ~— 4n—3 s Rl ey in—2 —

2
- (4n73)1(4n72) - (4n71)1(4n72) = (4n—3)(4n—2)(4n—1) >0.

Wobec tego

2 1

3
/

" /
S3n T Son =

2 2 2
23 tsert -t (4n—3)-(4n—2)-(4n—1) 2 153 =

Ju—

Stad od razu wynika, ze ciag (s3, — s3,) jest Scisle rosnacy, zatem s” —s' > s5 — 55 = 3.

Okazalo sie wiec, ze zmiana kolejnosci wyrazéw szeregu, czyli zmiana kolejno$ci sumowania nieskonczo-
nego doprowadzita do zmiany sumy szeregu (suma urosta o wiecej niz % ). Mozna zmieni¢ kolejno$¢ wyrazéw
szeregu tak, by stal sie on rozbiezny, np. by ciag sum czeéciowych nie mial granicy albo by mial granice
nieskoniczona. Wskazuje to wyraznie na konieczno$é¢ sprecyzowania pojecia sumy nieskonczonej — od tego
zaczeliSmy ten rozdzial — a nastepnie wyjadnienia, jakie wlasnosci przystuguja nieskonczonym sumom, czyli
szeregom, bo przeciez wykazaliSmy juz, ze nie mozna automatycznie przepisywaé¢ summom nieskoriczonym
wiasnosci sum skonczonych Tym sie bedziemy zajmowaé w dalszym ciagu tego rozdziatu. Tematu nie wy-

czerpiemy, wykazemy jedynie kilka twierdzen, ktére powinny pomoc zrozumieé, jak mozna postepowac z
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szeregami w najprostszych sytuacjach.
Twierdzenie (laczno$é sumowania nieskoriczonego)

o0
Jesli szereg Z an jest zbiezny a ciag (k,) jest SciSle rosnacy, b, = ax, + @k, 41+ + ag, -1, ko =0,

n=0

o0
to szereg Z b, jest zbiezny.

n=0

o0 o0
Dowéd. Ciag sum czedciowych szeregu Z b, jest podciagiem ciaggu sum czedciowych szeregu Z an
n=0 n=0

bp =a0+a1+ -+ ag_1, bo+b1 =ap+ a1+ -+ ar,—1, itd. Jesli ciag jest zbiezny, to wszystkie jego
podciagi sa zbiezne do granicy tego ciagu. B

Twierdzenie to nie méwi nic o usuwaniu nawiaséw. Ogolnie rzecz biorac nawiaséw usuwaé nie wolno:
szereg (1-1)+(1—-1)+(1—-1)4+...=0+0+0+... jest zbiezny, natomiast po otwarciu nawiaséw

" w ogéle nie ma granicy, w

mamy do czynienia z szeregiem 1—1+1—1+1—1+..., ktérego wyraz (—1)
szczegolnodcei nie dazy do 0, wiec szereg ten jest rozbiezny. Czasem jednak nawiasy mozna usunacé¢. Mozna

to zrobié np. w przypadku, gdy wszystkie wyrazy szeregu sa tego samego znaku, np. wszystkie sa nieujemne.
o0

Wtedy bowiem ciag sum czesciowych szeregu Z an jest monotoniczny, wiec ma granice i jest ona réwna
n=0

granicy kazdego podciagu.
7 twierdzenie o granicy iloczynu ciagéw wynika od razu, ze po pomnozeniu wszystkich wyrazéw szeregu
zbieznego przez liczbe rzeczywista otrzymujemy szereg zbiezny.

Twierdzenie

o0 o0
Jesli szereg Z an jest zbiezny i c¢ jest liczba rzeczywista, to szereg Z(c - an) tez jest zbiezny i zachodzi

n=0 n=0

oo o0
réwnosé g (c-an)=c- E a, . l
n=0 n=0

Szeregi zbiezne mozna tez dodawac.
Twierdzenie (o dodawaniu szeregéw)
(o) (o) o0
Jesli szeregi g Gp 1 g b, sa zbiezne, to réwniez szereg E (an, + by) jest zbiezny i zachodzi réwnosé

n=0 n=0 n=0
o0

i(anern):ianJern.
n=0 n=0 n

=0
Twierdzenie to wynika natychmiast z twierdzenia o granicy sumy ciagdéw i tego, ze suma czesciowa

oo (oo} [e.e]
szeregu E (an, + by) jest réwna sumie sum cze$ciowych szeregdéw g Gp 1 E b,. N

n=0 n=0 n=0

oo (oo} oo
Szereg Z(an + b,) nazywamy suma, szeregow Z an, 1 Z b, .
n=0 n=0 n=0

Na razie twierdzenia o mnozeniu szeregdw nie przedstawimy — odkladamy to na pdzniej, bo jest ono

trudniejsze od teraz omawianych.



Wypada jeszcze stwierdzié, ze natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o szacowaniu z poprzedniego
rozdzialu jest nastepujace

Twierdzenie o poréwnywaniu sum szeregéw

o0 o0
Jesli szeregi Z a, oraz Z b, maja sumy i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$é¢ a,, < b, ,
n=0 n=0

oo oo
to Z an < Z by, , przy czym jezeli sumy sa skoriczone (czyli szeregi s zbiezne) i choéby dla jednej liczby

n=0 n=0
o0 o0
naturalnej n zachodzi nieréwnosé (ostral) a, < b, , to E an < E b, . 1
n=0 n=0

2. Warunek konieczny zbieznos$ci szeregu, szereg harmoniczny

Twierdzenie.

oo
Jesli szereg Z an jest zbiezny, to lim a, =0.
n—oo
n=1
Dowéd.
Mamy a, = s, — sn—1. Granica lim s, jest skoniczona, bo szereg jest zbiezny, wiec
n—oo

lim a, = lim (s, — $p—1) = lim s, — lim s,-1 =0. Dowdd zostal zakoriczony. B
n—oo n—oo n—oo n—oo

Twierdzenia tego odwrdécié nie mozna, co pokazuje nastepny przyktad.

Przyklad 0 — szereg harmoniczny

Zbadamy zbieznos¢ szeregu Z% . Oczywiscie lim % = 0. Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej k& > 1
n—oo
n=1
. . 1 1 1 1 1 1 : .
prawdziwa jest nieréwnosé pr el s R e S e el e g k - WE = 2 Stad wynika, ze
1,1, 1 941,909, 1_ 1, 1,1, 1,1, 1,1 1.1,9. 1,4 1_o1
1+’§4’§4’Z:>14*§4*2'Z—72, 1%’54*54*14*34’64*7‘¥§Z>1‘%§‘+2'Z‘¥4'§4—2§.
Jesli rozwazymy sume koniczaca sie na sktadniku % , czyli dopiszemy nastepna grupe utamkéw, ktorych sume
mozna oszacowaé z dohu przez % , to stwierdzimy, ze suma ta jest wieksza niz 3. Podobnie koniczac na é

L

otrzymujemy sume wieksza niz 3% , koriczac na otrzymujemy sume wieksza niz 4 itd. Widaé¢ wiec, ze

128
[e.e]

ciag sum czesciowych, ktory jest rosnacy, ma granice +oo. WykazaliSmy wiec, ze Z% = 400, co oznacza,
n=1

ze szereg nie jest zbiezny. W
o0
Zbadamy teraz zbiezno$¢ szeregu Z# . Podobnie jak w poprzednim przypadku wyraz ma granice 0:
n=1

lim n_12 = 0, wobec czego szereg ma szanse by¢ zbiezny. Wykazemy, ze jest zbiezny i ze jego suma nie jest

n—oo

wieksza niz 2.

Mamy n—12 < m = ﬁ — % dla n > 1. Wobec tego mozemy napisac:
1+1+1+ +1<1+1 1+1 1+1 1+ + ! 1—2 1<2
22 32 n? 1 2 2 3 3 4 n—-1 n = n 7
o0
7 otrzymanej nieréwno$ci wynika, ze Z# = lim (1 + 2% + 3% 4+ 4+ n—lz) < 2. WykazaliSémy wiec zbiez-
ot n—oo

nos¢ szeregu (ciag sum czesciowych jest ograniczony z géry i rosnacy). W



3. Szereg geometryczny

(o)
Szereg geometryczny Z q" jest rozbiezny, gdy |q| > 1.
n=0

Wiynika to stad, ze w tym przypadku ciag (¢™) nie ma skoriczonej granicy, a jesli ja, ma (gdy ¢ = 1), to jest

ona réozna od 0.

4. Szeregi o wyrazach dodatnich
Podamy teraz kilka twierdzen umozliwiajacych w najbardziej podstawowych przypadkach badanie zbiez-
nosci szeregéw o wyrazach nieujemnych. W tym przypadku ciag sum czedciowych jest niemalejacy, wiec ma

granice. Jedynym problemem jest to, czy ta granica, czyli suma szeregu jest skorniczona.
oo
Podalismy wczesniej dowdd rozbieznosci szeregu harmonicznego g % . Rozumowanie tam przeprowa-
n=1

dzone mozna zastosowal w wielu przypadkach. Sformutujemy teraz twierdzenie podane przez Cauchy’ego.
Stosowanie tego twierdzenia umozliwia czesto zastapienie badanego szeregu innym, w przypadku ktorego
badanie zbieznosci jest latwiejsze: nowy szereg albo jest ,szybciej” zbiezny, albo tez szybciej rozbiezny.

Kryterium o zageszczaniu
o0
Zalézmy, ze ciag (an) jest nierosnacy oraz ze jego wyrazy sa dodatnie. W tej sytuacji szereg Z an jest

n=0

oo
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Z 2"agn jest zbiezny.
n=0

Dowéd. Zalézmy, ze szereg ag + a1 + az + ... jest zbiezny. Trzeba wykazaé zbieznosé szeregu ag +
2a9 +4ay+8ag+ ... . Mamy 2a4 < asz+aq (bo ag <ag), dag < as+ag+ar+as (bo ag jest najmniejsza
z liczb as, ag, a7, ag), 8a1g < ag+ajp+---+ais+aig itd. Stad wynika, ze as + 2a4 +4ag +8a1+ ... <
as+as+as+as+ag+ay+ag+...<—+oo, czyli szereg as + 2a4 + 4ag + 8aig + ... ma skonczong sume.

Wobec tego po pomnozeniu go przez 2 otrzymamy szereg zbiezny, ale po pomnozeniu przez 2 otrzymujemy

(oo}
szereg 2as + 4ay + 8ag + 16a16 + . .., a to oznacza, ze szereg Z 2"agn jest zbiezny, a wobec tego réwniez
n=1
[ee]
szereg Z 2"agn jest zbiezny — zmiana skoriczenie wielu wyrazéw na zbiezno$é wplywu nie ma (moze mieé
n=0
jednak wplyw na warto$é sumy szeregu zbieznego).
Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone. Zakladamy, ze szereg ag + 2a2 + 4a4 + 8ag + ... jest

zbiezny. Mamy 2as > as + a3, 4aq4 > a4 + a5 + ag + a7, 8ag > ag + ag + - -+ + a4 + a15, itd. Stad wynika,

ze a1 +az+as+as+as+---+ayg+as+... <ag+ 2as +4ag + 8ag + ... < 400, co oznacza, ze szereg

o0 oo
Z an jest zbiezny, czyli réwniez szereg Z an jest zbiezny. Dowdd zostal zakonczony. B
n=1 n=0
W dowodzie kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu szacowaliSmy sume jednego szeregu przez sume dru-

giego, o ktérym wiedzieliSmy, ze jest zbiezny. Bardzo proste twierdzenia, ktore podamy za chwile, pokazuja,

jak mozna szacowaé¢ w wielu sytuacjach szeregi o wyrazach dodatnich.



Kryterium poréwnawcze
Zal6zmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnoéé¢ 0 < a,, < b,,. Wtedy

o0 o0
jesli szereg Z by, jest zbiezny, to rowniez szereg Z an jest zbiezny;

n=0 n=0

o0 o0
jesli szereg E an jest rozbiezny, to rowniez szereg g b, jest rozbiezny.
n=0 n=0

Dowéd. Zalézmy, ze nieréwnosé 0 < a, < b, ma miejsce dla n > k. Wtedy dla kazdego m > k

m m o0 o0
zachodzi nieréwnosé Z an < Z by, . Przechodzac do granicy przy m — oo otrzymujemy Z an < Z by .
n==k n=k n=k n=k

7 otrzymanej nieréwnosci obie czesci tezy wynikaja od razu — to, ze sumujemy od k zamiast od 0, nie
ma znaczenia, bo zmiana skoniczenie wielu wyrazéw szeregéw (np. zastapienie w obu szeregach wyrazéw o
numerach mniejszych niz k zerami) nie ma wplywu na ich zbieznoséé, choé¢ na ogét ma wplyw na wartosci
ich sum. Dowdd zostal zakonczony. B

To twierdzenie mozna skomentowad tak: szeregowi o mniejszych wyrazach jest tatwiej by¢ zbieznym niz
szeregowi o wiekszych wyrazach.

Asymptotyczne kryterium poréwnawcze

Zal6zmy, ze dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci 0 < a,, i 0 < b, oraz

o0

a

ze istnieje skonczona, dodatnia granica lim b_n . Przy tych zalozeniach szereg E an jest zbiezny wtedy i
n—oo n

n=0

o0
tylko wtedy, gdy szereg Z by, jest zbiezny.
n=0

Dowéd. Zatézmy, ze lim §= = g oraz ze 0 < g < +00. Niech ¢, d beda takimi liczbami rzeczywi-

n—o0 ’n

stymi, ze 0 < ¢ < g < d. Wtedy dla dostatecznie duzych n zachodza nieréwnosci 0 < b, i ¢ < Z—: <d.
Wobec tego dla dostatecznie duzych n mamy c¢- b, < a, < d-b, . Jesli szereg > a,, jest zbiezny, to szereg
>>c- b, jest zbiezny i wobec tego szereg > b, jest zbiezny. Jesli natomiast szereg > b, jest zbiezny, to
szereg > d - b, jest zbiezny i wobec tego szereg > a, jest zbiezny. Dowdd zostal zakoriczony. W

Zalozenie istnienia granicy skonczonej, dodatniej mozna interpretowac tak: wyrazy szeregéw daza do 0
w tym samym tempie (o ile do 0 daza), z tego zalozenia wynika, iz albo oba sa, zbiezne albo oba — rozbiezne.
Zanim przejdziemy do przykladéw podamy jeszcze jedna wersje twierdzenia pozwalajacego porownywac
szeregi o wyrazach dodatnich.

Drugie kryterium poréwnawcze

Zatézmy, ze od pewnego miejsca wyrazy szeregdw » . .a, i ». b, sa dodatnie oraz a;—:l < bz% . W tej

sytuacji ze zbieznosci szeregu . b, wynika zbieznosé szeregu Y a,, , za$ z rozbieznosci szeregu » . a,, wynika

rozbieznos¢ szeregu by, .

’ . s s 4 An4 bn+1 . . , : Qn41 an . . an
Dowéd. Nieréwnosé o < == mozna przepisa¢ w postaci -~ < Znaczy to, ze ciag ( bn)
jest nierosnacy i ma wyrazy dodatnie, wiec jest tez ograniczony z géry przez pewna, liczbe rzeczywista M > 0

(jedli ,od pewnego miejsca” znaczy ,od poczatku”, to mozna przyjaé, ze M = ‘Z—g ). Wobec tego ma miejsce
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nierownos¢ 0 < a,, < M - b,,. Z tej nieréwnodci i z kryterium pordéwnawczego teza wynika natychmiast.
Dowdéd zostal zakoriczony. B

Na ostatnig wersje kryterium poréwnawczego spojrzeé¢ mozna tak: wyrazy szeregu Y. a, daza do 0
szybciej niz wyrazy szeregu » b, , wiec jesli szereg > b, jest zbiezny, to réwniez szereg > a, jest zbiezny,
jesli natomiast szereg > a, jest rozbiezny, to réwniez szereg > b, jest rozbiezny — oczywiscie myslimy tylko
o szeregach, ktorych wyrazy daza do 0, bo inne sa rozbiezne.

Podamy teraz kilka przyktadow szeregdéw zbieznych i rozbieznych.

Przyklad 1.

o0
Szereg Zn%, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

n=1

Dla dowodu zastosujemy kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu. W przypadku p < 0 wyraz szeregu nie

dazy do 0, wiec szereg jest rozbiezny. Natomiast w przypadku p > 0 wyrazy szeregu daza do 0 i tworza

ciag malejacy, wiec zamiast szeregu Y . a, mozna badaé szereg 2" (Qi)p => (2p}1)n . Otrzymalismy wiec

1

szereg geometryczny o ilorazie s;—7 . Ten iloraz jest zawsze dodatni. Jest mniejszy niz 1 wtedy i tylko wtedy,

gdy p > 1. Dowdd zostal zakoniczony. B

Przyklad 2.

(oo}
Szereg Zm jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1.

n=2

Dowdéd przebiegnie tak, jak w przykladzie poprzednim: dla p > 0 zastosujemy kryterium Cauchy’ego o

zageszczaniu. Jesli p < 0, to dla n > 3 mamy ﬁ = In"Pn > 1, zatem m > % Wobec tego
o0 oo

w tym przypadku rozbieznos¢ szeregu E —L_ wynika z rozbieznosci znanego nam juz szeregu E %

nlnP n
n=2 n=1
[ee]
W przypadku p > 0 stosujemy kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu, wiec badamy szereg Z2”W =
n=2

(oo}
= g m , Co oznacza, ze sprowadziliSmy badanie szeregu do szeregu zbadanego w poprzednim przykladzie,
n=2

wiec zbieznego wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1. Dowdd zostal zakoniczony. B

Te dwa przyklady wyjasni¢ maja sens uwag wypowiedzianych tuz przed sformulowaniem kryterium Cau-

o)
1

chy’ego o zageszczaniu. Nalezy myslec¢, ze szereg geometryczny jest szybciej zbiezny niz szereg g oy atenz
n=1
o0
. e . n . . 1/nP . Inn\P
kolei — szybciej niz szere E —L  bo lim 4 = lim nPq" =0 oraz lim 45— = lim =0.
Yy ) g ninP T mp o q oo 1/(n1nP n) oo ( n )
n=2

Przyktad 3.

—+oo
. ’ . 3_ 4 6 . . . . . .
Wyjasnimy teraz, czy szereg E 13774'413332 +1122n1f7'1"32£n7 jest zbiezny, czy tez rozbiezny.

n=1
W liczniku i w mianowniku ulamka wystepuja wielomiany zmiennej n. W liczniku najwyzsza potega

6

zmiennej to n®, w mianowniku — n”. Wobec tego dla dostatecznie duzych n wyraz szeregu powinien
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o0
’ .. . ’ 6 7’ . .
by¢ w przyblizeniu réwny 1323"—1n7 = ﬁ . Poréwnamy nasz szereg z szeregiem harmonicznym E % . lloraz
n=1

. 4 4 : Tn4+13n*—121n°+2n" . s 2 . .
wyrazow obu szeregdw rowny jest 57Esn TToni 133107 » WIC ma granice —is3y - Poniewaz wyrazy szeregu

harmonicznego sa dodatnie, wiec od pewnego miejsca wyrazy badanego szeregu sa ujemne. Wobec mozna

zajal sie najpierw szeregiem o wyrazie przeciwnym. Wtedy spelnione beda zalozenia asymptotycznego kryte-

(') —+oo
. ’ . . . . 7 . . 3_ 4 6
rium porownawczego. Wobec tego, Ze szereg E % JeSt rozblezny, to rowniez szereg E 13774_413332“122“1?;{32&”7
n=1 n=1
—+oo

. . . . . . 3_ 4 6 . . . .
jest rozbiezny, a to oznacza, ze interesujacy nas szereg E 137f41:3332 +1122nlf,f32£n7 tez jest rozbiezny. B

n=1

WidzieliSmy w tym przykladzie, jak zazwyczaj stosowane jest kryterium poréwnawcze. Trzeba po prostu
zorientowad sie, czym mozna przyblizy¢ wyraz szeregu i wykorzystaé przyblizenie w sposéb zgodny z twier-
dzeniami, ktére zostaly udowodnione wczesniej — czasem wymaga to drobnych przeksztatcen: w przyktadzie
trzecim trzeba bylo przej$é¢ do szeregu o wyrazach dodatnich. Moze zaistnie¢ konieczno$¢ przeprowadzenia
innych modyfikacji. Badanie zbieznoéci pewnych szeregéw jest trudne, bo mozna nie zawsze od razu widac z
jakim szeregiem mozna poréwnywac ten, ktéry badamy, ale my takimi szeregami zajmowac sie nie bedziemy.

Przykiad 4.
o0
1/n
Szereg ZC/T_l jest zbiezny.
n=1

Klopot moze sprawiaé¢ czynnik e!/” —1. Wykazalismy jednak wezeéniej, ze jesli ciag (z,,) jest zbiezny do

0,to lim £2=1

n—oo n

= 1. Oznacza to, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi ré6wnosé przyblizona e ~ 14z, .

Wobec tego interesujacy nas szereg powinien zachowywacé sie tak, jak szereg o wyrazie % . % Jest tak w

(el/nfl)/n

.Gl
/e = lim & L

o0
£——= =1 . Poniewaz szereg g L jest zbiezny, ma wyrazy
n—oo l/n . n? )

n=1

rzeczywistosci bowiem lim
n—oo

dodatnie, wiec mozna zastosowaé¢ asymptotyczne kryterium poréwnawcze. Dowdd zostal zakoriczony. B

Przyklad 5.

(oo}
13 .
Szereg E %= jest zbiezny.
n=1
Tym razem powinnismy my$le¢ o poréwnaniu z szeregiem geometrycznym, bo czynnik % powinien zdo-

. , . 13 . . . n13/7" . . v . , .
minowaé czynnik n"°. Tak jest rzeczywiscie, ale iloraz {77 Ma granice 00, Co uniemozliwia poréwnanie

(oo} (o]
7 szeregiem g 7% . Trzeba rozwazy¢ szereg nieco wolniej zbiezny od tego szeregu, np. szereg g 6% . Wtedy
n=1 n=1

. 7 . , . ’ n . .
iloraz wyrazéw badanego szeregu i szeregu ,,prébnego” jest réwny n'? (%) , wiec ma granice 0, zatem dla

. . . . 7 ’ 7 13 . . 7 . ’ 7
dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé % < % i mozemy zastosowac kryterium poréwnawcze. Dowdd

zostal zakonczony. W

W istocie rzeczy przyklad 4 pokazuje, ze asymptotyczne kryterium poréwnawcze mozna nieco rozsze-

rzyé: jesli nILH;O‘Z— = 0 i wyrazy obu szeregéw > a,, b, sa dodatnie, to ze zbieznosci szeregu > b,
wynika zbiezno$é szeregu > a, — tym razem jest wynikanie zamiast réwnowaznosci. Dodajmy, ze jesli

8



lim 3% = 400, to z rozbieznosci szeregu | a, wynika rozbieznosé szeregu b, — réwniez w tym przy-

n—oo "
padku nie ma réwnowaznosci.
+oo
W taki sam sposéb mozna udowodnié, ze jesli 0 < ¢ < 1, to szereg Z nq" jest zbiezny. Jednak w tym
n=0

przypadku nie ograniczymy sie do stwierdzenia zbieznosci. Obliczymy sume tego szeregu, bo ten rezultat jest
przydatny w rachunku prawdopodobieristwa

Przyklad 6.
+oo
_ 1
n=0
Zachodza nastepujace réwnosci:
k
D+ =1+q+@++¢")+ (a+ P+ + )+ (@ P+ (T ) o =

n=0

_gk+1
_1_gkt! +qiqk+1 +q27qk+1 e .+qk717qk+1 +qkiqk+1 g Pt g — (k)@ 1 L — —(k+1)g" ! B
T 1-gq 1—q 1—q 1—q 1-¢ 1—q B 1—q B
—gktt k4+1)g" ! . . . . . .
= 1(13 = ( +12q . Poniewaz ¢" ™! ———0 i (k+ 1)(]’“r1 ——— 0, wiec na mocy twierdzenia o arytme-
q q k—o0 k—oo

k
tycznych wlasnosciach granicy ciagu mamy Zo(n + 1)q"’k::ﬁ .
n—
Wypada dodaé, ze w dowodzie nie korzystaliSmy z tego, ze ¢ > 0 — wystarczy zalozyé¢, ze |¢| < 1. H
Pokazaliémy na kilku prostych przykladach, w jaki sposéb mozna stosowaé poznane kryteria. Kryteria te
sg bardzo proste. Wyprowadzi¢ z nich mozna wiele kryteriéw, ktorych stosowania utatwia badanie szeregéw
w konkretnych sytuacjach, bez wskazywania w jawny sposob szeregu ,,probnego”. Pokazemy dwa najprost-
sze, ktore stosujemy, gdy chcemy poréwnaé szereg z szeregiem geometrycznym, tj. takim w ktérym iloraz
dwoéch kolejnych wyrazéw jest staly. Pierwsze zostalo podane przez d’Alemberta (1717-1783) francuskiego
matematyka, fizyka i filozofa, autora wstepu do Encyklopedii.

Kryterium ilorazowe d’Alemberta

Jesli wyrazy szeregu > a, sa dodatnie i istnieje granica lim aZ“ = q, to w przypadku g > 1 szereg jest
n—oo

n

rozbiezny, zas w przypadku ¢ < 1, szereg jest zbiezny.

Dowdéd. Jedli ¢ > 1, to od pewnego momentu zachodzi nier6wnos¢ % > 1, to znaczy any1 > ap .

Wobec tego od pewnego momentu cigg liczb dodatnich (a,) jest rosnacy, wiec jesli jest zbiezny, to z
pewnoscig nie do 0 — nie jest wiec spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu. Zalézmy teraz, ze

q < 1. Niech r oznacza dowolna liczbe wieksza niz ¢ i jednoczesnie mniejsza niz 1, np. r = % . Wtedy dla
n+1

rn

dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé % <r= . Szereg geometryczny > 1" jest zbiezny, wiec
n

réwniez szereg Y a, jest zbiezny — stosujemy drugie kryterium poréwnawcze. Dowdd zostal zakoriczony. B.

An+1

n

Obliczanie granicy lim = ¢ ma na celu ustalenie z jakim szeregiem geometrycznym mamy
n—oo

poréwnywaé szereg > a,: dla ustalenia zbieznodci wybieramy szereg o ilorazie r nieco wiekszym niz ¢,

dla ustalenia rozbieznosci — o ilorazie r nieco mniejszym niz g (nieco oznacza, ze liczby r i ¢ znajduja,

sie po tej samej stronie liczby 1). Oczywiscie mozna zatozy¢ w sformutowaniu kryterium ilorazowego, ze

9



An41
An

An41
an

< ¢ < 1 dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n, czyli ze limsup < 1, z dowodu wynika
ze to wystarczy. W przypadku drugim wystarczy stwierdzi¢, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych
n zachodzi nieréwno$¢ “+ > 1 (wynika to np. z nieréwnosci liminf “ > 1), bo wtedy oczywiscie
niemozliwe jest, by lim a, =0.
n—oo
(oo} (o]
W przypadku g = 1 szereg moze by¢ rozbiezny, np. Z% lub zbiezny, np. Zn—g . W wielu przypadkach
n=1 n=1

. . a
granica lim =2+
n—oo 94n

= ¢ nie istnieje.

A.Cauchy podatl inne kryterium zbieznosci szeregéw zwigzane z szeregami geometrycznymi.

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego
Jesli szereg > a, ma wyrazy nieujemne i istnieje granica nlgr;(} Ya, = q, to w przypadku ¢q > 1 szereg
> ay, jest rozbiezny, zas w przypadku ¢ < 1 — zbiezny.

Dowéd. Jesli ¢ > 1 to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwno$¢ /a,, > 1 i wobec tego a, > 1.
Wobec tego ciag (a,) nie jest zbiezny do 0. Jesli ¢ < 1 i r jest liczba mniejsza niz 1 i jednoczesnie wieksza
niz q, np. r = 1—42"1 , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnos¢ {/a, < r, czyli a, <r". Stosujac
kryterium poréwnawcze stwierdzamy, ze szereg > a, jest zbiezny, bo zbiezny jest szereg geometryczny
> r™. Dowdd zostal zakoriczony. B

Podobnie jak w poprzednim przypadku, jesli granica 7};120 P/a, = q jest réwna 1, to na temat zbieznosci
szeregu Y a, powiedzieé nic nie mozna o czym $wiadcza, prayktady przywolane po poprzednim twierdzeniu.
Rowniez w przypadku tego kryterium wystarczy zalozyé, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n
zachodzi nieréwnos¢ /a, < g < 1, by uzyskac zbieznos¢ oraz ze {/a, > 1, by uzyska¢ rozbieznosc.

Wyjasnijmy jeszcze, dlaczego obliczaé nalezy te akurat granice. Otéz chodzi o poréwnanie z szeregiem
geometrycznym. Metoda d’Alemberta jest najprostsza i najbardziej naturalna. Druga metoda znalezienia ¢,
jesli dany jest ciag geometryczny (ag™) to obliczenie pierwiastka stopnia n z wyrazu ag™. Otrzymujemy
q¥/a, to co prawda nie jest dokladnie ¢, ale nlgr;ﬂ Ya=q.

Nadmieni¢ wypada, ze kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego jest nieco ogdlniejsze niz kryterium ilora-

zowe d’Alemberta. Prawdziwe jest mianowicie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jesli (ay,) jest ciagiem liczb dodatnich, takim Ze istnieje granica nILH;OM = ¢, to réwniez ciag (\/ﬂ) ma
granice i jest nia q.

Dowadd.
Stwierdzeniem réwnowaznym tezie jest: 1"% = Ing/a, — Ing. Ma to by¢ wnioskiem z tego, ze

Inan+1 —Ilna,——Ing. Jest to jednak wniosek natychmiastowy z twierdzenia Stolza. Wystarczy przyjaé
n—oo

bp, =Ina, —Ina; oraz ¢, = n i zastosowaé twierdzenie Stolza do ilorazu % , co zrobi¢ wolno, bo ciag (¢,)

jest Scisle rosnacy i nieograniczony z géry. Mamy zatem b,411 — b, = Ina,41 —Ina, oraz c,41 —c, =1,

. bnt1—by P ,
wiec 2 —" =1Ina,411 — Ina,——1Ing. Dowdd zostal zakoniczony. B

Cn+1—Cn n— oo

Bez trudu mozna skonstruowaé ciag (a,) liczb dodatnich, dla ktérego istnieje granica lim {/a,, i nie
n—oo
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istnieje granica lim %**L: 1,1,

n—oo “n

, 2, % , 3, i , 4, ...Sprawdzenie szczegdléw pozostawiamy czytelnikowi
w charakterze prostego ¢wiczenia.

Szereg geometryczny nie jest jedynym szeregiem ,wzorcowym”. Wzorcem moze by¢ tez np. szereg
o0
Z# . Twierdzenie pozwalajace na obliczanie ,wlasciwego” wykladnika p znajduje sie ponizej.
n=1

Kryterium Raabego

Jesli szereg > a, ma wyrazy dodatnie i istnieje granica lim n (aail - 1) = p, to jesli p > 1, to szereg
n—o0 n
> ay jest zbiezny, a w przypadku p < 1 — rozbiezny. B
Dowad.
. imt ) nbl\d Y\ qen (AFE)T-1 . amG4) g gln(l4d) o
Mamy nh_)rréon (71/(n+1)q 1) = nlLrI;on (( - ) 1) = nler;o7% = nh_)rr;o dm(+ D) T =1-q.

Niech ¢ bedzie liczba lezaca miedzy 1 i p; jeSli p < oo, mozna przyjaé q = HTP. Jesli p > 1, to dla

dostatecznie duzych liczb naturalnych n mamy n (aa’il — 1) >n (% — 1) , Wiec % < Uy}iqu)q i

o0
. . . . . . . . s . 1 .
teza wynika natychmiast z drugiego kryterium poréwnawczego i zbieznoéci szeregu E —5 - Rozumowanie w
n=1

przypadku p < 1 jest w pelni analogiczne. B

Pojecie szeregu (czyli sumy nieskoriczonej) pozwala zapisaé twierdzenie o przyblizeniach dziesietnych
nieco prosciej niz poprzednio. Zapiszemy je zastepujac liczbe 10 dowolna dodatnia liczba calkowita,.

Twierdzenie o przedstawianiu liczb rzeczywistych w ukladzie pozycyjnym
Niech ¢ > 2 bedzie liczba catkowita, i niech D ={0,1,2,...,¢—1}. Niech = bedzie liczba dodatnia. Istnieje
wtedy dwustronny ciag (c,) i liczba calkowita k taka, ze ¢, =0 dla n >k, ¢; € D dla kazdego j € Z,
T = Zj:g Ch—j =7 Jesli (é,) jest innym ciagiem, ktéremu przystuguja te same wlasnosci co ciagowi (c,),
to istnieje liczba caltkowita ¢ taka, ze jesli j > i,to ¢; =¢;, ¢ = ¢+ 1 lub & = ¢; +1, w pierwszym z
tych przypadkéw mamy c; =0 oraz ¢; = c—1 dla j <, w drugim odwrotnie, tzn. ¢; =0 oraz ¢c; =c—1
dla j < i. Liczbie z odpowiadaja dwa ciagi (c,) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba caltkowita i taka,
ze c -z €N. R

Dowodu nie podajemy pozostawiajac przeformulowanie podanego poprzednio bez uzycia szeregu tak,
aby obejmowal przypadek dowolnego c.

Definicja szeregu bezwzglednie zbieznego i szeregu zbieznego warunkowo
Szereg Y a, nazywany jest bezwzglednie zbieznym wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > |an| jest zbiezny,
tzn. gdy > |an| < +oo. Jesli szereg > a, jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie, to nazywany jest
szeregiem zbieznym warunkowo. W

Najprostszymi szeregami bezwzglednie zbieznymi sa oczywiscie szeregi o wyrazach dodatnich, ale jest tez

n—11
n

n—1_1
)

wiele innych. Szereg > (—1) jest zbiezny warunkowo. Szereg > (—1) jest zbiezny bezwzglednie.
Twierdzenie o zbieznosci szeregu bezwzglednie zbieznego.

Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.
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Dowdéd.
Trzeba wykazaé, ze szereg > a, spelnia warunek Cauchy,ego wiedzac, ze szereg > |a,| spelnia ten warunek.

To jednak wynika od razu z nieréwnosci tréjkata:
|an+1 +apq42+ -+ an+m| < |an+1| + |an+2| +---+ |an+m| <e.

Jedna z podstawowych wlasnosci szeregéw bezwzglednie zbieznych jest niezaleznosé¢ ich sumy od kolejnosci
wyrazow szeregu. Udowodnimy teraz to twierdzenie.

Twierdzenie o sumowaniu szeregu bezwzglednie zbieznego w dowolnej kolejnosci
Niech p bedzie dowolna permutacja zbioru wszystkich liczb naturalnych, tzn. w ciagu (p(n)) , czyli w ciagu
p(0), p(1), p(n),... wystepuja wszystkie liczby naturalne, kazda doktadnie jeden raz. Niech > a, bedzie

szeregiem bezwzglednie zbieznym. Wtedy szereg > ap(n) jest zbiezny i zachodzi réwnosé

oo [eS)
Z Ap = Z ap(n) .
n=0 n=0

Dowéd. Niech s, = ag+ai+---+an, s = ap0) +ap1)+ - +apm) 1niech & bedzie dowolna liczba
dodatnia. Istnieje liczba naturalna m, taka ze |ami1|+ |@my2| +... < 5. Istnieje liczba naturalna n. > m,
taka ze wérdd liczb p(0), p(1), ...,p(n:) znajduja sie wszystkie liczby 0,1,2,...,m. Niech k > n.. Wtedy
|sk — ] < |amt1|+|ame|+. .., bowiem zaréwno sj jaki s} sa sumami pewnych liczb a;, jesli jaki$ wyraz
jest sktadnikiem obu sum, to nie wystepuje w réznicy si — sy . Wyrazy ag, a1, ..., a, wystepuja zaréwno

w s, jakiw s}, wiec nie wystepuja one w s — s}, , wobec tego [sp — sp| < |@mq1] + |am2| + ... < §. Takie

o0 o0
same rozwazania dotycza réznicy g an — Sk, wiec réwniez g an — si| < 5. Wobec tego
n=0 n=0
o0 o0
P b e €
g an — S| < E an—sk+sk—sk<§+§=5
n=0 n=0
oo

dla kazdej liczby k > n. . Z definicji granicy ciagu wynika wiec, ze lim sP = Z an , a to wlasgnie oznacza,
n—oo

n=0

o0 o0
7€ Z Ap(n) = Z an . Dowdd zostal zakonczony. B

n=0 n=0
Zajmiemy sie teraz twierdzeniem o mnozeniu szeregdéw. Mnozac dwie skoriczone sumy liczb

(ao+ a1+ +an)(bo +b1 +---+by)
otrzymujemy sume wszystkich iloczynéw postaci a;b;, np. dla n = 2 mamy:

(ap + a1 + a2)(bp + by + ba) = apby + apb1 + agba + a1bg + a1b1 + a1bs + asbg + azby + azbs .
Oczywidcie otrzymang sume dziewieciu skladnikéw mozna porzadkowaé na wiele sposobéw (9!=362880).
W przypadku skonczonej liczby sktadnikéw kolejnoéé dodawania nie ma zadnego wpltywu na ich sume. To
samo dotyczy nieskonczenie wielu sktadnikéw pod warunkiem rozwazania wyrazéw szeregu bezwzglednie
zbieznego. W przypadku szeregu, ktéry nie jest bezwzglednie zbiezny nalezy jednak by¢ ostroznym. Jest

jasne, ze mnozac dwa szeregi > an 1 Y b, powinniSmy otrzymac szereg, wéréd wyrazéw ktérego sa, wszystkie
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iloczyny postaci a;b; uporzadkowane w jakis sensowny sposéb. Okazuje sie, ze sugerowany rezultat wygodnie
jest sformutowaé tak:

Twierdzenie Mertensa o mnozeniu szeregéow
Zalézmy, ze szeregi > a, 1 Y by, sa zbiezne, przy czym co najmniej jeden z nich jest zbiezny bezwzglednie.

Niech ¢, = agbp + a1bp—1 + a2bp—o+ -+ an_1b1 + anbp = > a;bj . Wtedy szereg Y ¢, jest zbiezny

i+j=n

1 zachodzi rOwnos¢:
o0 o0 o0
g Ay, - g b, = g Cn, -
n=0 n=0 n=0

jesli oba szeregi > a, i Y b, sa zbiezne bezwzglednie, to réwniez szereg > ¢, jest bezwzglednie zbiezny.
Dowdéd.
Przyjmijmy, ze: s% =ao+a1+ -+ an, sfl =by+bi+---+by, s, =co+ci+--+cy :Zi+j§naibj'
Wiemy, Ze istnieja skonczone granice nlgr;o s = A oraz nhj{.lo sb = B. Mamy wykazaé, ze granica ciagu
(s%) jest AB. Oczywiscie jest wszystko jedno, o ktérym szeregu zalozymy, ze jest bezwzglednie zbiezny.
Przyjmijmy, ze jest to szereg > ay, czyli Y |an| < +00. Zauwazmy, ze:
8¢ = Ziﬂgnaibj =ap(bo+b1+--+bp)+ar(bg+bi+--+bp_1)+as(bg+b+---+by2)+ - -+ayb, =
= aosfl + alsﬁ’kl + agska + -+ ansg.
Wobec tego
5250 —5¢ = ags? +arst +agst +- - +anst —s& =a; (s% - 52_1) + az (sfI — 52_2) ++-tan (s% - sg) .
Poniewaz szeregi Y |a,| oraz > b, sa zbiezne, wiec ich ciagi sum czesciowych sa ograniczone. Oznacza to,
ze istnieje liczba M > 0, taka ze dla kazdego m prawdziwe sa nieréwnosci:
lag| + |a1| + -+ |am| < M,  |bg+b1+ - +bn| <M.
Niech e bedzie dowolng liczbg dodatnia. Ze zbieznosci szeregu wynika, ze spelnia on warunek Cauchy’ego,
e

wiec istnieje liczba naturalna n., taka ze jesli k > m > ne, to |s) —sb,| < 557 oraz Y07 . |an| =

= |an. 1] 4 anos2l + -0 < 5570 [Doro@n Yomeobn — 5% - s | < 5. Wobec tego dla m > 2n. mamy
o0 o0 o0 o0
ZaWanfsfn ZaWanfsf;@sfn
n=0 n=0 n=0 n=0
b

g
< =+ lag] - |sh, = s,y + laz| - [sh, = sh, ol 4+ + an.| - |sh, — sh |+

< + bo—s8 | <

a
Sm

2
+lan 1] [8m = Smon.—1| + |@n. 42| - [Sm — Sm—n.—2| + -+ |am] - [sm — 50| <
g g g g g
< g +llasl+lazl + - +lan.)) - r + (lan il +lan 2+ +am) 2M < g+ M-+ o - 2M = ¢

Z definicji granicy ciggu wynika, ze limy,—oo 8§ = > oo @n = Y onep b -

Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze jesli oba szeregi > a, 1 Y by, sa bezwzglednie zbiezne, to réwniez szereg
> ¢, jest bezwzglednie zbiezny. Wynika to natychmiast z juz udowodnionej czesci twierdzenia i warunku
Cauchy’ego. Dowdd zostal zakonczony. B

Czytelnik moze sie przekonaé, ze istniejq szeregi zbiezne > a, i > b,, dla ktérych szereg > ¢, jest
rozbiezny. Wystarczy przyjaé a, = b, = (71)"_1% i przekona¢ sie, ze w tym przypadku ciag (c,) nie
jest zbiezny do 0, wiec szereg . ¢, jest rozbiezny. Z drugiej strony jesli szeregi > an, > b, 1 D ¢, sa
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zbiezne, to > 0 jcn =D g an - Dby — nie podamy dowodu tego twierdzenia, bo nie bedziemy z niego
korzystaé¢. Opisane twierdzenia wskazuja na to, ze zaproponowana przez Cauchy’ego kolejnos¢ sumowania
iloczynéw a;b; , jest wlasciwa.

Definicja iloczynu szeregow
Jesli dla kazdej liczby naturalnej m zachodzi réwno$é ¢, = Ziﬂ:m a;b; = 21‘10 a;bn_; , to szereg ZZO:O Cn
nazywany jest iloczynem Cauchy’ego szeregdow Y - jan 1 Y oo by,. W

Przed podaniem nastepnych przykladéw i twierdzen zajmiemy sie przez chwile ciggami i szeregami liczb
zespolonych.

Definicja granicy ciagu
Liczba zespolona z jest granicg ciagu liczb zespolonych (z,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
e > 0 istnieje liczba naturalna n. taka, ze jeSli n > n., to |z, —z| <ec. R

Jak wida¢ definicja granicy jest dokladnie taka sama jak w przypadku liczb rzeczywistych. Jasne jest, ze
nhj& zn = 2z wtedy i tylko wtedy, gdy nh_}rr;o |z, —z| = 0. Nie mozemy jednak méwié o ciggach monotonicznych,
bo w zbiorze liczb zespolonych nie da sie zdefiniowaé¢ nieréwnosci zgodnej z dodawaniem i mnozeniem.
Twierdzenia, definicje itp., ktére nie sa zwigzane z monotonicznoscia, mozna przeniesé¢ na ogoét bez zadnych
zmian na przypadek zespolony.

Bedziemy standardowo przyjmowacé, ze z =z + yi, z, = T, + ynt zakladajac, ze x,y, Tn,yn € R.

Stwierdzenie
Ciag (zn) jest zbiezny do liczby z wtedy i tylko wtedy, gdy « = RILH;O:C,I iy= limy,.

n—oo

Dowéd.
Mamy |z, — 2| = /(@0 — )2 + (yn — y)? > |2p — 2] 1 20— 2[ = /(20 — 2)2 + (yn —¥)® > lyn —y| ¥ Wo-

bec tego z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze jesli lim z, = z,to lim z, =z i lim y, =y, co konczy
n—oo n—oo n—oo

dowéd stwierdzenia w jedna strone. Jesli lim 2, =2 i lim y, =y, to 0= lim \/(z, — 2)2 + (yn — y)2 =
n—oo n—oo

n—oo

= lim |z, — 2|, wiec lim z, =z. &
n—o0 n=00
Z nieréwnosci |z, — | < l|zn — 2|, lyn —y| < |20 — 2| 1 |20 — 2| < |20 — x| + |yn — y| wynika
Stwierdzenie
Ciag (z,) spelnia warunek Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy oba ciagi (x,), (yn) spemiaja warunek
Cauchy’ego. B
Wobec tego prawdziwe jest
Stwierdzenie
Ciag (z,) ma granice (skoriczong) wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest warunek Cauchy’ego. B
7Z tego banalnie wygladajacego stwierdzenia wynika, ze twierdzenia o szeregach bezwzglednie zbieznych

sa prawdziwe réwniez w przypadku szeregdéw o wyrazach zespolonych.

* Odleglo$¢ miedzy rzutami na o$ nie przekracza odlegloéci miedzy rzutowanymi punktami.
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Przykiad 7.
Niech z oznacza dowolna liczbe zespolong. Udowodnimy teraz bezposrednio, ze szereg Zn —0 o1 Jest bez-

wzglednie zbiezny. Zastosujemy kryterium ilorazowe d’Alemberta do szeregu > - w przypadku z#0,

n=0

z_
n!

w przypadku z = 0 nasz szereg ma wyrazy nieujemne: 1+ 0+ 040+ ..., wiec jest zbiezny bezwzglednie.

Zachodzi wzor ( (n:ll),‘)/(

2

nl

) =L o< 1, zatem szereg Y. ‘ jest zbiezny dla kazdego

nt+l . nO‘n’

z # 0, co oznacza, ze szereg Y .. jest zbiezny bezwzglednie. Wykazemy, ze dla dowolnych liczb ze-

nOn'

2" n

oo w" oo (z4w)" . s . .
Dm0 B =D Ly o - Zasotujemy oczywiscie twierdzenie

spolonych z,w zachodzi réwnos¢ » -, =

Cauchy’ego o mnozeniu szeregdéw. Mamy

(1+%+§+§+...>-(1+% g—f+1§—f+...)=

2

2
=1+ (5+8)+(g+5 3+%)+ (%

2

+5 44

|

dwumian Newtona

w|N
=

2 3
._“21! +_1§!)+...
— 1z g CEul Gl g

Wypada stwierdzi¢, ze w licznych podrecznikach liczba e® jest definiowana jako suma szeregu nieskoni-
o0

czonego Z% . Postapiliémy inaczej gtdwnie ze wzgledu na to, ze ta definicja, ktora podaliémy wczesniej,
n=0

. n . , . . . o . . . P
e® = lim (1 + %) , moze by¢ na tym poziomie zaawansowania latwiej powigzana z zastosowaniami i to
n—oo

w zrozumialy sposéb. Nadmieni¢ wypada, ze po ostatnim przykladzie niewiele juz zostalo do zrobienia, by

otrzymacé wszystkie wlasnosci funkcji wykladniczej na drodze tu opisanej. Dobrym i jednoczesnie prostym
(oo}

¢wiczeniem byloby wykazanie nieréwnosci Z > 1+ x dla ujemnych liczb rzeczywistych x za pomoca
n=0
operacji na szeregach.

Teraz zajmiemy sie funkcja wykladnicza o podstawie e i zespolonym wyktadniku.
Lemat zespolony o granicach n-tych poteg ciagéw ,,szybko zbieznych” do 1
Jesli lim n -z, =0, to lim (142z,)" =1.
n—oo
Dowadd.
Wykazemy, ze zachodzi nieréwnosé |(1+ z)" —1| < (1 + |z|)™ — 1 korzystajac z dwumianu Newtona i

nieréwnosci trojkata. Zachodza wzory:

A+ =1 = [1+ Qe+ (2 -+ (et 42— 1] <

n—1
< (DIl + G+ + ()T o = 1+ [2)" -
Poniewaz zalozylidmy, ze lim n -z, = 0, wiec lim n - |z,|] = 0 i wobec tego, ze zachodzi nieréwnosé
n—oo n—oo

[(142,)" — 1] < (1 +|z,])"—1, a to ostatnie wyrazenie ma granice 0 przy n — 00, ha mocy rzeczywistego
lematu o potegach ciagdéw szybko zbieznych do 1, wiec lemat zespolony wynika natychmiast z twierdzenia o
trzech ciagach. ®

Teraz czeka nas dowdd istnienia granicy nlLH;O (1 + 2)™. Musi on sie rézni¢ od dowodu w przypadku
rzeczywistym, bo o zadnej monotonicznosci tym razem méwi¢ nie mozemy, bo to pojecie nie stosuje sie
do liczb nierzeczywistych. Zamiast niego wykorzystamy twierdzenie Cauchy’ego, wg. ktérego ciag liczbowy

speliajacy warunek Cauchy’ego ma granice skonczona,.
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Lemat o zbieznosci ciagu lim (1+ Z)"
n—oo
Ciag ((1 + %)”) spelia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny.
Dowadd.
Zauwazmy najpierw, ze jeli n > m > k > 0, to (7)== < (})-=F .Wynika to natychmiast z tego, ze

mk
k—

(m) 1 _ mm=1)..(m—k+l) _ (1 _ %) ) (1 _ %) C ( _

E)mF — mFk!

1

poe ) . % , wobec tego zastepujac w tym wzorze
m przez m > m zwiekszamy mianowniki zachowujac liczniki bez zmian, co oczywiécie powoduje wzrost
mnozonych utamkéw. Mamy zatem
(1+2)" = (1+2)"]
[+ @+ @ E () E T E) -
(I MEF@E) )@ E)T) | <
<SH-U+ 2 = (A + (G = ()] 128+ + () — (] A +

+ (mﬁ-l) n"’1'+1 |Z|m+1 +o (nr—ll) n”1*1 |Z|n71 + |Z|n = (1 + lnil) - (1 + l'f%l) '

Poniewaz ciag ((1 + ‘—Z‘)”) jest zbiezny (liczba |z| jest rzeczywistal), wiec spelnia on warunek Cauchy’ego,
wobec tego rowniez ciag ((1 + %)") spetlia warunek Cauchy’ego — wykazaliémy bowiem, ze odleglosci miedzy
wyrazami tego ostatniego nie przekraczaja odlegloéci odpowiednich wyrazéw ciagu ((1 + ‘—i‘)”) . Lemat
zostal dowiedziony. W

Definicja funkcji wykladniczej o wykladniku zespolonym i podstawie e

e :=exp(z) := lim (1 + Z)n .

n—00

Podstawowe wlasnosci funkcji zespolonej exp
cl. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnos$¢ exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

c2. Dla dowolnego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi réwnosé

-1
o ©PCn) 1
n—oo Zn
Dowdd.

1.

Wtasnosé ¢l wynika z lematu zespolonego o granicach n—tych poteg ciagéw szybko zbieznych do 1 w
dokladnie taki sam sposob jak w przypadku rzeczywistym. Dla dowodu wlasnoéci ¢2 skorzystamy z wlasnosci
rzeczywistej funkcji exp i wykazanej w dowodzie lematu o zbieznosci ciagu ((1 + %)n) nieréwnosci w przy-
padku n >m =1 zakladajac, ze |z| < 1:

|2

11z

[+2)" =+ 2] < (14 2) = (04 J2l) < expllsl) = (14 J2]) < 2 — (14 J2]) =
|22

12|

Mamy wiec ‘ (1 + %)n —(1+2) ‘ < . Stad przechodzac do granicy przy n — 400 otrzymujemy
|22

14

w przypadku 0 < |z] < 1 nieréwnosé |exp(z) — (1 + z)| < , z ktérej wlasnosé €2 wynika od razu:

exp(z) -1

exp(z) = (L+2)| _ |2l
| <
<t

1‘: =
z |2

z
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Twierdzenie o jednoznaczno$ci funkcji zespolonej exp
Jedli funkcja f:C — C spelia warunki
cl dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnoéé f(z +w) = f(z)f(w),

c2 dla dowolnego ciggu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi réwnosé

lim LG — 1

to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé f(z) = exp(z) = lim (1 + %)n
Dowdéd.

f(2)-1

3
—

. Z zalozenia wynika, ze lim w, = 1. Zachodzi rowniez wzér f (%) =1+w,Z iwobec
n—oo

Niech w,, =

E2
n

wlhasnodcei ¢l mamy f(z) = (f(%))n =(1+ wn%)n Mamy wobec tego

Twng\" _ 1+(w”71)% ! 1,
1+ 1+ n—0o
bo n&n—bz

— Stad wynika, ze

fz)=(1+w,2)" = (ﬁ‘f’ﬁ) (14 2)" ——1 -exp(z) = exp(z), czyli f(z) =exp(z). A
Lemat

Niech f(z) =300 )% dla z € C. Jeli |z| < 3 dla pewnej liczby zespolonej z, to |f(2) — (1 +z)| < [2].
Dowéd.

z|? ° |21

M —(1 :ﬁii...<\_|z_ﬁ...<|z_\z_ﬁ...: < |22
amy |f(z) = (1+2)] ‘2!"’3!"’4!"’ | <5 30 TS Srtartart 2(1—\z\)—|z|-

Z zalozenia |z| < % skorzystaliSmy dwa razy: sumujac ciag geometryczny o ilorazie |z| < % i w ostatnim
oszacowaniu, w ktérym skorzystaliémy z tego, ze 1 — |z| > % . n

Twierdzenie o przedstawieniu funkcji wykladniczej w postaci szeregu

Dla kazdej liczby zespolonej z zachodza réwnosci e* = lim (1 + %)n = % .
n—oo :
n=0
Dowdéd.
Niech f(z) = Y00, fl—w, W przykladzie 7. wykazaliSmy, ze f(z + w) = f(z)f(w) dla dowolnych liczb

zespolonych z,w. Niech (z,,) bedzie ciagiem liczb zespolonych réznych od 0 zbieznym do 0. Dla dostatecznie

duzych n mamy wiec 0 < |z,| < % . Wobec tego na mocy lematu zachodzi nieréwnoéé
2

‘f(zn) - 1‘ = | = Qi 2) < |22| = |20 ——0,
Zn Zn n n—00
czyli lim % = 1. Wobec tego funkcja f spelnia oba zalozenia twierdzenia o jednoznacznosci funkcji
n—o0 n

wykladniczej, zatem jest nia, czyli

a to wlasnie zamierzalismy wykazaé¢. ®

Whniosek
=1
Zachodzi réwnoéé e = E —-
n!
n=0
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