Analiza 1, czesé druga

Definicja
Granica gérna, ciagu (a,) nazywamy kres gérny zbioru ztozonego z granic wszystkich tych podciagéw ciagu
(an), ktére maja granice (skoriczone lub nie). Oznaczamy ja przez limsup,,_, . a, lub limsup,,_, . a,.
Granica dolng ciagu (a,) nazywamy kres dolny zbioru zlozonego z granic wszystkich tych podciagéw ciagu
(an), ktére maja granice (skoriczone lub nie). Oznaczamy jg przez liminf, . a, lub liminfa, . B

Calkowicie oczywiste jest stwierdzenie, ze limsup,,_, ., a, = liminf,, . a, wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag (an) ma granice.

Do tej pory wyrazy ciaggu musialy by¢ liczbami rzeczywistymi. Teraz dopuscimy wéréd wyrazéw symbole
+00 i —o0o. Definicje granic pozostaja bez zmian np. lima, = +oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
liczby M € R istnieje liczba nj; € N taka, ze jesli n > n,, , to a, > M . Chodzi o to, by nie komplikowaé

nadmiernie zdan, ktore i tak zbyt krétkie nie sa.

Stwierdzenie 1.
Jesli dla kazdego n € N istnieje podciag ciagu (ay,), ktérego granica jest g, 1 g = nlLr{:Ogn, to istnieje tez
podciag ciagu (a, ), ktérego granica, jest g.

Dowadd.
Niech ¢, = nler;OaV(m7n) ivim,1) <v(m,2) <vim,3) <... (v(myn) jest n—tym wyrazem podciagu
zbieznego do g, ). Zatézmy na razie, ze dla wszystkich numeréw m granica g,, jest liczba rzeczywista,.
Istnieje wiec taki numer v(1,k1), ze |ay(1,k,) — 91| < 1. Istnieje numer v(2,k2) > v(1,k1) taki, ze zachodzi
nieréwnosc [a, o k) — 92| < % Kontynuujac (definicja indukcyjna) otrzymujemy ciag liczb naturalnych
v(1,k1) <v(2,k2) < v(3,k3) < ... taki, ze dla kazdego n speliona jest nieréwnosc |gn — ay(n k)| < %
7 twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze JLH;OGV(”J“") = nlirgo(gn + %) = nlirgo(gn — %) = g. Jedli dla
nieskoriczenie wielu n zachodzi g, = +00, to g = +00 i oczywiscie g jest granica podciagu ciagu (ay), to
samo dotyczy przypadku ¢, = —oo dla nieskoniczenie wielu n. B

Stwierdzenie 2.
Dla kazdego ciagu (a,) zachodzi réwnosé

limsupa, = lim (sup{ak: k> n}) .
n—o0 n—oo g
Dla kazdego ciagu (a,) zachodzi réwnosé
1mgf ay, = nh_)rgo (igf{ak: k> n}) i

Dowdéd.
Udowodnimy to stwierdzenie tylko w przypadku granicy gérnej, bowiem linni ioréfan = —limsup(—a,,) . Niech
g= nhi%o ar, 1niech m bedzie ustalona liczba naturalng. Dla dostatecznie duzych n ZZcho(jdzi nierownosé
kn > m, zatem ay, < sup{a;: j > m}. Poniewaz dla prawie wszystkie wyrazy ciagu (ax,) zachodzi
nieré6wnosé¢ ax, < sup{a;: j > m}, wiec réwniez nh—{goak" < sup{a;: j > m}. Ta ostatnia nieréwnosé

ma miejsce dla kazdej liczby naturalnej m . Mamy réwniez
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supfaj: j > 1} >supla;: j> 2} >suplay: j=3}> ...,

zatem mozna mowi¢ o granicy lim (sup{ak: k> n}) i — co wiecej — napisac
n—oo k

n—oo

lim ay, < lim (sup{ax: k>n}).
n—oo k
Wynika stad, ze kres gérny wszystkich mozliwych lewych stron tej nieréwnoéci, czyli granica goérna ciagu
(an) spemia nieréwnosé
limsupa, < lim (sup{ak: k> n}) .
n— oo n—oo - g
Trzeba jeszcze wykaza¢ nieréwno$¢ przeciwng. Wykazemy dowodzac, ze lim (sup{ak: k> n}) jest
n—oo k
granica pewnego podciagu ciagu (a,). Jest tak oczywiscie wtedy, gdy dla nieskoriczenie wielu n zacho-
dzi réwnoéé sup{ar: k > n} = max{ar: n > k} — wybleramy wtedy te numery n;, dla ktérych
k
sup{ar: k> n} = ax; dla pewnego k; > n;, a nastepnie z ciagu (k;) wybieramy podciag $cisle rosnacy
k

(sam ciag (k;) jest niemalejacy, jego granica jest oo ). Jasne jest, ze lim ax; = lim (sup{ak: k> n}) .
j—o00 n—oo "

Teraz zalt6zmy, ze dla dostatecznie duzych n w zbiorze {ar: k& > n} nie ma liczby najwiekszej. By nie
komplikowaé oznaczen zalozymy, ze w zadnym zbiorze {ar: k > n} nie ma liczby najwiekszej. Poniewaz
w zbiorze {ar: k > n} nie ma liczby najwiekszej, wiec b, := sip{ak: k > n} jest granica pewnego
podciggu ciagu (ay). Na mocy stwierdzenia pierwszego réwniez 71113;0 b, jest granica pewnego podciagu
ciagu (an), a to wladnie mieliSmy wykazaé. B

Stwierdzenie 3.

Niech I = [liminf a,,limsupa,]. Jesli J D I jest przedzialem otwartym, to istnieje liczba n; taka, ze jesli
n>ny,to a, € J przy czym zaden mniejszy niz I przedzial domkniety tej wlasnosci nie ma. B

Prosty dowdd tego stwierdzenia opuszczam, bo kazdy powinien go przeprowadzié¢ samodzielnie, by spraw-
dzi¢ czy zrozumial pojecie granicy gérnej.

Cwiczenie (obowiazkowe!)

Wykazaé, ze limsup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,, i podaé przyklady swiadczace o tym, ze nier6wnosé
moze by¢ ostra.

Niech z > 0 oznacza liczbe rzeczywista. Niech (¢,) oznacza ciag dwustronny cyfr uktadu dziesietnego,
tzn. ¢, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o tej wlasnosci, ze istnieje liczba naturalna k taka, ze jesli n > k, to
¢n = 0. Méwimy, ze ciag (c,) jest ciagiem cyfr liczby = wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego m < k
spelniona jest nieréwnosé

cr10% + 110571 oo+ ¢,10™ < 2 < 107 + 110571 + -+ + (e + 1)10™.
Niech z,, = ¢x10F + ¢;_110F1 4 --- 4 ¢,,10™ . Bedziemy méwié, ze x,, jest przyblizeniem dziesigtnym x
z bledem nie przekraczajacym 10™ . Z definicji przyblizenie dziesietnego wynika od razu, ze nlggo T_p =T.
Podamy trzy przyklady. Niech ¢; =3 dla j =0,-1,-2,...i ¢; =0 dla 7=1,2,3,... Niech z = %. Dla
7 >0 mamy
0< 20— (3+3.1071+3.107 24 - +3-1079) = £(10-9-9-10"'—9-1072—--—9-1077) = 1.1077 < 1077 . Wobec
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tego ciag dwustronny ...0003,3333 ... odpowiada liczbie % . Ciag dwustronny ...0001,0000... odpowiada,
jak tatwo mozna sprawdzi¢, liczbie 1. Ciag dwustronny ...0000,9999... réwniez odpowiada liczbie 1. Prosze
sprawdzi¢ szczegdlowo, ze te stwierdzenia sa prawdziwe! Widzimy wiec, ze w niektérych przypadkach jednej
liczbie moga, odpowiadaé¢ dwa ciagi. Przekonamy sie zaraz, ze wiecej juz nie, a kazdej co najmniej jeden.
Twierdzenie o przyblizeniach dziesietnych

Dla kazdej liczby a > 0 istnieje ciag (x,,,) przyblizen dziesietnych. Jesli istnieje liczba naturalna j taka, ze
107 -z € N, to istnieja doktadnie dwa rézne ciagi przyblizen dziesietnych (x,,) i (Z,,) oraz liczba catkowita
i taka, ze Z; = x; + 1 (lub odwrotnie) i dla kazdego m < i zachodza, réwnosci z,, =9, Zn, = 0. Jedli taka

liczba j nie istnieje, to istnieje dokladnie jeden ciag przyblizen dziesietnych.

Dowdéd.
Niech k € Z bedzie taka liczba, ze 10F < 2 < 10**!. Taka liczba calkowita k istnieje, bo lim 10" =
n—oo
+oo i lim 10™™ = —o0, zatem istnieja potegi dziesiatki wieksze niz x, 10**! to najmniejsza z nich
n—oo

(w kazdym ograniczonym z dotu zbiorze zlozonym z liczb catkowitych znalezé mozna najmniejsza,). Niech
cx € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} bedzie najwieksza cyfra taka, ze ¢, - 10¥ < z. Zdefiniujemy cyfry cx_1,cr_2,. ..
przez indukcje. Zalézmy, ze zdefiniowaliSmy juz cyfry c,cr_1,ck_2,...,¢; w taki sposob, ze dla kazdego
je{i,i+1,i+2,...,k} zachodzi nieréwnosé
e 10F +cpg 10 ey - 107 <o <o - 10F +opq - 10F T 4o 4 (¢ 4+ 1) - 107
Z tej nieréwnosci wynika natychmiast, ze 0 < z—(cg 108 +cp_1-10* 714+ -4¢;-107) < 107 = 10-107~! | zatem
0 <z—(ckp-10F+cp_1-10* 14+ +¢;-109) < 9-107~ 1. Teraz mozemy zdefiniowaé ¢;_; jako najwieksza liczbe
ze zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (wiec cyfre) taka, ze 0 < z—(cp-10F4-cp_1-10F 14+ ey _1-10171) < 1071
czyli ze
cr-10F +cpq - 10F 1o 4 100 ¢ - 107 < 2 <
<ep 108 +epq - 10F 7L 4o - 107 4 (g + 1) - 1077 L
W ten sposéb zdefiniowaliémy dwustronny ciag (c,) spehiajacy zadane warunki.
Teraz zajmiemy sie jednoznacznodcia. Zalézmy, ze dwa ciagi (c¢,) i (é,) zwiazane sg z liczba, 2. Niech
k bedzie najwieksza liczba calkowita, dla ktérej cx # ¢k . Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze ¢x > ci . Niech
¢ bedzie takg liczba catkowita, ze dla j > £ zachodzi c¢; = ¢; = 0. Niech m < k bedzie liczbg calkowita,.
Mamy wiec
0<z—(co-10°+co_1-10" 4 +cppy - 105 4 op - 10F +¢q - 10F7L - 4 ¢, - 10™) < 10™ oraz
0<a—(co- 104 coq - 107 4 oo epqy - 10FHE 485 - 10F + 6 q - 1057 L 4. 46, - 10™) < 10™.
Roéznica liczb z przedziatu o dlugoéci 10™ nie przekracza 10™ | wiec
10m > 2 — (cp- 1084 cp1 - 107 4 oo gy - 10FH 4 - 10% + ¢y - 10571 4o ¢y, - 10™) —
— [z = (co- 10"+ ooy - 107 4+ cppy - 1OFFL 4 G - 108 + Gy - 1077 4o Gy - 10™)] =
= (Gk —ck) - 108 + (Cp—1 — cr—1) - 10872 oo 4 (G — Gp) - 10™ > 10F —9- 101 — ... — 9. 10™ = 10™.
Wida¢ wiec, ze jesli ¢, > ci , to musza zachodzié¢ réwnosci. Wobec tego musza by¢ spelnione réwnoéci ¢ =

ck+1ich1—Ch1=...=Cm—Ccmn=-9,czylicy=cr+1ick1=...=¢n=01ick_1=...=cn=09.
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Poniewaz m oznacza tu dowolna liczbe mniejsza niz k, wiec wykazaliSmy, ze ,,po” ¢; sa juz jedynie zera i
jednoczeénie ,po” ¢ sa juz tylko dziewiatki. Mamy wiec & = cg-10°4+co_1-107 -+ 4cpyq-10FT1 46, - 107,
bo 0 <2 —(cp-10°4co1 - 1071 o 4 cpyq - 10FHE + G- 10F) < 10™ dla kazdej liczby catkowitej m < k.
Jedli k£ > 0, to przyjmujemy j = 0, jesli zas k < 0, to przyjmujemy j = —k. Dowdd zostal zakonczony. B

Sformulowanie twierdzenia i jego dowdd nieco (tylko nieco) sie uproszcza, gdy wprowadzimy pojecie
sumy nieskonczonej, czyli szeregu liczb rzeczywistych albo zespolonych.

Na razie jednak powiemy jeszcze kilka stow na temat liczb catkowitych.

Definicja
Liczba calkowita a jest dzielnikiem liczby calkowitej b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba catkowita k
taka, ze ak = b. Piszemy wtedy alb. H

Stwierdzenie
Jesli alb 1 blc, to alc.

Dowadd.
Jesli b=ka i c=0bl,to c=kla. R

Stwierdzenie
Kazda liczba calkowita jest dzielnikiem 0.

Dowdéd.
Wymnika to z tego, ze a-0=0. &

Definicja
Jedli a i b sa liczbami catkowitymi, b # 0 i istniejg liczby catkowite ¢, takie, ze a =bg+r 1 0 < ¢ < |b],
to méwimy, ze q jest ilorazem z dzielenia a przez b zas r — reszta z dzielenia a przez b. R

Stwierdzenie
Dla dowolnych liczb catkowitych a, b # 0 istnieje dokladnie jedna para liczb catkowitych ¢,r taka, ze
a=bg+ri0<r<|b.

Dowadd.
Z réwnosci bqg + r = (=b)(—¢q) + r wynika, ze wystarczy udowodni¢ to stwierdzenie dla b > 0. W dalszym
ciagu zakladamy, ze b > 0. Niech ¢ = sup{n € Z: nb < a}. Zasada maksimum dla liczb calkowitych
gwarantuje, ze ¢ € Z . Niech r = a — ¢gb. Oczywiscie 0 <r =a —¢gb < (¢+ 1)b — gb = b. Istnienie ilorazu i
reszty zostalo wykazane. Jesli bg+r =bg1+7r1 1 0 <r,rqy <b,to r—r; =b(q1 —q). Oczywiscie |g1 —q| < b
(r6znica dwu liczb nieujemnych mniejszych niz b ma warto$é bezwzgledna mniejsza niz b). Wobec tego
|b(g1 — q1)| < b, ale to wymusza nier6wnosé |q1 — ¢q| < 1, czyli |¢1 — ¢q| = 0, wiec ¢ = ¢. Mamy wiec
r—r1=b(g1 —q) =0, co koriczy dowéd jednoznacznodci ilorazu i reszty z dzielenia przez b. B

Definicja
Liczba p € Z nazywane jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest dzielnikiem liczby 1 i z tego, ze
ab = p wynika, ze jedna z liczb a,b jest dzielnikiem jedynki.

Najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a,b nazywamy taka liczbe d, ze d|a, d|b i taka, ze jesli d|d,
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dila i di]b, to liczba %1 jest dzielnikiem jedynki. W

7Z tego, ze alb i b # 0 wynika oczywiscie, ze |a| < |b|. Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb 6 i 4 jest
2, ale réwniez —2. Liczby a =0 i b = 0 nie maja najwiekszego wspolnego dzielnika. Jedynymi dzielnikami
jedynki sg liczby £1. Studentéw, ktérym te definicje wydaja sie nieco dziwaczne chcialbym uprzedzié, ze w
przyszlosci zajmiemy sie podzielnoscia w zbiorze wielomianéw i wtedy przestang by¢ dziwaczne. Mozna tez
rozpatrywaé podzielnog¢ w innych zbiorach, np. Z[v?2], Z[v/=5] itp. Tym nie bedziemy si¢ zajmowaé, bo
ta tematyka nie nalezy do analizy lecz do algebry oraz teorii liczb. Drobne wyjasnienie tego o czym mowa
znajduje sie w jednym z dalszych ¢wiczen.

Twierdzenie o najwiekszym wspdélnym dzielniku
Jesli a, b sa liczbami calkowitymi i co najmniej jedna z nich jest rézna od 0, to maja one najwiekszy wspdlny
dzielnik, nwd(a,b) i istnieja liczby calkowite k,m takie, ze liczba ak + bm = nwd(a, b) .*

Dowdéd.
Rozwazmy zbiér D = {ax+by: x€Z i y€Z i ax+by>0}. D #0,bojedli a#0,to |a] € D, gdyz
lal=a-14+b-0,gdy a>01 |a|]=a-(-=1)+b-0, gdy a < 0. Niech d = ak + bm bedzie najmniejsza liczba
w zbiorze D . Poniewaz zbiér D zlozony jest z liczb dodatnich, wiec d > 0. Wykazemy, ze d|a. Jest tak,
gdy a = 0. Zalézmy, ze a # 0. Wtedy istnieja, liczby catkowite g,r takie, ze a =qd+r 1 0 <r < d. Stad
r=a—qd=a(l—kq)+b(—m).Jesli r >0, to r € D, co przeczy temu, ze najmniejsza, liczba w zbiorze D
jest d. Wobec tego r = 0, ale to oznacza, ze a = qd, czyli ze d|a. Analogicznie d|b. Wykazalismy, ze d jest
wsp6lnym dzielnikiem liczb a,b. Jesli d|a i d|b, to istnieja, liczby A\, k € Z takie, ze a = A0 1 b = kJ, zatem
d = ak + bl = 6(kA+mk), zatem 6|d. Stad wynika, ze jesli réwniez d|0, to § = £d, wiec nwd(a,b) =d. R

Charakteryzacja liczb pierwszych
Liczba p # 0 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest dzielnikiem 1 iz tego, ze plab wynika, ze pla
lub p|b.

Dowadd.
Jesli p nie jest liczba pierwsza, to istnieja liczby catkowite a, b, ktére nie sa dzielnikami jedynki i dla ktérych
zachodzi réwnosé p = ab. Jesli pla, to a = kp dla pewnej liczby catkowitej k i wobec tego p = kpb, wiec
1 = pb, co oznacza, ze p i b sa dzielnikami jedynki, whrew zalozeniu. Zalézmy teraz, ze plab i ze p jest
liczba pierwsza. Jesli p fa, to nwd(a,p) = 1, zatem istnieja liczby catkowite k,m takie, ze ak +pm = 1.
Wobec tego b = abk + bpm . Z zalozenia p|abk i oczywiscie p|bpm , wiec p|(abk + bpm) =b.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

czyli twierdzenie o jednoznaczno$ci rozkladu na czynniki pierwsze
Niech a # 0 bedzie liczba catkowita, ktora nie jest dzielnikiem 1. Istnieja wtedy liczby pierwsze pi1,p2, ..., Pn
takie, ze a =py-pa-... - pp.JeSli a =Py -pa- ... Dy 1liczby D1,D2,...,Pm Sa pierwsze, to n = m i po
ewentualnej zmianie kolejnosci (numeracji) zachodza réwnosci p1 = mp1, P2 = M2D2, - -« ,Pn = NnPn , gdzie

N1,M2,---,Mn sa pewnymi dzielnikami jedynki.

*w licznych ksigzkach poswigconych teorii liczb najwigkszy wspdlny dzielnik liczb a,b oznaczany jest symbolem (a,b) .
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Przed podaniem dowodu wypada powiedzieé¢, ze to twierdzenie méwi, ze kazda liczbe calkowita, z
wyjatkiem 0,—1,1 mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych na jeden tylko sposéb, jesli nie
bra¢ pod uwage zmian kolejnosci czynnikéw i zmian ich znakéw: 6 =2-3 = (—=2)-(=3) =3-2=(-3)-(—2).

Dowadd.

Wykazemy najpierw istnienie rozkladu na czynniki pierwsze. Zastosujemy indukcje wzgledem wartosci bez-
wzglednej liczby calkowitej, czyli udowodnimy twierdzenie dla liczb naturalnych. Jedli a = 2, to twierdzenie
jest prawdziwe, bo 2 jest liczba pierwsza, przyjmujemy wiec n = 1, p; = 2. Zalézmy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych mniejszych niz k. Jesli n jest liczba, pierwsza, to dla k teza tez
zachodzi. Jesli k liczba pierwsza nie jest, to dla pewnych liczb ki, ko, ktore nie sg dzielnikami jedynki zacho-
dzi réwnos$é¢ k = ky - ko . Poniewaz liczby ki, ko nie sa dzielnikami jedynki sa rézne od 0, wiec ki, k—2 > 1
i wobec tego ki1, ke < k. Wobec tego kazda z nich jest iloczynem liczb pierwszych, a stad wynika od razu,
ze réwniez k jest iloczynem liczb pierwszych. ZakonczyliSmy rozumowanie indukcyjne.

Teraz zajmiemy sie jednoznaczoscig rozkladu. Jesli a = pypa-...-pp =D1:D2 . P = D1 (P2 - - Pm) s
to p1|p1 lub p1|(P2 - Ps ... Dm). Jesli p1|p1, to p1 = m - p1, a poniewaz Py jest liczba pierwsza i p; nie
jest dzielnikiem jedynki (jako liczba pierwsza), wiec m jest dzielnikiem jedynki. Przyjmujac, ze a > 0
jest najmniejsza dodatnia liczba naturalng stwierdzamy, ze liczba ps - p3 - ... pm < a rozklada sie na
iloczyn czynnikéw pierwszych tylko w jeden sposéb (z wymienionymi przed dowodem zastrzezeniami na
temat kolejnosci czynnikéw i mnozenia ich przez dzielniki jedynki). Liczba ta dzieli sie przez p;, zatem pp
jest réwna z doktadnoscia do pomnozenia przez dzielnik jedynki ktorejs z liczb ps2, ps, ..., pm - Bez straty
ogolnosci rozwazan mozna przyjac, ze p1 = po . Stad wynika réwnosé pil = P2-P3-Pae .. Pn = P1-P3Da*- - P
Liczbe catkowita p% < a mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych na jeden tylko sposéb, bo
jest mniejsza od a, a mozna przyjac, ze a jest najmniejsza liczba, dla ktérej rozktad na czynniki pierwsze
jest niejednoznaczny. Dowdd zostal zakoriczony. B

W ksiazce ,,The Higher Arithmetic, An Introduction to the Theory of numbers” Harolda Davenporta
(przelozonej na rosyjski) mozna znalezé prostszy dowdd i kilka innych dowodéw zasadniczego twierdzenia
arytmetyki. Ten najprostszy przytoczymy. Tym razem nie skorzystamy z charakteryzacji liczb pierwszych.

drugi dowdd zasadniczego twierdzenia arytmetyki
Istnienie rozkladu wykazujemy tak, jak poprzednio, wiec tej czesci dowodu nie przepisujemy. Zalézmy, ze
a=p1:P2-...-Pp = P1-P2-- .. Pm jest najmniejsza liczba naturalna, ktéra ma dwa rézne rozklady na czynniki
pierwsze i ze liczby naturalne pi,ps,...,Dn,D1,D2,...,Pm 58 pierwsze. Jesli rozklady sa rézne, to zadna z
liczb p1,p2,...,p, nie pojawia sie wsrdd liczb p1,pa, ..., Dm . Mozemy przyjac, ze p1 < po < ... < Py 1
p1 < p2 < ... < p,. Poniewaz liczba a nie jest pierwsza, wiec n > 2 i m > 2, zatem a > p% 1a> ]5% 1
oczywiscie p; # p1 . Wobec tego a > p1p1 , zatem liczba a—p1p; jest liczba naturalna mniejsza od a, zatem
majaca dokladnie jeden rozklad na iloczyn naturalnych czynnikéw pierwszych. Wobec tego liczba a — p1py
jest podzielna przez p; oraz przez p; # p1, zatem réwniez przez pip1, bo ta ma tylko jeden rozklad na

czynniki, a z tego wynika, ze jesli jest podzielna przez jakas liczbe pierwsza, to ta liczba pierwsza wystepuje
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w jedynym rozkladzie na czynniki pierwsze. Wobec tego a — pi1p1 = p1P1¢q1g2 . ..q; dla pewnych liczb
pierwszych q1,q2, ..., q; . Dzielac te rtéwnos¢ stronami przez p; otrzymujemy peps...pn—p1 = P14ig2---q;,
a stad wynika, ze liczba p; jest dzielnikiem liczby pops...pn < a, wiec przedstawialnej w postaci iloczynu
liczb pierwszych w jeden tylko sposéb. Stad jednak wynika, ze wsréd liczb ps, ps,...,p, wystepuje liczba
p1, wbrew zatozeniu. B
Po tym dowodzie H.Davenport napisal czytelnik zgodzi sie, ze chociaz dowdd ten ani nie jest dlugi ani
trudny, to jednak jest dosy¢ delikatny (cienki). Zachecam do przemyslenia logiki tego rozumowania, choé nie
zamierzam go przedstawia¢ na wykladzie (moge po lub przed, np. w piatek.)

Zadanie (ale nie z analizy)
Wykazaé, ze w zbiorze Z[v2] = {a +bv2: a,b € Z} jest jednoznaczno$é rozkladu na czynniki pierwsze,
a w zbiorze Z[V5] = {a+ bv/5: a,b € Z} jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze nie ma. W obu
przypadkach wykazaé, ze dzielnikéw jedynki jest nieskonczenie wiele. Opisaé¢ dzielniki jedynki!
To zadanie z pewnoscia nie powinno by¢ robione na ¢éwiczeniach z analizy, tego typu zadania zapewne po-
jawia sie kiedys na na algebrze, ale nie na GAL—u. Zamieszczam, by osoby studiujace matematyke mogly
ewentualnie pomysle¢ o twierdzeniu o jednoznacznosci rozkladu i lepiej zrozumieé, jakie trudnosci sg zwal-

czane.



