Analiza 1, czes$¢ pierwsza
Bedziemy rozwazaé zbiér wszystkich liczb rzeczywistych R, ktéry opiszemy podajac pewne jego wlasnos-
ci, ktérych prawdziwosci dyskutowaé nie bedziemy (pewniki). Pojeciami pierwotnymi, ktérych nie definiujemy
sa sam zbior R, dwa jego rézne elementy 0 i 1, dzialania + i - oraz nieréwno$é¢ <. Dzialania to funkcje,
ktére przypisuja parze liczb rzeczywistych x,y ich sume z +y € R iiloczyn = -y € R oznaczamy zwykle
przez xy. Podamy teraz liste pewnikéw (aksjomatéw).

D1 Dla dowolnych a,b,c € R zachodzi (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢) — dodawanie jest laczne.

D2 Dla dowolnych a,b € R zachodzi a + b = b+ a — dodawanie jest przemienne.

D3 Dla kazdej liczby a € R istnieje liczba x € R taka, ze a +x = 0 — istnienie liczby przeciwne;j.

D4 Dla kazdej liczby a € R a+ 0 = a — charakteryzacja zera.

M1 Dla dowolnych a,b,c € R zachodzi (a-b)-c=a-(b-c) — mnozenie jest laczne.

M2 Dla dowolnych a,b € R zachodzi a-b=10-a — mnozenie jest przemienne.

M3 Dla kazdej liczby a € R\ {0} istnieje liczba = € R taka, ze a-x =1 — istnienie liczby odwrotne;.

M4 Dla kazdej liczby a € R a-1 = a — charakteryzacja jedynki.

MD Dla dowolnych a,b,¢c € R zachodzi (a +b)-¢ = a-c¢+ b-c — mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania.

N1 Dla dowolnych a,b € R zachodzi doktadnie jedna z trzech mozliwosci a < b, a = b, b < a — prawo
trichotomii.

N2 Dla dowolnych a,b,c € R z tego, ze a <b i b < ¢ wynika, ze a < ¢ — nieréwnos¢ jest przechodnia.

N3 Dla dowolnych a,b,c € R z tego, ze a < b wynika, ze a + ¢ < b+ ¢ — do nieréwnoéci mozna dodaé
stronami liczbe, to prawo wiaze nieréwnos¢ z dodawaniem.

N4 Dla dowolnych a,b,c € R z tego, ze a < b i 0 < ¢ wynika, ze a-c¢ < b-c¢ — nieréwnosci mozna
pomnozy¢ stronami przez liczbe dodatnia, to prawo wigze nieréwnoéé¢ z mnozeniem.

AC Jesli A CR jest zbiorem niepustym i ograniczonym z géry, tzn. ze istnieje liczba M € R taka, ze jesli
a€A,to a< M, tozbiéor A ma kres gérny w R, tzn. wsréd ograniczen gérnych M zbioru A istnieje
liczba najmniejsza.

Oznaczenia

Kres gérny zbioru A C R oznaczamy symbolem sup A, jesli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z gory,

to piszemy sup A = +oo lub sup A = .

Kres dolny zbioru A C R oznaczamy symbolem inf A, jesli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z dotu,

to piszemy inf A= —oco. B
Sformulowanie definicji kresu dolnego pozostawiam studentom w charakterze latwego ¢wiczenia.

Przez —A oznaczaé bede zbiér {z: —x € A}, tj. zbiér symetryczny do A wzgledem punktu 0 € R.

Jest jasne, ze sup(—A) = —inf A dla kazdego zbioru A, ktéry jest niepusty i ograniczony z dotu (wtedy

—A jest ograniczony z gory).



Stwierdzenie 1.
Jesli dla pewnych a,b € R zachodzi rowno$¢ a+b=a, to b=0.

Dowadd.
Z D3 wynika, ze istnieje « € R takie, ze a + x = 0. Mamy wiec 0 =a+z=(a+bd)+ax=(b+a)+z=
=b+ (a+x) = b+ 0 =b — korzystaliSmy kolejno z okreslenia z, z przemiennosci dodawania, tacznosci
dodawania, okreslenia x , wlasnoéci liczby 0. B

7 tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, ze istnieje dokladnie jeden element neutralny dodawania,
mianowicie 0.

Stwierdzenie 2.
Jedli dla pewnych y,z € R zachodzi réwnos¢ a+y=a+2,to y==z.

Dowdéd.
Niech a+2=0. Wtedy y=y+0=y+(a+2z)=(y+a)+z=(a+y)+z=(a+2)+z=(2+a)+z=
=z+(a+2)=24+0=2. 1

Definicja
—a oznacza jedyna liczbe taka, ze a + (—a)=0. B
To, ze liczba, o ktérej jest mowa jest tylko jedna wynika od razu ze stwierdzenia 2.

Stwierdzenie 3.
Dla dowolnych liczb a,b € R istnieje dokladnie jedna liczba x taka, ze a +x =b.

Dowdéd.
Niech z = (—a)+b. Mamy a+x =a+[(—a)+ b =[a+ (—a)]+b=0+b=>b+0 = b. Wykazalimy
istnienie. Jednoznacznosé¢ wynika natychmiast ze stwierdzenia 2. B

Definicja
a—b:=a+(-b). N

Stwierdzenie 4.
Dla kazdego a € R zachodzi —(—a) =a,
dla dowolnych a,b € R zachodzi réwnosé¢ —(a +b) = —a —b.

Dowadd.
(—a)+[-(—a)] =0=a+ (—a) = (—a) + a, zatem na mocy stwierdzenia 2 zastosowanego do —a zachodzi
—(—a)=a.
Mamy (a+b)+[—(a+b)] =0 =a+(—a) = [a+(—a)]+0 = [a+ (—a)]|+ [b+(-D)] = {la+(—a)]+b} +(—b) =
={a+[(=a) + 0]} + (=) = {a+ [b+ (=a)]} + (=b) = {la + b + (=a)} + (=b) = [a + O] + [(—a) + (=D)] =
=[a + b] + [—a — b], zatem ze stwierdzenia 2 wynika, ze —(a+b)=—a—b. B

Nastepne stwierdzenia zostana, podane bez dowodu, bo ich dowody polegaja na zastapieniu dodawania
mnozenie, co kazdy czytelnik powinien méc zrobi¢ bez klopotu, a w razie wystapienie jakich$ nieprzewidzia-

nych trudnosci zadaé pytania na zajeciach lub konsultacjach.
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Stwierdzenie 5.
Jedli dla pewnych a,b € R, przy czym a # 0, zachodzi réwno$é a-b=a,to b=1. &
7 tego stwierdzenia wynika przede wszystkim, ze istnieje doktadnie jeden element neutralny mnozenia,
mianowicie 1.
Stwierdzenie 6.
Jedli dla pewnych y,z € R zachodzi réwnos¢ a-y=a-z, przy czym a#0,to y=2. H
Definicja
Jesli a #0, to a~! oznacza jedyna liczbe taka, ze a-a ' =1. R
To, ze liczba, o ktérej jest mowa jest tylko jedna wynika od razu ze stwierdzenia 6.
Stwierdzenie 7.
Dla kazdej liczby a € R zachodzi réwnosé a-0 = 0.
Dowadd.
Mamy a+a-0=a-14a-0=a-(140)=a-1=a=a+0. Stad i ze stwierdzenia 2 wynika, ze a-0=0. B
Stwierdzenie 8.
Jesli a#0,to a=t#0.
Dowdéd.
Jedli a='=0,t0 0=a-0=a-a ' =1, whrew temu, ze 0 # 1, zatem a ! #40. B
Stwierdzenie 9.
Dla dowolnych liczb a,b € R, a # 0, istnieje doktadnie jedna liczba = taka, ze a-z=5. B
Definicja
Ei=a-b7'. W
Stwierdzenie 10.
Dla kazdego a € R\ {0} zachodzi (a=1)~! =a,
dla dowolnych a,b € R\ {0} zachodzi ré6wnoé¢ (a-b)"'=b"1-a"'. m
Stwierdzenie 11.
Jeslia-b=0,to a=0 lub b=0.
Dowdéd.
Mamy a-0=0=a-b, wiec jesli a # 0, to na mocy stwierdzenia 6 zachodzi 0 =b. B
Stwierdzenie 12.
Dla dowolnych a,b € R zachodza réwnosci (—a)b = a(—b) = —ab oraz (—a)(—b) = ab. W szczegdlnosci
(-1)a=—a.
Dowadd.
a-b+(—a)-b=[a+(—a)]-b=0-b=>b-0=0=a-b+[—(a-b)]. Ze stwierdzenia 2 wynika, ze (—a)b = —ab.
Stad a(—b) = (=b)a = —ba = —ab i (—a)(—b) = —a(—b) = —[(—b)a] = —[-ba] = —[—ab] = ab — ostatnia,

réwnoé$¢ wywnioskowalismy ze stwierdzenia 4.



Stwierdzenie 13.
Dla dowolnych a,b,c € R zachodzi réwnoéé a(b—c¢) = ab — ac.
Dowadd.
Mamy a(b—c¢)=a-[b+(—c¢)]=a-b+a-(—c)=a-b+(—a-¢c)=ab—ac. A
Stwierdzenie 14.
JeSlia<bic<d,toat+c<b+d.
Dowdéd.
7 tego, ze a < b wynika, ze a+c < b+c. Z tego, ze ¢ < d wynika, ze b+c=c+b < d+b. Z przechodnioéci
nieréwnosci wynika, ze a +c<b+d. &
Stwierdzenie 15.
Jesli a <0, to 0< —a.
Dowadd.
Jedli a <0,t0 0=a+(—a) <0+ (—a)=—a. N
Stwierdzenie 16.
Jedli jednoczesnie a < b, c<d, 0<b, 0<c, to ac < bd.
Dowdéd.
7 tego, ze a < b i 0 < ¢ wynika, ze ac < bc. Z tego, ze ¢ < d i 0 < b wynika, ze bc = cb < db = bd. Teza
wynika z przechodniosci nieréwnosci. B
Stwierdzenie 17.
Jedli 0<aiO<b,to0<ab. Jedli0<aib<0,toab<0. Jedlia<0ib<0,to 0<ab.
Dowadd.
Pierwsza cze$¢ wynika bezposrednio z poprzedniego. Jesli a < 0 < b, to 0 < —a, wiec 0 < (—a)b = —ab,
zatem ab < (—ab) + ab = 0. Udowodnilismy drugg cze$é. Jesli a <01 b<0,to 0 < —a i 0< —b, zatem
0<(—a)(=b)=ab. W
Definicja cyfr
2=141,3=2+1,4=34+1,5=4+1,6=5+1,7=841,8=7+1,9=8+1. 1
Definicja kwadratu
Dla kazdej liczby rzeczywistej a definiujemy a®> =a-a.
Stwierdzenie 18.
Jedli a #0, to 0 < a?.
Dowdéd.
Albo 0 < a albo 0 < —a. Stad a> =a-a=(—a)-(—a)>0. M

Stwierdzenie 19.

1>0.
Dowad.
1=12. m



Od tej pory bedziemy réwniez pisa¢ a > b oczywidcie wtedy i tylko wtedy, gdy b < a. Réwniez a < b
wtedy i tylko wtedy, gdy a < b lub a = b. Uzywany bedzie tez symbol a > b.

Definicja wartosci bezwzglednej.

la| = a jezelia >0,
| —a jezelia<0. W

Stwierdzenie 20.
Jesli a,be R, to  |—al=la|l, la|>a, |abl=]lal-[b], [a+b]<l|al+[b], |la| —b]| <l|a—b].
Dwie ostatnie nieréwnosci zwane sa nieréwnosciami trdojkata.
Dowadd.
Pierwsza réwnosé jest zupekie oczywista. Jesli a > 0, to |a] = a, jesli a < 0, to |a] = —a > 0 > a,
zatem zawsze |a| > a. Stad wynika, ze |a| + 10| > a+b oraz | —a| +|—b] > —a+ (-b) = —(a+ ), a
poniewaz |a + b|, to wieksza z liczb a +b, —(a+b), wiec |a| + |b| > |a + b|. Z tej nieréwnosci wynika, ze
la| = [(a—b)+b| < |a—b|+1b|, zatem |a| —|b] < |a—Db|. Oczywiscie |a—b| = [b—al| > |b|—|a| = —(Ja] —1b]) .
A dwu nieréwnosci |a — b| > |a| = [b] i |a —b] > —(|a| — [b]) wynika, Ze [a —b| > ||a| — [b]|. ®
Uwaga
Jesli A C R, to a =supA wtedy i tylko wtedy, gdy = < a dla kazdego = € A i dla kazdej liczby € > 0
istnieje x € A takie, ze a —e <z < a.
Dowdd tego stwierdzenia jest calkiem oczywisty, wiec go nie pisze. Sformulowanie analogicznego twierdzenia
dla kresu dolnego réwniez pozostawiam studentom. M
Definicja
N (k) jest najmniejszym zbiorem speliajacym dwa warunki:
1° ke N(k);
2° jedli n € N(k), to réwniez n+1 € N (k).
Zbiér N (0) =: N nazywaé bedziemy zbiorem liczb naturalnych, a jego elementy liczbami naturalnymi. B
Stwierdzenie 21.
Jesli ne N(k), to n > k.
Dowdéd.
Niech A = {n € N(k): n > k}. Oczywiscie k € A. Je§li n € A, to n > k, wiecc n+1 >n >k i
oczywiscie n + 1 € N(k), zatem réwniez n+ 1 € A. Wynika stad, ze A 2 N(k), a z definicji od razu
wynika, ze A C N (k). Wobec tego A = N (k), a stad wynika natychmiast, ze jesli n € N(k),to n > k. R
Stwierdzenie 22.
JeslineN(k) in>k,ton—1eN(k).
Dowadd.
Niech A= {k}U{n>k: n—-1e€ N(k)}, czyli A sktada sie z liczby k i tych liczb n nalezacych do N (k),
dla ktérych spelniona jest teza. Jesli n € A, to n+1 € N(k), a poniewaz n = (n+1)—1€ A C N(k),
wiec n+1€ A. Stad A DN (k) a poniewaz A C N (k), wiec A=N(k). B
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Stwierdzenie 23.
Jesli n e N(k) i m>n oraz m e N(k),to m>n+1.

Dowdéd.
Niech A = {n € N(k): jedli m e N(k) i m >n, to m >n+1}.Jesli m >k i m € N(k), to
m—1€ N(k) (stwierdzenie 22), zatem m —1 >k, astad m=m—1+1>k+1, zatem k € A. Zalézmy,
zen€Aim>n+1. Wtedy m—1>n,zatem m—1>n+1,wiecc m=(m—-1)+1>(n+1)+1,
zatem n+1 € N (k). B

Whniosek
Jeslin<az<n+1lineN(k),tox#NKk). R

Stwierdzenie 24. (Zasada minimum)
Jesli A C N(k) i A # 0, to infA € A, stowami: kazdy niepusty podzbidr zbioru N (k) ma element
najmniejszy, w szczegolnosci w kazdym zbiorze zlozonym z liczb naturalnych jest liczba najmniejsza.

Dowadd.
Jedli k€ A, to k=inf A, bo k = inf N (k). Zatézmy wiec, ze k ¢ A oraz ze w niepustym zbiorze A nie ma
liczby najmniejszej. Niech B bedzie zbiorem tych liczb n € N (k), dla ktérych zachodzi nieréwnos$é n < a
dla kazdego a € A. Oczywiscie k € B. Je$li n € B, to n < a dla kazdego a € A. Stad wynika, ze dla
kazdego a € A zachodzi nieréwno$¢ n+1<a. Jesli n+1€ A, to n+ 1 jest najmniejsza liczba w zbiorze
A. Jesli n+1 # a dla zadnej liczby a € A, to n+1 € B. Jesli wiec w zbiorze A nie ma liczby najmniejszej,
to zbidér B zawiera N(k), ale oznacza, ze zbiér A jest pusty, wbrew zalozeniu. W

Stwierdzenie 25. (Zasada maksimum)
Jesli ACN(Kk), A#£0D isupA€R, to supA € A, slowami: kazdy niepusty, ograniczony z géry podzbidr
zbioru N (k) ma element najwickszy, w szczegdlnosci w kazdym zlozonym z liczb naturalnych zbiorze, ktdry
jest ograniczony z gory jest liczba najwieksza.

Dowadd.
Zalézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Niech A C N (k) bedzie zbiorem ograniczonym z géry, ktérego kres gérny
znajduje sie poza A. Niech n > —1+sup A i n € N (k) — taka liczba n istnieje, bo —1 +sup A <sup A.
Wynika stad, ze n+1 > sup A, zatem n + 1 jest ograniczeniem gérnym zbioru A. Poniewaz miedzy n i
n+ 1 nie ma liczb ze zbioru A C N (k), wiec jesli m € A, to m <n+1, zatem m < n, a to oznacza, ze n
jest ograniczeniem gérnym zbioru A, a poniewaz n € A, wiec n =sup A, wbrew temu, ze supA ¢ A. &

Whiosek (Zasada Archimedesa)
Zbiér sup N (k) = +oo, w szczegblnodei dla kazdej liczby rzeczywistej = istnieje liczba naturalna n > z. B

Stwierdzenie 26.
Jesli myne N(k) i m>n,to m—neN.

Dowdéd.
Niech n € N'(k). Niech A oznacza zbiér zlozony z tych liczb v € N'(k), dla ktérych v <n oraz tych liczb
m € N(k), dla ktérych m —n € N. Oczywiscie k € A. Jesli m € A i m < n, to m+1 < n, zatem
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m+leA. JesdlimeAdim>n,tom+1—n=(m—n)+1eN, bowiem m —n € N. Z tego wynika, ze
m+ 1€ A. Stad wynika, ze A 2 N(k), a to koriczy dowéd. B

Stwierdzenie 27.
Suma i iloczyn liczb naturalnych sa liczbami naturalnymi.

Dowdéd.
Niech n € N. Niech A ={m e€N: m+n € N}. Oczywiscie 0 € A. Je$li m € A, to m+n € A, zatem
(m+1)+n=(m+n)+1€ A, zatem m+1 € A. Wobec tego A O N, a to oznacza, ze dla kazdej
liczby naturalnej m suma n + m tez jest liczbg naturalna. Niech B = {m € N:  mn € N}. Poniewaz
0-n=0€N, wiec 0 € B.Jedli me€ B,to (m+1)-n=mn+n € B, bowiem mn € B i n €N, wiec
réwniez ich suma jest liczba naturalna, to juz wiemy. Wobec tego B 2 N, a to oznacza, ze iloczyn liczb
naturalnych jest liczba, naturalna. B

Definicja zbioru liczb catkowitych
Zbiorem liczb calkowitych nazywamy najmniejszy zbiér Z taki, ze Z O N i jesli a,b € Z, to réwniez
a—beZ.nm

Stwierdzenie 28.
Z =NU{a € R: —a € N}, czyli liczba jest calkowita wtedy i tylko wtedy, gdy jest naturalna lub gdy
przeciwna do niej jest naturalna.

Dowadd.
Niech A = NU{a € R: —a € N}. Oczywiscie zbiér A zawiera wszystkie liczby naturalne i wszystkie
liczby przeciwne do liczb naturalnych. Niech a,b € A. Wykazemy, ze a —b € A. Mamy do rozpatrzenia
cztery przypadki: a,b € N, —a,b € N, a,—b € N oraz —a,—b € N. Zaczniemy od pierwszego z nich. Jedli
a>b,to a—beN — wynika to ze stwierdzenia 26. Jesli a < b, to ze stwierdzenia 26 wnioskujemy, ze
b—aeN, wiecc a—b=—(b—a) € A. Teraz drugi przypadek: —a,b € N. Ze stwierdzenia 26 wnioskujemy,
ze —a+be N, zatem a —b = —(a—b) € A. Trzeci przypadek: a —b=a+ (=b), wiec a —b e NC A.
Czwarty przypadek a+b = —[(—a)+ (=b)], liczba (—a)+ (=b) jest naturalna jako suma liczb naturalnych,
wiec przeciwna do niej znajduje sie w zbiorze A. Wynika stad, ze A=7Z. 1

Stwierdzenie 29.

Suma i iloczyn liczb catkowitych sg liczbami catkowitymi.

Dowéd.
Niech a,b € Z. Wtedy —b € Z i wobec tego a + b = a — (—b) € Z, stwierdzenie 28. ab = —[a(-b)] =
—[(=a)b] = (—a)(—b) a poniewaz iloczyn liczb naturalnych jest liczba, naturalng i liczba przeciwna do

naturalnej jest catkowita, wiec ab€ Z . &

Stwierdzenie 30.
W kazdym niepustym, ograniczonym z géry zbiorze ztozonym liczb calkowitych istnieje liczba najwieksza.
W kazdym niepustym, ograniczonym z dotu zbiorze ztozonym z liczb catkowitych istnieje liczba najmniejsza.

Dowdd.



Niech A O Z bedzie niepustym zbiorem i niech M bedzie jego ograniczeniem gérnym. Jesli w zbiorze A
znajduja sie jakies liczby naturalne, to przyjmujemy B = A N N. W zbiorze B jest liczba najwieksza,
zasada maksimum. Jest ona wieksza od wszystkich liczb ujemnych, wiec jest najwieksza liczba w zbiorze A.
Zaltézmy teraz, ze w zbiorze A nie ma liczb ujemnych. Niech C' = {z: —z € A}. Oczywiscie C C N i
C # (. Niech ¢ = inf C'. Oczywiscie ¢ € C, zasada minimum. Stad wynika, ze —c € A. Nieréwnoéé¢ z < —c
jest réwnowazna nieréwnosci —x > ¢, wiec jest spelniona dla kazdej liczby = € A. Wykazalidémy, ze zasada
maksimum jest spelniona w zbiorze liczb catkowitych.

Jesli A D Z bedzie niepustym, ograniczonym z dolu zbiorem zlozonym z liczb calkowitych, to zbiér
C = {x: —x € A} jest ograniczony z géry, wiec ma element najwiekszy, np. ¢, wiec —c jest elementem
najmniejszym zbioru A. B

Definicja zbioru liczb wymiernych
Zbiorem liczb wymiernych QQ nazywamy najmniejszy zbidr taki, ze Q D Z i jesli a,b € Q oraz b # 0, to
7€Q. m

Stwierdzenie 31. Suma, réznica, iloczyn i iloraz liczb wymiernych sa liczbami wymiernymi (iloraz,
gdy dzielimy przez liczbe # 0). Zbiér Q sklada sie z liczb postaci 7, gdzie b # 0.

Dowdéd.

a

Dla dowodu wystarczy wykazac, ze w zbiorze liczb postaci § wykonalne sa dziatania arytmetyczne. Mamy

(47 =abMed Y7t = ab~'de! = (ad)(cb) ! = 24| co oznacza, ze w zbiorze Q sa jedynie liczby postaci

c ?

-Mamy ¢+ =ab"!'+cdt =add (b)) +cbbd! = [ad +bc]b~'d™! = [ad + bc](bd) "' . Analogicznie

[SHISERNS TS

odejmowanie, ktore zreszta mozna sprowadzi¢ do dodawania. Mnozenie mozna sprowadzi¢ do dzielenia, a
dzielenie liczb wymiernych daje w wyniku liczbe wymierna, co wynika wprost z definicji zbioru . H
Definicja potegi
a® =1 dla kazdego a # 0, a' =a, a™' =a" - a dla kazdej liczby calkowitej n > 1. R
Symbolu 0° nie definiujemy, pézniej stanie sie jasne dlaczego, aczkolwiek nalezy stwierdzié, ze w wielu
sytuacjach przyjmuje sie, ze 0° = 1, gléwnie dla uproszczenia zapisu w wielu sytuacjach.
Nier6wnosé¢ Bernoulli’ego
Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i kazdej liczby rzeczywistej a > —1 zachodzi nieréwnosé (1+a)™ > 1+na.
Dowdéd.
Dla n =1 zachodzi réwnosé. Zalézmy, ze (1+ a)™ > 1+ na dla pewnej liczby naturalnej n > 1. Poniewaz
l4+a>0,wiec (1+a)""'=0+a)" - (1+a)>1+na)-(1+a)=1+n+1a+na®>>1+(n+1)a.
Wynika stad, ze nieréwnos¢ zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1. &
Twierdzenie o istnieniu pierwiastkéw z liczb rzeczywistych
Jesli a>01i k€N, k> 1, to istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista b > 0 taka, ze a = b*. Jedli k > 1
jest liczba, calkowita nieparzysta, tzn. nie istnieje liczba calkowita x taka, ze k = 2k, a jest dowolna liczba
rzeczywista, to istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista b taka, ze b* = a.

Dowdd.



Udowodnimy pierwsza, czesé tezy. Jesli a = 0, to oczywigcie b= 0. Niech a >0i A={r € R: 2% <a}.

A # 0, bowiem T4 €4, 8dyz 0 < {7 <1, zatem (ﬁ)k§1+a<a Jesli x € A, to z <1+4a, bo jesli
r>14a,to xk2(1+a)k21—|—k‘a21+a>a.Niech b =sup A. Poniewaz 1+a€A wiec b > 1+a > 0.

Udowodnimy, ze b* = a. Zalézmy, ze tak nie jest. Musi wiec byé albo b* < a albo b* > a. Zalézmy, ze

0 < ke <b. Z nieréwnoéci Bernoulli’ego wynika, ze

1+
1-(k—1)

14¢

< b .
1— ks

_ 1k
=) z
b

(b+5)k:bk(1+%>k=bk-

/N
|
S m
—
o
—_
\
T =
—
+ oo
<o)

Nieréwnosé bk < a jest réwnowazna nieréwnosci b*T! +ebF < ab— kea , czyli nieréwnodci £ < b2=Yr

k s ka+b" :

Wystarczy wiec przyjacé, ze € jest np. mniejsza, z dwu liczb ﬁ ba—b) K by mie¢ pewnos¢, ze (b—l—E) <a,

m
co przeczy temu, ze b jest ograniczeniem gérnym zbioru tych liczb nieujemnych, ktérych k-te potegi nie
przekraczaja a. Wykluczona zostala nieréwnosé b* < a. Zalézmy, ze b* > a. Niech 0 < ¢ < b. Mamy
(b—e) =01 - %)k > bF(1 — k). Wynika stad, ze jesli b*(1 — k$) > a, czyli gdy € < ,i’bkk—_,“l, to
(b—¢)* > a, co przeczy temu, Ze bjest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A, mniejszym jest
bowiem b — e. Wobec tego nie moze mie¢ miejsca nieréwnosé a < b* . Wykluczone zostaly obie nieréwnosci,
wiec musi zachodzié réwnoéé b* = a Jest tylko jedna taka liczba b bowiem z nieréwnosci 0 < by < by
wynika, ze bf < b5 .
Dowéd w przypadku a < 0 i nieparzystego k pozostawiamy studentom w charakterze latwego éwiczenia.
Mozna go sprowadzi¢ do juz udowodnionej czedci tezy korzystajace z tego, ze jesli k jest nieparzyste, to
(—y)* = —y* iz tego, ze jedli y1 < ya, to yF <ys. M

Definicja czesci calkowitej
Czescig catkowity |z] liczby @ € R nazywamy najwieksza liczbe calkowita, ktéra nie jest wieksza niz 2. B

7 zasady maksimum zastosowanej do zbioru liczb catkowitych wynika, ze definicja ta ma sens. Jasne
jest, zenp. |-3]=-3, [3] =1, | —3] =—2.

Stwierdzenie 32.
Zbiér R\ Q jest niepusty, np. v/3 ¢ Q.

Dowadd.
Poniewaz (\/§)2 =31i0<+3, wiec 1 <3< 2, bowiem z nieréwnosci 0 < z < 1 wynika, ze 2 < 1, co
wyklucza nieréwnoéé /3 < 1, a z nieréwnosci 2 < z wynika, ze 4 < 22, co wyklucza nieréwnos$é 2 < /3.
Zalézmy, ze /3 € Q, czyli ze 3 = %, gdzie p,q € Z . Poniewaz 0 < % = :—Z, wiec mozna zalozyé,
ze p,q € N. Istnieja wiec liczby naturalne g > 0 takie, ze ¢- /3 € N. Niech ny oznacza najmniejsza z
nich (zasada minimum). Niech n; = ng(v/3 — 1). Poniewaz 0 < /3 — 1 < 1, wiec n; < ng. Poniewaz
no,noV3 € N i ng < ngv/3, wiec n1 = ngv3 —ng € N. Mamy tez nq1v/3 = 3ng — nov/3 € N, bo obie liczby
3ng i nov/3 sa naturalne oraz ngv/3 < 3ng. Uzyskany wynik jest sprzeczny z definicja, ng jako najmniejsze

liczby dodatniej dla ktérej ngv/3 € N. Dowéd zostal zakoriczony. W
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Prawdziwe jest twierdzenie nieco ogdlniejsze: Jesli a € N, to zachodzi jedna z dwu mozliwosci /n € N,
Vva ¢ Q. Podany przed chwila dowdd Dedekinda niewymiernosci liczby V/3 nalezy nieco zmienié: liczbe ng
nalezy mnozy¢ przez /a — |y/a] zamiast przez /3 — 1.

Cwiczenie
Udowodnié¢ metoda Dedekinda, ze jesli k,a e N i k> 1, to albo, to /a € N albo a ¢ Q.

Twierdzenie o gestosci zbioru Q w zbiorze R
Dla dowolnych liczb a,b € R z tego, ze a < b wynika, ze istnieje liczba wymierna w taka, ze a < w < b.

Dowdéd.
Niech n € N bedzie taka liczba naturalna, ze % <b—a.Niech A = {m € Z: 2 < a}. Zbiér A
jest niepusty, bo istnieje liczba naturalna —m taka, ze —m > —na (zasada Archimedesa). Zbiér A jest
ograniczony z gory, bo nier6wnos¢ % < a jest réwnowazna nie réwnosci m < na, czyli na jest ograniczeniem
gérnym zbioru A. Niech k& = sup A. Z zasady maksimum wynika, ze wynika, ze k € A, zatem % < a. Stad
wynika, ze % =%+% <a+(b—a)=0>.Poniewaz k+1¢ A, wiec a < % Mamy wiec a < % <b.
Przyjmujemy wiec w = % .

Twierdzenie o gestosci zbioru R\ Q w zbiorze R
Dla dowolnych liczb a,b € R z tego, ze a < b wynika, ze istnieje liczba niewymierna x taka, ze a < x < b.

Dowdéd.
Nie bedziemy przytaczaé calego dowodu. Mozna powtérzyé dowdd twierdzenia poprzedniego korzystajac z
tego, ze jesli p,g € Z i p # 0 #, to liczba %\/g jest niewymierna. Réznica polega na tym, ze tym razem
liczbe n € N wybieramy tak, by % < b*T“ i rozpatrujemy liczby postaci mT‘/S Wykazujemy, ze dla co
najmniej dwu z nich speliona jest nieréwnos¢ a < mT3 < b, co gwarantuje, ze jedna z nich jest rézna od
0, wiec jest niewymierna. H

Przykitad
nh—{{olo % =0 — wynika to z zasady Archimedesa. B

Dowdéd.
Niech (a,) bedzie ciagiem niemalejacym i ograniczonym z gory przez liczbe M . Definiujemy kandydatke
na granice g = sup{a,: n € N(k)}. Jesli € > 0, to liczba g — ¢ nie jest ograniczeniem gérnym zbioru
{an: n e N(k)}, wiec istnieje liczba n. taka, ze a,, > a—e. Wobec tego dla n > n. mamy a > a,, > g—¢,
a to oznacza, ze lim a, =¢g. &

n—oo

Przyklad.
Jedli g <1, to nlLII;an = 0. Réwno$¢ jest oczywista dla g = 0, bo wtedy niezaleznie od & mozna przyjac,
ze ne = k. Jesli 0 < |¢q| < 1, to przyjmujac ﬁ =1+ r otrzymujemy 0 < |¢|" < & wtedy i tylko wtedy,

1
1

T

gdy (1+7)" = (\71\)71 > % , a na to, by ta ostatnia nier6wnos¢ zachodzila wystarcza, ze n >

nieréwnosci Bernoulli’ego wynika, ze (14+7)" > 1+nr. R

, bowiem z

Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach granicy
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A1l. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, , to istnieje granica lim (a, + b,) 1 zachodzi wzor:
n—o0 n—o0 n—oo
lim (an + by) = lim a, + lim b, .
n—oo n—oo n—oo
A2. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, , to istnieje granica lim (a, — b,) 1 zachodzi wzér:
n—oo n— oo n—0o0
lim (a, — by) = lim a, — lim b, .
— 00 n—oo n—oo
A3. Jedli istniejg granice lim a,, lim b, , to istnieje granica lim (a, - b,) 1 zachodzi wzdr:
n—oo n—oo n—oo
lim (ay, - b,) = lim a, - lim b, .
—00 n—oo n—oo

A4. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, # 0, to istnieje granica lim 3= i zachodzi wzér:
n—00 n—0o0 n—oo "

Jim 5 = T=hn
Zanim udowodnimy to twierdzenie, sformulujemy nastepne.
Twierdzenie o szacowaniu
N1. Jedli C < nll_}n;o an , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé¢ C < a, .
N2. Jedli C > nll_}n;o an , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnos¢ C' > a, .
N3. Jesli nh_}rrgo b, < nlirgo an , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé b, < a, .
N4. Jesli b, < a, dla dostatecznie duzych n, to zachodzi nier6wnos¢ nh_}n(go b, < nlirgo an, -
Dowadd.
Zaczniemy od N1. Przypomnijmy, ze liczba C' jest mniejsza od granicy ciagu (ay). Mamy wykazaé, ze dla
dostatecznie duzych n zachodzi nieréwno$¢ C' < a, . Przyjmijmy ¢ = lim a,, — C. Z definicji od razu

n—oo
wynika, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé |a, — lim a,| < e, wiec a, > lim a, —e=C.
n—oo n—oo
W taki sam sposéb udowodnié¢ mozna N2 — trzeba jedynie zmienié¢ kierunki niektérych nieréwnosci.
Teraz zalézmy, ze lim b, < lim a,. Istnieje liczba C taka, ze lim b, < C < lim a,. Na mocy juz
n—oo n—oo n—oo n—oo

udowodnionej czesci twierdzenia dla dostatecznie duzych n zachodza nieréwnosci b, < C oraz C < a,.
7 nich wynika od razu, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n mamy b, < a,, co konczy dowod
czedei N3.

Zalézmy, ze od pewnego momentu zachodzi nieréwnoéé¢ b, < a,, chcemy natomiast wykazaé, ze lim b, <

n—oo

nhﬂngo an . Jesli tak nie jest, to nhﬂngo b, > nlirx;o an . Stad jednak wynika, ze dla dostatecznie duzych liczb
naturalnych n zachodzi nieré6wnos¢ b, > a, sprzeczna z zalozeniem. Dowdd twierdzenia o szacowaniu
zostal zakonczony.®

Whiosek z twierdzenia o szacowaniu — jednoznaczno$¢ granicy
N5 Ciag ma co najwyzej jedng granice.

Dowadd.
Gdyby miat dwie np. g1 < g2, to wybra¢ moglibysmy liczbe C' lezaca miedzy g1 i g2: g1 < C < g2. Wtedy
dla dostatecznie duzych n byloby jednoczesnie a,, < C (zob. N2) oraz a, > C (zob. N1), co oczywiscie nie
jest mozliwe. B

Whiosek z twierdzenia o szacowaniu — ograniczono$¢ ciagu o granicy skoriczonej

N6. Jesli ciag (a,) ma granice, to istnieja liczby rzeczywiste C, D takie, ze dla wszystkich n zachodzi

nieréwno$é¢ C < a, < D, czyli ciag (a,) jest ograniczony z dotu liczba, C za$ z géry liczba D. B
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Uwaga. Ten dowdd jest bardzo prosty. Prosze jednak zwroéci¢ uwage na to, ze sposréd skoriczenie
wielu liczb mozna zawsze wybrac¢ najmniejsza a sposréd nieskoriczenie wielu niekoniecznie, np. wéréd liczb

1,5,%,... najmniejszej nie ma! M

1
’ 99 3
Twierdzenie o trzech ciagach
N7. Jedli a, <b, < ¢, dla dostatecznie duzych n i ciagi (a,) oraz (c,) maja rdwne granice, to ciag (by)
tez ma granice i zachodzi wzdr

lim a, = lim b, = lim c¢,.
n—oo n—oo n—oo

Dowdéd.
Wiemy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnos¢ podwéjna a, < b, < ¢, oraz ze ciagi a, i ¢,
maja wspdlng granice g. Mamy dowiesé, ze ta wspdlna granice jest réwniez granicg ciagu (b,). Niech € >0
bedzie dowolng liczba. Istnieje liczba naturalna n. , taka ze jesli n > n., to |a, — g| < e oraz |¢, —g| <e.
Wynika stad, ze g — e < an, < b, < ¢, < g+¢, zatem |b, — g| < . Udowodnili$my wiec, ze g = nlii%obn.
Dowdéd zostal zakoriczony. B

Uwaga o zbieznosci ciagu przeciwnego
Zauwazmy teraz, ze ciag (c,) ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (—c¢,) ma granice oraz ze zachodzi
wtedy réwno$é lim (—¢,) =—lime¢,. B

n—oo n—oo

Ta bardzo prosta uwaga wielokrotnie pozwoli nam na zmniejszenie liczby przypadkow rozwazanych w
dowodach.

Teraz zajmiemy sie twierdzeniem o arytmetycznych wlasnosciach granicy ciagu. Udowodnimy, ze suma
granic dwéch ciagdw jest granica sumy tych ciagéw. Zaltézmy, ze g, = nlirrgo an 1 gp = nlirrgo by, . Niech ¢ bedzie
dodatnia liczba rzeczywista i niech nl bedzie taka liczba naturalng, ze dla n > n. zachodzi nieréwnosé
lan — ga| < 5. Niech n! bedzie taka liczba naturalna, ze nieréwnosé¢ |[b, — gp| < § zachodzi dla n > n! i
niech n. oznacza wieksza z liczb n’, n!. Wtedy dla n > n. zachodza obydwie nieréwnosci, zatem
€

225.

€
|an+bn_(ga+9b)|§|an_9a|+|bn_9b|<§+

Znaczy to, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n (n > n. ) réznica (an,+b,)— (9o + gp) ma wartosé
bezwzgledna mniejsza niz e, wiec nh—>H<>l<) (an +bpn) = ga+ gp . Dowdd twierdzenia o granicy sumy ciagéw zostat
zakonczony.

Z uwagi o zbieznosci ciagu przeciwnego i twierdzenia o granicy sumy (Al) wynika od razu twierdzenie o
granicy réznicy (A2).

Zajmiemy sie teraz iloczynem. Z twierdzenia o szacowaniu wynika, ze kazdy z tych ciagdw jest ograniczony,
wiec istnieje liczba K’ > 0 taka, ze |a,| < K’ i istnieje tez liczba K" taka, ze |b,| < K" dla kazdej
liczby naturalnej n. Przyjmujac, ze K to wieksza z liczb K’, K” znajdujemy liczbe, ktérej nie przekracza

wartosé bezwzgledna zadnego wyrazu ktéregokolwiek z dwéch rozpatrywanych ciagéw: |ay|, |bn| < K . Niech
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Jo = nlin;o n, Gy = nlirrgo by, . Z twierdzenia o szacowaniu wnioskujemy, ze réwniez |g.|, |g»] < K. Niech e
oznacza dowolna liczbe dodatnia. Istnieje wtedy liczba naturalna n. , taka ze jesli n > n., to |a, —ga| < 5%
i jednoczesnie |b, — gb| < 5% . Wtedy

|anbn — gags| = |(an — ga)bn + ga(bn — g6)| < lan = gal - [bn| + |ga| - 1bn — g < 35z - K+ K - 5%z =&
Udowodnilismy wiec, ze dla dostatecznie duzych n odleglosé¢ liczby a,b, od liczby g¢,g, jest mniejsza niz
€, CO 0ZNAcCzZa, 7€ (JqJp = nan;o (an . bn) , a to wlasnie bylo naszym celem.
Pozostata ostatnia cze$¢ — twierdzenie o granicy ilorazu. Niech g, = nlggo an, 1mniech 0 # g, = nlggo b .

Wykazemy, ze lim 3= = Ja  Niech e bedzie dowolna liczba dodatnia. Z poczynionych zalozen wynika, ze

n—oo ’n 9 "
istnieje liczba naturalna n., taka ze jesli n > n., to |b,| > ‘gg—b‘, lan — ga] < E"fbl , b — gl < 45%‘*";) K
Dla n > n. mamy wiec
— gub — — gab 2 2
An  Ya| _ |ango — gabnl < |langs — gags| w; |9agb — gabn| _ 2 o~ gal + Ig(12||gb_bn| -
b O |gbbn| |gs]?/2 g g

Twierdzenie zostalo udowodnione. B
Lemat o granicach n-tych poteg ciagéw ,szybko zbieznych” do 1

Jedli limn-ap, =0,to lim (1+a,)" =1.
n—oo

n—oo
Dowéd.
Poniewaz lim n -a, = 0, wiec istnieje ng takie, ze jesli n > ng, to |n-a,| < % .
n—oo
Wtedy |an| =1 - (Jn-an|) <-4 < 3. Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n > ng zachodza nieréw-

nosci: n - a, > —% > -1, 112 > —1 oraz ﬁ‘;"” < 1, co usprawiedliwia dwukrotne stosowanie nieréwnosci

Bernoulli’ego w wierszu ponizej

1 1

1+n'an§(1+an)n: "Sl nan
) T

Czytelnik zwréci uwage na to, ze dzieki wyborowi mg stosowanie nieréwnosci Bernoulli’ego prowadzi do
wyrazen dodatnich, wiec przejscie do ich odwrotnosci jest usprawiedliwione — stosowali$émy nieréwnoéé¢ Ber-

noulli’ego do mianownika! Teza lematu wynika z twierdzenia o trzech ciagach, bowiem lim (14 n-a,) =
n—oo

1
=1 = lim ——-— . Lemat zostal udowodniony. B
n—oo] — 1+;'

Ciag ((1+ %))

Wypiszmy przyblizenia dziesieciu pierwszych wyrazow ciagu

w przypadku z =1: oraz w przypadku x = —4:
(1+1) =2 (1+58)" =3
(1+3) =4 =22 (1+3) =1
(1+1)7 =8 ~2 37 (1+=2)° = 52 ~ —0,37

Nie zalozylimy, ze g,7#0, wigc w mianowniku umiescilismy |gq|+1 .
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(1+3) =88 ~2,44 (1+=2)" =0
(1+1)° = FEe ~ 2,49 (1+3%)° = +1- ~0,00032
(1+3)" = 42202 ~ 2,52 (14 =4)° = -1~ 0,0014
(1+3)" =202 ~ 2,55 (14 =2)" = 2887~ 0,0027
(1+ 1) = 80022 ~ 2,56 (1+32)° = JL ~0,0039
(1+3)" = 1000000000 ~ 2,58 (14 =4)% = ;938125 0 0050
(14 45)"" = 23emizioct ~ 2,59 (14 54)" = 29049+ 00060
Latwo mozna przekonad sie, ze ciag o wyrazie a,, = (1+ %)” nie jest ani geometryczny , ani arytmetyczny

z wyjatkiem jednego przypadku: x = 0. Wykazemy, ze jesli n > —z # 0, to any1 > a,, czyli ze
ciag ten jest rosnacy od pewnego momentu. W przypadku x > 0 jest rosnacy, gdy = < 0, to moze
sie zdarzy¢, ze poczatkowe wyrazy zmieniaja znak, wiec o monotonicznosci nie moze by¢ nawet mowy.
Jedli jednak wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie, to jest niemalejacy. Wypada to wykaza¢. Z nieréwnosci

n > —x wynika od razu nieréwno$¢ n + 1 > —x. Z pierwszej z nich wnioskujemy, ze 1+ = > 0, a z

n+
.. . T . , ;. , . . . , , . z\" T
drugiej — ze 1+ i 0. Nieréwno$é¢ a, < an4+1 réwnowazna jest nieréwnosci (1 + 5) < (1 + n—+1) ,

- . C (gL
a ta — dzieki temu, ze 1+ £ > 0 - nieréwnosci ( Hﬂ;l) > (H%) = niﬂ Skorzystamy teraz z

nieréwno$ci Bernoulli’ego (punkt 10.), by udowodnié, ze ostatnia nieréwno$¢ ma miejsce dla n > —z . Mamy

1452\ ntl . - o
( 1+%1> = (1 - m) >1—(n+ 1)(n+1fw =1- 45 = 745 - Dla jasnosci nalezy jeszcze

zauwazy¢, ze liczba pehiaca role a w nieréwnosci Bernoulli’ego, jest wieksza od —1 — jest

—x
(nta)(ntl1)
to oczywiste w przypadku = < 0, bo w tym przypadku jest ona nieujemna, za$ dla « > 0 jej wartosé

)jest mniejsza od —— < 1. Wykazaliémy wiec, ze od momentu, w ktérym

bezwzgledna, czyli 55 1

wyrazenie (1+ =) staje sie dodatnie, ciag zaczyna rosnaé (w przypadku z = 0 jest staly). Dodajmy jeszcze,
ze jesli © > 0, to wyrazy ciaggu sa dodatnie, jesli za§ x < 0, to sa one dodatnie dla n parzystego oraz dla
n nieparzystego, o ile n > —x.

Jesli x <0 in>-x,t00<1+ 7 <1, zatem (1—!— %)n < 1. Ciag jest wiec w przypadku = < 0
niemalejacy od pewnego miejsca i ograniczony z géry, ma zatem granice. Granica ta jest dodatnia, bo takie

sa wyrazy ciggu od pewnego miejsca i wyrazy te rosna wraz z n. Jesli o = 0, to wszystkie wyrazy ciagu

2\n
1z
sa rowne 1, wiec jego tez. Jesli x > 0, to (1 + %)n = M Mianownik ma dodatnia granice — to

(e

= 0, zatem granicg licznika jest liczba 1. Z twierdzenia o granicy

T
n2

juz wykazaliSmy. mamy tez lim n -

n—oo
ilorazu natychmiast wynika, ze ciag ((1 + %)n) ma granice réwniez dla =z > 0.
Oznaczenie

exp(x) oznaczaé bedzie w dalszym ciagu granice ciagu ((1 + %)”) , tzn.

exp(z) = lim (1+ %) .

n—oo
Wobec tego symbol exp oznacza funkcje, ktora jest okreslona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych, jej
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wartoscia, w punkcie = jest liczba dodatnia lim (1 + %)n . ;

n—oo
Roéwnanie podstawowe

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zachodzi réwnosé: exp(x + y) = exp(z) - exp(y) .

Skorzystamy z okreslenia liczby exp(z) i tego, ze jest to liczba dodatnia, co udowodniliSmy wczesniej.

exp(z)-exp(y)
exp(z+y)

n T n
o) o) (0rD0en\" =\
exp(x + y) n—oo 142ty n—o0 14 &ty

Rownosé, ktéra mamy udowodnié, jest rownowazna temu, ze = 1. Mamy

n
Ostatnia réwnosé wynika z lematu o ciagach szybko zbieznych do 1 i z tego, ze

ﬂ
lim (n ’fﬂ) =0.m
n

n—o0 1+

Stwierdzenie 33.
Dla dowolnej liczby rzeczywistej a zachodzi wzér exp(—x) = Wl(z) .
Mamy exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) - exp(0), a poniewaz exp(0) jest liczba dodatnia, wiec exp(0) = 1.*

Wobec tego 1 = exp(0) = exp(—z + z) = exp(—=x) - exp(x), zatem zachodzi wzér exp(—z) = [ |

_ 1
exp(z) *
Definicja potegi o wykladniku wymiernym
Jeslia >0, peZ, g€ N\ {0}, to a?/? = /ar. B
Dla a < 0 sa klopoty z definicja i z wlasno$ciami funkcji wykladniczej, wiec w wielu szkotach nauczyciele
po prostu zaktadaja, ze podstawa potegi musi by¢ dodatnia. To samo zalozenie przyjmuja rowniez autorzy
wielu znanych programoéw komputerowych i dziela ich autorstwa nie lubia, wyrazen typu (78)1/ 3. Zapewne
po drodze, w obliczeniach, programy takie uzywaja logarytméw. Autor tego tekstu jednak dopuszcza ujemna
podstawe w nastepujacej sytuacji p € Z, q € N, nie istnieje x € Z takie, ze ¢ = 2z, czyli ¢ jest nieparzyste
i nie istnieja k,I,m € Z takie, ze m > 1, p = km i jednoczesnie ¢ = Im, czyli p,q sa wzglednie pierwsze.
Jesli a > 0 1 % =L, pr€Z,qseN\{0}, to Va? = v/a", bowiem ta réwno$¢ réwnowazna jest
temu, ze (\"/a_P)qs = (\S/a_7 )qs, czyli aP® = a9" (twierdzenie o istnieniu pierwiastka), a to wynika z tego,
ze ps = qr. Stad wynika, ze definicja potegi o wyktadniku wymiernym jest zalezna od wykladnika a nie od
jego przedstawienia w postaci ilorazu licz catkowitych. Te uwagi nie dotycza potegowania, gdy podstawa jest
ujemna: (—1)Y/2 = {/(-1)L = —1, ale (—1)%/6 = {/(=1)2 = 1, wiec nawet definicja w przypadku ujemnej
podstawy nie jest catkiem w porzadku. Tym nie mniej czesto jest wygodnie stosowaé zapis a?/? w przypadku
ujemnego a, ale wtedy trzeba zdawaé sobie sprawe z ograniczen w twierdzeniach dotyczacych poteg, czyli
mie¢ swiadomosé, ze moga, pojawié sie jakie§ dziwne ktopoty.
Stwierdzenie 34.
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x, dowolnej liczby catkowitej p i dowolnej dodatniej liczby catkowitej ¢
zachodzi wzér:  exp(Lx) = (exp(z))”/? .

Jesli m jest liczba naturalng, y — rzeczywista to exp(my) =exp(y+y+...+y) =

* inny dowéd:  exp(0)=limy— oo (1+% )nzlimn_,oo 1=1.
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= exp(y) - exp(y) - ... - exp(y) = (exp(y))™ . Stad wynika, ze exp(Z) = {/exp(z) = (exp(z))"/? - sto-

sujemy poprzedni wzér przyjmujac y = ;- i m = q . Dla p > 0, zachodzi wiec réwnosé exp(%z) =

p
(exp(%)) = ((exp(z))/9)" = (exp(z))*/?. Teraz zalésmy, ze p < 0. Mamy wobec tego exp(Lz) =

exp(l,_px) = (exp(;)),p/q = (exp(x))p/q . Udowodniliémy wiec wzér, ktéry chcielismy wykazaé. B
q

Definicja liczby e
Liczba e nazywamy granice nh_)r{.lo (1 + %)n, czyli e = exp(1).
Liczba ta zajmowal sie intensywnie jako pierwszy L.Euler, matematyk szwajcarski zatrudniany przez Pe-
tersburska, Akademie Nauki (1727-1744,1766-1783) i Berlinska Akademi¢ Nauki (1744-1766). Liczba ta ma
duze znaczenie w matematyce. Z punktu widzenia tego wyktadu jest to najwazniejsza podstawa poteg i
logarytméw. Z tego, co wykazaliSmy do tej pory, wynika, ze exp(w) = ¢ dla kazdej liczby wymiernej w —
we wzorze ze stwierdzenia 34 przyjmujemy x = 1 oraz § =w. Wiemy tez, ze e =exp(l) >1+1=2. 1

Stwierdzenie 35.
Dla kazdej liczby rzeczywistej x < 1, zachodzi nieréwnosé podwéjna 1+ z < exp(z) < %

Dowdéd.
Jesli n > —x, to = > —1. Z nieréwnosci Bernoulii’ego wynika, ze (1 + %)n >1+n; =1+z. Stad wynika,
ze nlii%o(l + %)n > nlln;o(l +n) =1+x. Wobec tego lewa nieréwnos¢ zachodzi i to dla wszystkich = € R.
Zajmiemy sie prawg. Mamy exp(—x) > 1 —x, co wynika z nieréwnodci exp(z) > 14z po zastapieniu liczby
x liczba (—x). Stad exp(z) = Wl—x) <. =

Stwierdzenie 36. (Ciaglos¢ funkeji exp)
Jedli lim z, =z, to réwniez lim exp(x,) = lim exp(z).

n=oo n—oo n=oo

Dowdéd.
Dokladnie ta wlasno$é¢ funkcji wykladniczej jest nazywana jej ciagloscia. Wilasnosciami funkcji ciaglych i
réznymi okreéleniami ciaglosci zajmiemy sie pézniej. Teraz udowodnimy, ze funkcja exp jest ciagla. Zaltézmy,
ze || < 5. Wtedy h <exp(h) —1< 45 —1= l%h Stad wynika, ze jesli |h| < 1, to |exp(h) — 1| < 2|h|.
Jesli nh_}rgoxn =z, to dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosé |z, — x| < % , zatem

0 < |exp(zn) —exp(z)| = |exp(x) (exp(ay, —x) — 1) | <exp(z) -2 |z, — .

Dowodzona teza wynika wiec z twierdzenia o trzech ciagach. B

Stwierdzenie 37. (Charakteryzacja funkcji wykladniczej)
Zalézmy, ze na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych okreslona jest funkcja f, taka ze

(i) jesli lim z, =z, to lim f(x,) = f(x), tzn. funkcja f jest ciggla;
n—oo n—oo

(ii) dla dowolnych liczb rzeczywistych zachodzi réwnosé¢ f(z +y) = f(z)f(y);

(i) f(1) =e=-exp(1).

Twierdzenie w istocie rzeczy méwi, ze wlasnosci (i) oraz (i) sa podstawowymi wlasno$ciami funkcji
wyktadniczej. Wlasnosé (iii) ustala podstawe potegi, gdyby w tym twierdzeniu opusci¢ zalozenie (iii), to teza

brzmiataby f(x) = (f(1))". Udowodnimy to twierdzenie.
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Dowdéd.
Mamy f(z) = f(2+ %) = f(%)- f(%) = f(%)* > 0. Jesli dla pewnej liczby rzeczywistej x1 zachodzi
réwnosé f(x1) = 0, to f(x) = f(z1)f(x — z1) = 0 dla kazdej liczby x. Wobec tego albo funkcja f jest
dodatnia w kazdym punkcie, albo jest réwna 0 w kazdym punkcie. W naszym przypadku f(1) # 0, zatem
nasza funkcja przyjmuje jedynie warto$ci dodatnie. Rozumujac tak jak w przypadku funkcji exp, zob. dowéd
stwierdzenia 34, stwierdzamy bez trudu, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej =, dowolnej liczby calkowitej p

P/ W szezegdlnosei ma to miejsce

i dowolnej catkowitej liczby dodatniej ¢ zachodzi réwnosé f(%x) = (f(x))
dla z =1, a to oznacza, ze f(%) = (f(1))P/1 =P/ = exp(%). WykazaliSmy zatem, ze funkcja f pokrywa
sie z funkcja exp na zbiorze wszystkich liczb wymiernych. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x, istnieje ciag
liczb wymiernych (w, ), ktérego granica jest . Wobec tego, dzieki ciaglodci funkcji f i funkeji exp mozemy
napisaé: f(z) = lim f(w,) = lim exp(w,) =exp(z). A
n—oo n—o0

Autor nie ma pojecia, jak obecnie w szkotach definiowana jest potega o wyktadniku niewymiernym,
zreszta, to moze zaleze¢ od nauczyciela, podrecznika, plam na Sloricu i innych czynnikéw, podejrzewa, ze
wiekszos$¢ maturzystow nie potrafi powtorzy¢ zadnej definicji. W istocie rzeczy wszystkie definicje w jawnej
lub niejawnej formie musza odwolywaé sie do ciaglosci i okreslenia wartosci funkcji w przypadku argumentéw
wymiernych. Jedna z mozliwosci ominiecia tej dlugiej drogi to przyjecie, ze e* = lim,_, o (1 + %)n . Wtedy
od razu mamy do dyspozycji rézne twierdzenia o granicach, a z nich wynikaja latwo wiasnosci funkcji

wyktadniczej.
Stwierdzenie 38 (Funkcja exp jest $cisle rosnaca)

Dowéd.
Niech = < y. Wtedy exp(y) = exp(y — ) -exp(z) > (1 +y — ) - exp(z) > exp(z). H

Twierdzenie o zbiorze wartosci funkcji wykladniczej exp.

Dla kazdej liczby rzeczywistej y > 0 istnieje liczba x, taka ze y = e® = exp(z).

Dowadd.
Poniewaz e" > 14 n, wiec dla kazdej liczby rzeczywistej y istnieje liczba naturalna n taka, ze e™ > y.

Poniewaz e™™ < wiec dla kazdej liczby dodatniej gy istnieje liczba naturalna n taka, ze

1 _ _1
1—(—n) — 14n>’

y > n+r1 . Stad wynika, Ze istnieje liczba naturalna n, taka ze e <y < e". Zbiér A={hcR: e" <y}

jest niepusty, bo e™™ < y i ograniczony z gory przez n. Niech x = sup A. Udowodnimy, ze y = e . Sa trzy

mozliwodci e® <y, e® >y i e® = y. Zalézmy, ze e® < y. Niech § > 0 oznacza taka liczbe, ze €’ < e%

Liczba ¢ istnieje, bo €® < ﬁ dla § < 1 , wiec wystarcza, by ﬁ < X, czyli, by 0 < 1-— %, np.

0= % . (1 — %) . Wobec tego e®T® = ¢%-e% < y, zatem =+ € A whrew temu, Ze = jest ograniczeniem

gérnym zbioru A. Zalézmy dla odmiany, ze e® > y. Wykazemy, ze istnieje liczba 6 > 0 taka, ze e®~° > y.

1
1-6°

1

Nieréwnoéé ta jest réwnowazna temu, ze €% < <. Jedli 6 < 1, to e? <
J ) y ) 1—o

wiec wystarczy, by < %

czyli, by 0 <1—2  np. § = %(176%) Wynika stad jednak, ze je$li h >z —§,to e >y, zatem . —6 <z

jest ograniczeniem gérnym zbioru a wbrew temu, ze x jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A.
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Uwaga
Funkcja wykladnicza o podstawie e jest $ciSle rosnaca, tzn. jesli z1 < xo, to e*! < %2 | zatem dla kazdej
liczby y > 0 istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista x taka, ze y =e”. R
Definicja logarytmu naturalnego
Iny = x wtedy i tylko wtedy, gdy y =¢e. R
Stwierdzenie 39 (Oszacowania logarytmu)
Jesli x> —1,to 77 <In(l+2) <=z.
Dowadd.
Jesli 0 < 1+, to z nieréwnosci 14z < e® wynika, ze In(14+2z) <In (em) =zx.Jesli 0 <142x,t0 == <1,

1+x

zatem /() < L — 14z, zatem £ =1In (e”/(F2)) <In(1+2z). W
Trz

Cwiczenie
Wykazad, ze jesli (an) jest takim ciagiem, ze lim (14 ay,)" =1, to lim (na,) =0.
n—oo n—oo

Stwierdzenie 40 Pochodna funkcji wyktadniczej
Jedli ciag h, # 0 dla kazdego n i nlLIr;ohn =0, to nllrgo%w = exp(z) .
Dowdéd.

exp(}fLL:)—l exp(z+hn)—exp(z) _ exp<x) . exp(hn)—1 )

n n

Wystarczy wykazaé¢, ze lim
n—oo

=1, gdyz

Zalézmy, ze 0 # h < . Stad 0 < 1= < 2. Mamy % —-1= W. Ze znanej juz nieréwnosci

1
1-h

> exp(h) > 1+ h wynika natychmiast, ze

0<exp(h) —1—h< iy —1—h=15 =% |

Po podzieleniu tej nieréwnosci stronami przez |h| otrzymujemy

exp(h)—1—h

1
<
h ‘—1

. 2|h|.
— - |hl < 2In|

h

M_l‘:

7 tej nierownosci i z twierdzenia o trzech ciagach dowodzona teza wynika natychmiast. B

Potegi, jak juz pisaliSmy, mozna réznie definiowaé¢. Mozna zdefiniowaé, co uczyniliémy potege o wyk-
tadniku wymiernym, a nastepnie napisaé, ze jesli a > 0, to dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi
réwnoéé a® = nan;o a™n , gdzie (w,) oznacza dowolny ciag liczb wymiernych zbiezny do liczby 2. Wymaga
to sprawdzenia poprawnosci definicji tzn. sprawdzenia, ze nie zalezy ona od wyboru ciggu (w,). Mozna

postapié nieco inaczej: jesli a > 1, to zdefiniowaé a* = sup{a¥: w <z i w € Q}, co wymaga sprawdzenia

u v

potem, ze a“T? = a%-a¥ i nastepnych réwnoéci. Zaoszczedzimy troche czasu przyjmujac ponizsza definicje.
Definicja potegi
Jedli a > 0, to przyjmujemy, ze a® = exp(zrlna) = e*!na.
Podstawowe wlasnosci poteg
1. a*™ =qa"-a’ dla dowolnego a > 0 i dla dowolnych u,v € R;
2. a* = - dla dowolnego a > 0 i dla dowolnego u € R;

at

3. (a“)” = a"? dla dowolnego a > 0 i dla dowolnych wu,v € R;
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(ab)* = a* - b* dla dowolnych a,b > 0 i dla dowolnego u € R;
(ﬂ)u = ‘g—: dla dowolnych a,b > 0 i dla dowolnego u € R;
a" < a¥ dla dowolnego a > 1 oraz u < v;

< a" dla dowolnego a € (0,1) oraz u > v;

a* < b* dla dowolnych a < b oraz u > 0;

© ® X s o e

a* > b* dla dowolnych a < b oraz u < 0;

10. a* = lim a"" dla dowolnego a > 0 i dowolnego ciagu (uy), ktérego granica, jest liczba u. W
n—0o0

Cwiczenie
Wykazaé¢ wlasnoséci 1 — 10. Mozna korzysta¢ z udowodnionych wiasnoéci funkcji exp i In.

Definicja podciagu
Jesli (ng) jest $cisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to ciag (an,) nazywany jest podciagiem ciagu
(a,). W

Na przyklad ciag as, a4, as,. .., czyli ciag (azx) jest podciagiem ciagu (a,) — w tym przypadku ny =
2k . Ciag aa, as, as, a7, a1, ... jest podciagiem ciagu (a,) —w tym przypadku ny jest k—ta liczbg pierwsza,.
Przyktady mozna mnozy¢, ale zapewne starczy powiedziec¢, ze chodzi o wybranie nieskoniczenie wielu wyrazow
wyjdciowego ciagu bez zmiany kolejnosci w jakiej wystepowaty.

Jest jasne, ze jesli g jest granica ciagu, to jest réwniez granica kazdego jego podciagu, wynika to od
razu z definicji granicy i definicji podciagu. Latwe w dowodzie jest tez twierdzenie pozwalajace na zbadanie
skonczenie wielu podciagéw danego ciagu, wilasciwie wybranych, i wnioskowanie istnienia granicy z istnienia
wspOlnej granicy wybranych podciagéw.

Twierdzenie o scalaniu*

Zatézmy, ze z ciagu (a,) mozna wybraé¢ dwa podciagi (ak,) 1 (a;,) zbiezne do tej samej granicy g, przy
czym kazdy wyraz ciagu (a,) jest wyrazem co najmniej jednego z tych podciagéw, tzn. dla kazdego n
istnieje m, takie ze n = k,,, lub n =1,,. Wtedy ta wspdlna granica obu tych podciagéw jest granica ciagu
(an): lima,=g.

n—o0

Dowadd.
Ten dowdd jest bardzo prosty. Niech ¢ > 0. Istnieja liczby nl i n, takie ze dla n > n. zachodzi nieréwnosé
law, —g] < e, dla n > n” zachodzi nieréwnos¢ |a,, — g| < . Poniewaz k, — oo i l,, — oo, wiec istnieje
ne, takie ze jesli m > n. i m jest tak dobrane, ze a, = a,, lub a, = a,,, to m > n. oraz m > nl i
wobec tego |a, — g| < £. To oznacza, ze g = nllngoan . m

Sformulujemy teraz bardzo wazne twierdzenie, ktore bedzie wielokrotnie stosowane w dowodach.

Twierdzenie Bolzano — Weierstrassa

7 kazdego ciagu ograniczonego mozna wybraé podciag, ktéry ma granice skonczona,.

* Ta nazwa to pomyst autora, ktéry ma nadzieje, ze nie jest to catkiem glupi termin.
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Dowdéd.
Niech ¢,d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze nieréwnos¢ ¢ < a, < d zachodzi dla kazdego n; c jest
ograniczeniem dolnym ciagu (a,), a d — gérnym. Jedli ciag (a,) zawiera podciag staly, to ten wlasnie
podciag jest zbiezny. Dalej zakladamy, ze (a,) nie zawiera podciagu stalego, wiec ze kazda liczba moze
wystapi¢ jako wyraz ciagu jedynie skoriczenie wiele razy. Zreszta to zalozenie nie jest istotne dla rozu-
mowania przeprowadzanego ponizej, jednak pozwala unikna¢ pytan o szczegélows interpretacje uzywanych

sformutowan. Niech n; = 1, ¢ = ¢, di = d. Jedna z poléwek przedzialu [c,d] (lub obie) zawiera nie-

c+d}

skoriczenie wiele wyrazéw ciagu a, , niech [ca,ds] bedzie ta wlasnie poldwka (jesli np. w przedziale [c, s

jest nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu (a,), to przyjmujemy co = ¢; = ¢ i do = %’l, jesli w przedziale
c+d

[c, <44 =5

2

} jest skoriczenie wiele wyrazéw ciagu (ay), to w przedziale [ d} musi by¢ ich nieskonczenie

wiele, w tym przypadku przyjmujemy co = oraz do = di = d) i niech ny > ny bedzie takim nume-

ctd
2

rem, ze an, € [c2,d2] . Powtarzamy przeprowadzone rozumowanie w odniesieniu do przedzialu [ca,ds] i

wyrazdw ciagu nastepujacych po a,, . W wyniku tego otrzymujemy liczbe naturalng ns > ny oraz przedziat

[es,ds] C [c2,d2] zawierajacy nieskoniczenie wiele nastenych wyrazéw ciagu (a,), w tym an, . Dla j =1,2,3

mamy wobec tego ¢; < ap; < dj i dj —c; = d;f oraz ¢1 < co < c3 i dy > dy > ds. Kontynuujac to

postepowanie otrzymujemy niemalejacy ciag (c;) oraz nierosnacy ciag (d;), przy czym d; —c¢; = dQZC

Ciagi te maja granice, bo sa monotoniczne. Granice te sa réwne, bo lim (dj — ¢;) = lim 5 - (d —¢) = 0.
n—oo n—oo

Poniewaz ¢; < an; < d; dla kazdej liczby naturalnej j, wiec — na mocy twierdzenia o trzech ciagach — ciag
(an,) tez ma te sama granice. Dowdd zostal zakoriczony. W

Whiosek z twierdzenia Bolzano — Weierstrassa
Ciag ograniczony ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy granice wszystkich tych jego podciagdw, ktore maja
granice, sa réwne.

Dowdéd.
Udowodnimy teraz, ze z ciagu (a,, ), ktéry nie ma granicy mozna wybraé¢ dwa podciagi majace rézne granice.
Mozna zen wybraé podciag zbiezny do granicy g . Poniewaz g nie jest granica ciagu (ay,), wiec istnieje € > 0,
takie ze poza przedzialem (g — €, g + ¢) znajduje sie nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu. Wybieramy z tych
wladnie wyrazéw podciag zbiezny. Ma on oczywiscie granice g # g, dokladniej |§ — g| > . Dowdd zostat
zakonczony. W

Nastepne twierdzenie, w zasadzie juz czesciowo udowodnione, wykazat A.Cauchy, jeden z twércéw analizy
matematyczne;j.

Twierdzenie

Ciag (a,) ma granice skoniczona wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest nastepujacy warunek Cauchy’ego:
dla kazdego € > 0 istnieje liczba naturalna n. taka, ze jesli k,1 > n., to |ax — aj] < ¢ (wC)

Dowéd.

Jezeli ciag ma granice skoriczona g i € > 0, to dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n zachodzi
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nieréwnos¢ |a, — g| < 5. Jedli wiec liczby naturalne k i [ sa dostatecznie duze, to
lar —ail =lar —g+g—a| <lax —gl+|lg—a| <5+ 5=¢.

WykazaliSmy wiec, ze z istnienia granicy skorniczonej wynika warunek Cauchy’ego. Zalézmy teraz, ze ciag
spelia warunek Cauchy’ego. Istnieje wtedy nq, takie ze dla k,I > ny mamy |ar — a;] < 1. Przyjmujac
I =ny + 1 stwierdzamy, ze |ag| — |ai] < |ar —ai] < 1, zatem |ag| < 1+ |a;| dla wszystkich dostatecznie
duzych k. Znaczy to, ze ciag (a,) jest ograniczony. Wybierzmy z ciagu (a,) podciag zbiezny (ay,, ). Niech
g oznacza jego granice. Wykazemy, ze g jest granica calego ciagu. Jesli € > 0, to dla dostatecznie duzych
k,1,m zachodza nieréwnodci |ax — a;| < § oraz |a,, — g| < 5. Poniewaz m,[ sa wybierane dowolnie, byle
byly dostatecznie duze, i n,, > m, wiec mozna wybra¢ je tak, by [ = n,, . Wtedy dla dostatecznie duzego k

mamy |ay — g| < |ar — ai| +|an,, —g] < 5+ 5 =€, co oznacza, ze g = JLII;Oan . Dowéd zostat zakoriczony. W

Twierdzenie to, podobnie jak twierdzenie o istnieniu granicy ciaggu monotonicznego, pozwala czasem
stwierdzi¢ istnienie granicy bez ustalania jej wartosci, co jest bardzo wazne w licznych przypadkach. Pozwala
ono tez wykazywac nieistnienie granic — w istocie rzeczy wykazujac, ze ciag geometryczny o ilorazie ¢ < —1

nie ma granicy, wykazywalismy, ze nie spelnia on warunku Cauchy’ego, role £ pehita tam liczba 2.

Oprécez granic skonczonych warto rozpatrywaé w licznych przypadkach granice nieskoniczone. Wprowa-
dzimy dwa dodatkowe symbole +oo. Zbidr zlozony ze wszystkich liczb rzeczywistych i obu nieskonczonosci

oznaczaé bedziemy przez [—oo,+oc] lub przez R
Definicja granicy nieskonczonej

a. +oo (czytaj: plus nieskoriczonosé) jest granica, ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby

rzeczywistej M istnieje liczba calkowita njs taka, ze jesli n > nyr, to a, > M.

b. —oo (czytaj: minus nieskorficzonosé) jest granica ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby

rzeczywistej M istnieje liczba calkowita n,s taka, ze jesli n > nyr, to ap, < M. R

7 zasady Archimedesa wynika od razu, ze lim n = +o00.
n—oo

Ciag geometryczny i granice
Jedli ¢ > 1, to lim ¢" =00, bowiem ¢"=[1+(¢—1)]">1+n(¢g—1)> M dla n > %. Jedli gl <1,
n—oo

to lim ¢" = 0. Dla ¢ = 0 do dowodu nic nie ma. Jesli 0 < |g| < 1, to nieréwnos¢ |g|™ < e jest réwnowazna
n—oo

nieréwnog$ci % < |q1|n . Ta ostatnia nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci % <1+ n(‘—;‘ — 1) , bo z nieréwnosci

1
Bernoulli’ego wynika, ze ﬁ > 1+ n(‘—}” — 1) . Wobec tego dla n > ‘i‘_ll zachodzi nieréwnoéé
q

qm < e.
Dla g = 1 ciag ¢" jest staly, wiec zbiezny. Zalézmy, ze ¢ < —1. Wtedy ¢®* > 1 i ¢*"*! < —1, mozna
zastosowad tatwa, indukcje. Wynika stad, ze réznica dwdch kolejnych wyrazdéw ma warto$é bezwzgledna, nie
mniejsza, niz 2, co oznacza, ze ciag nie spelia warunku Cauchy’ego m.in. dla € = 2, wiec nie ma granicy
skoriczonej. oo nie jest granica tego ciagu, bo ¢>*t! < —1, wiec nie jest prawda jakoby dla dostatecznie
duzych byla spelniona nieréwnosé ¢ > 0. Réwniez —oo nie jest granica tego ciagu, bo nie jest prawda, ze

¢" < —1 dla dostatecznie duzych n, bowiem ¢>™ > 1. B
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Definicje dzialan z uzyciem symboli nieskonczonych

WprowadziliSmy wcze$niej symbole +o0o oraz oo. Nie sa to liczby rzeczywiste, lecz nowe obiekty. Teraz
zdefiniujemy dziatania z ich uzyciem.

Definicja
—(+00) = —00, +(+00) =+00, —(—0)=+00, +(—0)=—00.
+oota==xa+ (+00) =400 —oota==xa+ (—o0)=—00 dla kazdej liczby rzeczywistej a.
+00 4+ (+00) = 400, —00+ (—0) = —00, 400 — (—0) =400, —00— (+00)=—00.
4+00-a =400 1 —0-a=—o0 dla kazdego a > 0.
(+00) - (+00) = (=00) - (=00) = +o0.
4+00-a=—00 1 —00-a=4oco dla kazdego a < 0.
To = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a.
i% =+o00- % dla dowolnej liczby a # 0.
at® = 400, a=*® = 0 dla dowolnej liczby a > 1.
at>® =01 a > = +oo dla dowolnej liczby 0 < a < 1.
—0 < a < +oo dla dowolnej liczby rzeczywistej a.
—00 < +00.
In(4+00) = 400, In0=—c0. W

Nie definiujemy symboli, ktérych na te liscie nie ma, np. iT-o’ 0- (+o00), 17> i innych. Przyczyny,
dla ktérych nie wprowadza sie szerszej definicji stang sie jasne niebawem — okaze sie, Ze nie ma sesnsownej
drogi wprowadzenia definicji tych symboli nieoznaczonych. Definicje te sa, wprowadzane po to, by mozna
byto sformutowaé twierdzenia o obliczaniu granic, ktére czytelnik znajdzie w nastepnym punkcie. Definicja
logarytméw symboli nieskoniczonych nie jest powszechnie przyjeta, jest wygodna dopdki nie zajmujemy sie
liczbami zespolonymi, w przypadku liczb zespolonych moze utrudnia¢ zycie studentom.
16. Obliczanie granic i stwierdzanie zbiezno$ci ciagu — podstawowe twierdzenia

Sformutujemy teraz kilka twierdzen uwzgledniajac koncepcje granicy nieskonczonej, ktére utatwiaja, obli-

czanie granic, ich szacowanie lub stwierdzanie ich istnienia. Dowody pozostawiamy studentom w charakterze

prostego ¢wiczenia, ktérego zrobienie moze poméc sprawdzié, czy pojecie granicy zostalo zrozumiane.
Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach granicy
A1l. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, i okre$lona jest ich suma, to istnieje granica lim (a, + b,) i
n—oo n—oo

n—oo

zachodzi wzér: lim (a, +b,) = lim a, + lim b, .
n—oo n—oo n—oo

A2. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, i okreslona jest ich réznica, to istnieje granica
n—oo n—oo

lim (a,, — by) izachodzi wzér: lim (a, —b,) = lim a, — lim b, .

n—oo n—oo n—oo n—oo

A3. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, i okreslony jest ich iloczyn, to istnieje granica
n—oo n—oo

lim (ay, - by) 1 zachodzi wzér: lim (a, - b,) = lim a, - lim b, .

n—oo n—oo n—oo n—oo

A4. Jedli istnieja granice lim a,, lim b, i okreslony jest ich iloraz, to istnieje granica lim %=
n—oo

n—o0o n—oo N
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1 zachodzi wzér lim % = M . n
n—oo on imy o0 bn

Twierdzenia o nieréwnosciach
N1. Jedli C < nh_}rréo an , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé¢ C' < a, .
N2. Jedli C > nlirrgo an , to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé¢ C' > a,, .
N3. Jesli lim b, < lim a,, to dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnoéé¢ b, < a, .

n—oo n—o0

N4. Jedli b, < a, dla dostatecznie duzych n, to zachodzi nieré6wnos¢ lim b, < lim a, .

n—oo n—oo
N5. Jedli b, < a, dla dostatecznie duzych n i lim b, = co, to lim a, = co.
n—oo n—oo
N6. Jesli b, < a, dla dostatecznie duzych n i lim a,, = —oc0, to lim b, = —cc. R
n—oo n—oo

Definicje dzialan z uzyciem symboli nieskoniczonych zostaly w taki sposéb sformulowane, by te twierdze-
nia byty prawdziwe. Jesli chcieliby$my zdefiniowaé¢ np. réznice co— oo, to bytyby klopoty natury zasadnicze;j.
Jeslinp. a, =n i b, =n,to lim a, = o0 i b, = oo, wiec powinno byé oo — oo = lim (a,, —b,) = 0. Jesli

n—oo n—oo

an, =n+13, b, = n, to powinno byé co—oo = lim (a, —b,) = 13 i jasne, ze zamiast 13 mozna wstawié¢ do-
n—oo

wolng liczbe rzeczywista. Jedli a, = 2n i b, = n, to otrzymujemy oo —oo = lim (a, —b,) = lim n = +00.
n—oo n—oo

Jesli a, = n i b, = 2n, to otrzymujemy oo — oo = lim (a, — b,) = lim (—n) = —oco. Jedli wreszcie
n—oo n—oo
anpb =n+(-1)">n—-11 b, = n, to otrzymamy oo — oo = lim (a, — b,) = lim (—1)", a wiec tym

n—oo n—oo

razem réznica dwdéch ciagdw, ktorych granica jest co granicy w ogdle nie ma. Studenci zastanowia, sie nad
podobnymi przyktadami w przypadku pozostatych symboli nieoznaczonych, np. 22, 0-0c0, 1% itd.

To w zasadzie wyczerpuje liste twierdzen niezbednych dla dalszego wykladu, ale ze wzgledu na to, ze
wielu studentéw zdazylo juz poznaé tzw. regute de I’Hospitala podamy jeszcze jedno twierdzenie stanowiace
jej odpowiednik dla przypadku ciagdéw. Twierdzenie to jest bardzo przydatne w wielu sytuacjach zwiazanych

+oo

z symbolami nieoznaczonymi typu % oraz T=:.

Twierdzenie Stolza

Zalézmy, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,) sa rézne od 0 i ze jest on $ciSle monotoniczny oraz ze istnieje

: : An41—0n
granica lim Fr=—=

n—oo “n+l17Yn

. Jedli spelniony jest jeden z warunkdw:
(i) ciag (b,) ma granice nieskoriczona,
(ii) ciagi (an) 1 (bn) sa zbiezne do 0,

to ciag (Z—”) ma granice i zachodzi réwnosé:
n

. Qn . Qpy1 —ap
lim =2 = lim -2~
n—00 0p n—o0 bn+1 - bn

Dowadd.
Bez straty ogélnosci rozwazan mozna przyjacé, ze ciag (by,) jest $cisle rosnacy — w razie potrzeby zastepujemy
go ciagiem (—b,). Niech m, M beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze m < g < M, jesli g = —o0, to
rozwazamy jedynie M , jesli g = 400, to rozwazamy jedynie m.

Niech m’, M’ beda liczbami rzeczywistymi, takimi ze m < m’ < g < M’ < M . Poniewaz granica,

An41—0n

b 1=b ) jest g, wiec istnieje liczba naturalna ng, taka ze dla n > ng zachodzi nieréwnoéc:
n n

ciagu (
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m' < =AM a po jej pomnozeniu przez liczbe dodatnig b,1 — b, otrzymujemy nieréwnoéé:

brt1—bn
m (bpa1 — bn) < apy1 — an < M'(bpy1 — by) (Npn+1)
Dodajac stronami nieréwnosci (Ny nt1), (Npt1,n+2), - (Nntk—1,n+k) Otrzymujemy
m (bpsk — bp) < ik — an < M (byyr — by) (Nnntk)

Skorzystawszy z zalozenia (ii) stwierdzamy, ze wyrazy ciagu (by,), rosnacego i zbieznego do 0, sa ujemne,
wiec
—mb, < —m'b, = klln;om’(bn+k —by) < —ay, = klln;o(an+k —ap) <
< kILH;oMI(an’_k —by)=-M'b, < —Mb,
a zatem, po podzieleniu stronami przez —b, > 0, otrzymujemy m < ‘;—W < M . Liczby m, M byly wybrane
dowolnie, stwierdzamy wiec, ze zachodzi réwnosé¢ g = 711Ln;o ‘g— , co konczy dow6d w przypadku (ii).
Skorzystawszy z zalozenia (i) stwierdzamy, ze od pewnego miejsca wyrazy ciagu rosnacego (by,), ktérego
granica jest nieskonczona, sa dodatnie. Zwiekszajac w razie potrzeby ng mozemy przyjacé, ze ma to miejsce

dla n > ng itylko takie numery wyrazéw ciagu bedziemy rozpatrywaé dalej. Podzielimy nieréwnosé¢ (Nyp n4k)

przez byyr . Otrzymujemy

b Aptk a b
m' (11— ")< ntk__n <M'(1— n),
( anrk anrk anrk anrk

a stad
m'(l— b”)+ In <a"+’“<M’(1— b”)+ n
anrk anrk anrk anrk anrk
Poniewaz
. 7 bn (079 12 . 7 bn (27 /
lim m'(1— + =m >m, oraz lim |M"|1— + =M < M,
k—o0 bn—i—k bn-i—k k—o0 bn-i—k bn—i—k

wiec istnieje k, takie, ze jesli k > k,,, to zachodza nieréwnosci

m’(lf by )Jr—a" > m oraz M’(lf by )Jr o < M,

btk btk btk btk

An+k
bn+k

Am

m
brm

li
m— 00

a wobec tego m < <M dlan>ngik>k,,astad juz od razu wynika, ze = g, co konczy
dowdd twierdzenia w przypadku (i). ®
Przykitad

Niech a > 0 bedzie liczba rzeczywista. Wykazemy, ze lim {/a = 1. Pokazemy dwie metody. Zaczniemy od

sposobu z mniejszg liczba rachunkéw, czyli ,bardziej tgor::cycznego”.

Zalézmy, ze a > 1. Ciag ({/a) jest w tym przypadku $cigle malejacy, jego wyrazy sa wieksze niz 1, wiec ma
granice g, skoriczong, ktéra nie moze by¢ mniejsza niz 1. Kazdy podciag tego ciagu jest zbiezny do g . Miedzy
innymi g = nh—>Holo %/a . Skorzystamy teraz z twierdzenia o iloczynie granic: g2 = g-g = nh—>n;o z/a nh_)rgo X/a =

lim (% a)2 = lim {a =g, zatem g% = g. Stad wynika, ze g =0 < 1 lub g =1 (juz wiemy, ze g nie jest
n—oo

n—oo
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réwne +0o). Poniewaz pierwsza mozliwo$¢ zostala wezesniej wykluczona, wiec zostaje druga, czyli g = 1.

Dla a = 1 teza jest prawdziwa w oczywisty sposob. Zalézmy teraz, ze 0 < a < 1. Mamy lim {/a =
n—oo

lim —— = —1 =1=

oo ¥/1 lim /1 1

n—o00 /a am /a

czescl tezy.

1 — skorzystaliSmy z twierdzenia o ilorazie granic oraz z juz udowodnionej

Teraz udowodnimy, ze lim {/a = 1 w przypadku a > 1, za pomoca szacowari. Niech ¢ bedzie dowolng liczba

n—oo
rzeczywista dodatniag. Checemy wykazaé, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n zachodzi nieréwnosé
|[v/a—1] <e,czylize 1 —e < {/a <1+ €. Poniewaz a > 1, wiec nieréwno$¢ podwdjna sprowadza sie do
nier6wnos$ci ¥/a < 1+ ¢, czyli do nieréwnosci a < (1+¢)™. Ta z kolei wynika z nieréwnosci a < 1+ ne, bo

1+ ne < (1+¢&)™ — nier6wnosé¢ Bernoulli’ego. Wystarczy wiec, by n. > %1 . To konczy dowdd. B

loga
log(1+¢) 7

Uwaga: nie rozwigzywalismy nierdwnodci /a < 1+ e, bo wymagaloby to uzycia logarytmdéw, n >
wskazalismy jedynie moment, od ktorego nieréwnosé jest prawdziwa, mie troszczac sie o to, co sie dzieje
w przypadku wczesniejszych n. Moglismy uzyé logarytm i powolaé sie ma wlasnosci funkcji wyktadniczej:

W _ al/n _ e(lna)/n e —=1.

n—oo

Przykiad
Teraz wykazemy, ze granica ciagu ({/n) jest liczba 1. Zacznijmy od wypisania kilku pierwszych wyrazéw
ciagu: v1=1, v2, ¥/3, v4=+/2,.... Bez trudu mozna stwierdzi¢, ze /3 > v/2 — mozna np. podniesé
te nieréwnosé¢ obustronnie do potegi 6. Oznacza to, ze v2 < /3 > v/4. Wynika stad, ze ciag ten nie
jest malejacy ani rosnacy. Nie wyklucza to monotonicznosci od pewnego miejsca. Udowodnimy wiec , ze
nlirxgo ¥/n =1 korzystajac z definicji granicy ciagu, inny sposéb pokazemy pézniej.
Niech € bedzie dodatnia liczba dodatnia. Poniewaz wszystkie wyrazy ciagu sa wieksze lub réwne od 1, wiec
wystarczy wykaza¢, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnos¢ ¥/n < 1+¢, czyli n < (1 +¢)".
Tym razem nieréwnos$é¢ Bernoulli’ ego jest niewystarczajaca, ale poniewaz € > 0, wiec dla n > 2 mamy
(L+e)" > 14 (De+ (5)e? > (5)e*. Wystarczy wiec, zeby n < (5)e? = %52, czyli 2 +1<mn, co
konczy dowdd.
Teraz pokazemy jak mozna uzyskaé¢ ten wynik bez szacowaii. Podnosimy stronami nieréwno$é "/n +1 <
Y/n do potegi n(n + 1). Otrzymujemy (n + 1)" < n"™1. Dzielac stronami przez n™ otrzymujemy n >
("Tﬂ)n = (1 + %)n Ot6z wezesniej wykazaliémy (zob. punkt 13.), ze ciag ((1 + %)n) jest ograniczony.
Wobec tego nieréwnosé¢ n > (1 + %)n zachodzi dla wszystkich dostatecznie duzych liczb naturalnych n —
nie mamy powodu ustala¢ w tej chwili, od ktérego momentu jest ona prawdziwa. Wobec tego ciag ({/n)
jest malejacy od pewnego momentu, jest tez ograniczony z dotu przez liczbe 1, a co zatem idzie zbiezny.
Oznaczmy jego granice przez g. Kazdy podciag tego ciagu, np. %3/2n jest zbiezny do tej samej granicy g¢.
Wobec tego g2 =g-g= lim %X/2n- lim %/2n = lim (2{"/%)2 = lim (V2 ¢/n) =

n—oo n—oo n—oo n—oo

= nlirrgox/ﬁ Yn =1-g. Otrzymali$my réwnos$é¢ g2 = g a poniewaz 1 < g < 400, wiec g = 1, co koriczy
dowodd. Okazalo sie, ze réwniez w tym przypadku mozna ominaé¢ rachunki, wymagalo to tylko nieco wiecej

zachodu niz poprzednio, bo ciag nie jest monotoniczny, a tylko malejacy od pewnego momentu. B
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Uwaga: Mozna stosowaé logarytm. Wiedy ¥/n = emm)/n wiec wystarczytoby wykazaé, ze lim B2 = (.

n—oo

2lnvn o 2(/n-1) _ 2(

Mozna to zrobic korzystajgc z twierdzenia Stolza, a mozna tez tak: 0 < 1“7" = % — l) .
n n

Teza wynika z twierdzenia o trzech ciqgach.
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