Niewymiernos¢ pierwiastkéw, 10 pazdziernika 2013 r.

Dow6d nie wymiernosei liczby /m podany na wykladzie dziala jedynie dla n = 2.
Dla wiekszych liczb naturalnych ta metoda w prosty sposéb nie daje wyniku (w kazdym
razie ja dzi$ nie umiem tego poprawi¢ — cos$ mi sie rano wydalo i opowiedziatem
Panstwu bez przemyslenia). Bltad w dowodzie polegal na tym, ze o liczbie ¥Vm"~1 nie
wiadomo, ze po pomnozeniu jej przez liczbe k otrzymamy catkowity wynik, niestety.
(k oznaczalo najmniejsza taka liczbe naturalna, ze k - {/m jest liczba naturalna).

Dla n = 2 rozumowanie jest poprawne, ale poniewaz nakrecitem na wyktadzie, wiec
powtarzam je ponizej starajac sie trzymaé tych oznaczen, ktorych uzytem w trakcie
zajec.

Twierdzenie
Jesli m jest dodatnig liczba naturalna, to liczba v/m jest catkowita lub niewymierna.
Dowdd.  Zalézmy, ze vVm € Q\Z. Istnieje wtedy taka liczba naturalna k, ze liczba
k-vm jest catkowita. Niech k bedzie najmniejsza ze wszystkich liczb k. Wiemy wiec,
ze k-vm jest liczba naturalng. Niech ¢ oznacza liczbe naturalna, dla ktorej spelniona
jest nieréwnosé £ < vm < +1 — {to najwieksza z liczb catkowitych mniejszych od
v'm, druga nieréwnosé jest ostra, bo zatozylismy, ze vm ¢ N. Niech ky = k(v/m — 0).
Poniewaz ¢ < v/m < £+ 1, wiec 0 < vVm — £ < 1, zatem 0 < kg = k(vV'm — ) < k.
Mamy tez ko - vVm =k -m—k-{-vVm = km —((kv/m) € Z, bo iloczyn i réznica liczb
catkowitych sa liczbami catkowitymi. W rzeczywistosci ky € N, bo ky jest dodatnia
liczba caltkowita. Udalo sie wiec wskazaé liczbe catkowita ky < k, ktéra po pomnozeniu
przez v/m jest catkowita, whrew temu, ze liczb o tej wlasnosci mniejszych od k nie ma.
Dowdd zostal zakoniczony. m

Podam teraz dowod niewymiernosci liczby {/m przy zalozenie, ze nie jest ona cal-
kowita. Jednak tym razem wykorzystam pojecie liczby pierwszej i twierdzenie, o jed-
noznaczosci rozktadu na czynniki pierwsze.

Twierdzenie
Jezeli m > 0 jest liczba catkowita, ktora nie jest n—potega zadnej liczby catkowitej, to
liczba /m jest niewymierna.

Dowdd. Zalézmy, ze ¥V/m = g, gdzie ¢ i r sa liczbami naturalnymi przy czym uta-
mek 7 jest nieskracalny, czyli liczby ¢, r nie ma wspdlnego dzielnika pierwszego. Wtedy
mr™ = q". Jesli jakas$ jaka$ liczba pierwsza jest dzielnikiem liczby r, to jest dzielnikiem
lewej strony ostatnio wypisanej rownosci, wiec jest dzielnikiem prawej strony, czyli
liczby ¢", a stad wynika, ze p jest dzielnikiem ¢. Przeczy to temu, ze liczby r i ¢ nie
maja wspolnego dzielnika pierwszego. Dowdd zostal zakonczony. m



