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Dowód nie wymierności liczby n
√

m podany na wykładzie dział ↪a jedynie dla n = 2.
Dla wi ↪ekszych liczb naturalnych ta metoda w prosty sposób nie daje wyniku (w każdym
razie ja dziś nie umiem tego poprawić — coś mi si ↪e rano wydało i opowiedziałem
Państwu bez przemyślenia). Bł ↪ad w dowodzie polegał na tym, że o liczbie n

√
mn−1 nie

wiadomo, że po pomnożeniu jej przez liczb ↪e k otrzymamy całkowity wynik, niestety.
(k oznaczało najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪e naturaln ↪a, że k · n

√
m jest liczb ↪a naturaln ↪a).

Dla n = 2 rozumowanie jest poprawne, ale ponieważ nakr ↪eciłem na wykładzie, wi ↪ec
powtarzam je poniżej staraj ↪ac si ↪e trzymać tych oznaczeń, których użyłem w trakcie
zaj ↪eć.

Twierdzenie
Jeśli m jest dodatni ↪a liczb ↪a naturaln ↪a, to liczba

√
m jest całkowita lub niewymierna.

Dowód. Załóżmy, że
√

m ∈ Q\Z. Istnieje wtedy taka liczba naturalna k̃, że liczba
k̃ ·
√

m jest całkowita. Niech k b ↪edzie najmniejsz ↪a ze wszystkich liczb k̃. Wiemy wi ↪ec,
że k ·

√
m jest liczb ↪a naturaln ↪a. Niech ` oznacza liczb ↪e naturaln ↪a, dla której spełniona

jest nierówność ` <
√

m < `+1 — ` to najwi ↪eksza z liczb całkowitych mniejszych od√
m, druga nierówność jest ostra, bo założyliśmy, że

√
m /∈ N. Niech k0 = k(

√
m− `).

Ponieważ ` <
√

m < ` + 1, wi ↪ec 0 <
√

m − ` < 1, zatem 0 < k0 = k(
√

m − `) < k.
Mamy też k0 ·

√
m = k ·m− k · ` ·

√
m = km− `(k

√
m ) ∈ Z, bo iloczyn i różnica liczb

całkowitych s ↪a liczbami całkowitymi. W rzeczywistości k0 ∈ N, bo k0 jest dodatni ↪a

liczb ↪a całkowit ↪a. Udało si ↪e wi ↪ec wskazać liczb ↪e całkowit ↪a k0 < k, która po pomnożeniu
przez

√
m jest całkowita, wbrew temu, że liczb o tej własności mniejszych od k nie ma.

Dowód został zakończony.

Podam teraz dowód niewymierności liczby n
√

m przy założenie, że nie jest ona cał-
kowita. Jednak tym razem wykorzystam poj ↪ecie liczby pierwszej i twierdzenie, o jed-
noznaczości rozkładu na czynniki pierwsze.

.
Twierdzenie
Jeżeli m > 0 jest liczb ↪a całkowit ↪a, która nie jest n–pot ↪eg ↪a żadnej liczby całkowitej, to
liczba n

√
m jest niewymierna.

Dowód. Załóżmy, że n
√

m = p
q
, gdzie q i r s ↪a liczbami naturalnymi przy czym uła-

mek q
r

jest nieskracalny, czyli liczby q, r nie ma wspólnego dzielnika pierwszego. Wtedy
mrn = qn. Jeśli jakaś jakaś liczba pierwsza jest dzielnikiem liczby r, to jest dzielnikiem
lewej strony ostatnio wypisanej równości, wi ↪ec jest dzielnikiem prawej strony, czyli
liczby qn, a st ↪ad wynika, że p jest dzielnikiem q. Przeczy to temu, że liczby r i q nie
maj ↪a wspólnego dzielnika pierwszego. Dowód został zakończony.
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