Kilka granic i zadan
Zamiescilem tu kilka uzupeinien do wyktadu. Tylko czes¢ z nich jest w skrypcie..
Niektére dowody powtdrzytem, by ulatwi¢ czytanie zainteresowanym.

Przypominam, ze zachodzi

Twierdzenie D.1
2
Dla kazdego x < 1 prawdziwa jest nierownos¢ 1+ x < e* < ﬁ =+ 1‘””_—3: .l

Wobec tego

Whniosek D.2
Dla kazdego x < 1 zachodzi nieréwnosé 0 < e” — (1 +z) < 22°. W

Nierownos¢ z twierdzenia D1 mozna przettumaczyé¢ na jezyk logarytmow:

Twierdzenie D.3

Dla kazdego = > —1 zachodzi nieréwnosé Him <In(l+4z)<=x.

Dowéd. Dla kazdego = > —1 nieréwnosci 1 + 2 < e i In(l +z) < z sa

réwnowazne, wiec druga tez jest prawdziwa. Jesli 0 > z > —1, to 177 < 0 < 1.
Jesli ¢ > 0 to 7 < 1, bo wtedy licznik tego ulamka jest mniejszy od mia-
nownika. Wykazalismy zatem, ze jesli = > —1, to {77 < 1. Wynika stad, ze
e?/(Fe) < L =1+ 2. Wobec tego T <In(l+z). =
1+x
Whniosek D.4
Dla kazdego = > —% zachodzi nieréwnosé 0 < x—In(1+z) < x—h%m = ﬁiﬂ <2z2.m
Twierdzenie D.5
Jesli V,z,, #0 i lim z, =0, to
n—oo

1. lim <=t —1,

n—oo ¥n
2. lim 2R g

n— 00 "
3. lim (F2)’=1 =p

n—oo T ’
Dowéd. Z wniosku D.2 wynika, ze 0 < [€1 — 1] = |<=UE < o)), Stad

i z twierdzenia o trzech ciagach wynika wzor 1.

In(1+z) _
¥_1‘_

In(l4+z)—=x
x

Z wniosku D.4 wynika, ze 0 < < 2|z|. Stad i z twier-
dzenia o trzech ciagach wynika wzor 2.
7 otrzymanych réwnosci i twierdzenia o arytmetycznych wiasnosciach granicy

wynika, ze jesli p # 0, to

1 2P —1 pln(l+zn) _ q In(1 .
i AH@)P =1 e i PRt 20)
n— 00 Tn n— oo pln(l + :L‘n) n—oo T
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Dla p =0 réwnos¢ 3 jest oczywista. Dowdd zostal zakonczony. B

Przykiad D.1  Dla kazdej liczby rzeczywistej g zachodzi réwnosé

In(1+ 1)\?
limn(<1—|—l) (1+M) —1):1.
n— oo n 1D7’L

In(1+3)
Inn

= 0. Wobec tego

Oczywiscie lim
n—oo

In(1+ 1)\*
nmn((1+1) (HM) _1>:
n— oo n lIl’I’L

1 1 In(1+ L4)\?
= lim n (1+—)—1+(1+—) ((1+u) —1) =
n—oo n n lnn
1n(1+ )
o (O <1+ Thn ) —1 ma+2) 1|
= 1 S ey n(1+2) I e
n Inn n

=14+1-¢-1-0=1. UdowodniliSmy wzér zgodnie z zamierzeniem. B

Przykiad D.2  Zachodzi réwnos¢ lim n (e — (1 -+ %)n) = 5. W jej dowodzie

n—oo

e—(141)"
skorzystamy z twierdzenia Stolza. Mamy n (e — (1 + %)n) = %1 Ciag (1)

jest Scisle malejacy i zbiezny do 0, a ciag (e — (1 + %)n) — zbiezny do 0, wiec
wolno stosowaé twierdzenie Stolza. Mamy znalezé granice

i VS () ()

n— 00 n n— o0 n(n+1)

n+1
)

— hmnn—l—l %)n (<1+ 1) <1—1::“{1> —1>‘:

= lim n(n+1) %)n <<1 n+1> (?gff))z ) - 1) =

= hmnn—l—l 711)”<<1 n+1>( ﬁ) —1).
Poniewaz lim (1 + %)n wiec wystarczy dowiesc, ze

Jm o)) (14 7) (1= ) —1) =3
Oznaczmy z = n+1 Wtedy ( ) < W)n—lz(l—f—x) (1—552)”_1:
=(1+x)(1- n:c2—|—( Jat—(5)a" ("):US—( )zt + .+ (=1)"(1)2?*") —1. Poniewaz
0<zx<l1, (k) <nFinx n+1 < 1, wiec zachodza nieréwnosci

(D)2 = (5)a + ...+ (=) (1) a?)| < n*a® +nPzl+ . +nma? <

n

<zt4+ad+ .. 42" < (n-3)t= (7;‘;13)4 < (nﬁl)g . Bez trudnosci stwierdzamy, ze

tez (g)xG <ndzb <2 = 7 tych oszacowan wynika, ze

(n+1)3
0< n(n+1) [=(5)a+ (1) = (52" ...+ (1" (2| < G5 + i < wir
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wiee  lim n(n+1) (=(5)2° + (§)2" = (5)2'% + ...+ (=1)"(7)2*") = 0.

Poszukiwana granica jest wic rowna lim n(n+1) (1 +z)(1 —na? + (5)z*) - 1) =

= lim n(n+1) (z — nz? —na® + (} ) + (5)= ):
z(n+1l)=1 . 1
T n(n+1)—n2 n? n%(n—1) n?(n—1)\ _
= nhjr;o ( T D T2t T 2(n—|—1)4> =
T n n? n?(n—1) n?(n—1)\ _ 1 _ 1
N nleréo <n+1 T (nt1)2 + 2(n+1)3 + 2(n+1)4> =l-1+5+0=3

ZakonczyliSmy w ten sposéb dowdd rownosci lim n (e — (1 + = )n) =
n—oo

Dodac¢ nalezy, ze po rozwinieciu teorii bedziemy w stanie to rozumowanie zastapic

e
5 -

innym, nieco krétszym, prowadzacym do dokladniejszych rezultatow. B

)=-4

Przykiad D.3 Niech a, = 5= . Wtedy lim n(

n—oo

Mamy bowiem
n _ "nl | _(nD)"H _
n (a:+1 - 1) =N <8n;';11 * en+1(n+1)! - 1) —

n(—(n+l)n—1>=—%~n(e—(1+%)")—>—l.l

n
en n— 00 2

7 rezultatu opisanego w ostatnim przykladzie i kryterium Raabego wynika od

razu, ze szereg » . En;?! jest rozbieZny, a z rezultatu opisanego w przykiadzie D.1

wynika, ze szeregi postaci » nie reaguja na kryterium Raabego, niezaleznie

n(ln n)P

od tego czy sa zbiezne czy tez nie.



