Kilka zadan wstepnych

Zadanie 1.1 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1:242-343-44--+n(n+1)=inn+1)(n+2).

Zadanie 1.2 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1:2:3+42-3-4+ - +n(n+1)(n+2) = in(n+1)(n+2)(n+ 3).

Zadanie 1.3 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

1 1 1 1 1
mtmtat tamm =l

Zadanie 1.4 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

1 1 1 1 1
123 + 2:34 Tt nn+)(n+2) — 4 2(n+1)(n+2)"

Zadanie 1.5 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

1 1 1 _ 1 1
1234 T 2345 T T nn+D)(n+2)(n+3) — 18  3(n+1)(n+2)(n+3)"

Zadanie 1.6 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
124224324 4+n?=in(n+1)(2n+1).

Zadanie 1.7 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzoér:
B+224+3 4+ 4nd=(14+2+3+ - +n)2

Zadanie 1.8 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi wzoér:
(=) =g) - (L) =50

Zadanie 1.9 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

_ n

1 1 1 1
e Tsantmat -t (3n+2)(3n+5) — 5(3n+5)"

Zadanie 1.10 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dla kazdej liczby
rzeczywistej a > 0 zachodzi nieréwnoéé: (1 + a)" > 1+ na + %142,

Zadanie 1.11 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieré6wno$¢:
on(n=1)/2 4 1.9.3.....¢.

Zadanie 1.12 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosc¢:
(M+1)">2-4:6---2n.

Zadanie 1.13 Udowodni¢, ze n prostych na ptaszczyznie, z ktorych kazde dwie maja
punkt wspoélny, ale zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt, dzieli te ptaszczyzne
na 1(n? +n + 2)czesci.

Zadanie 1.14 Niech p; =2, po =3, p3 =5, ps = 7, p5 = 11, itd., p, jest n—ta liczba
pierwsza. Dowies¢, ze p,, > 3n dlan > 12.
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Zadanie 1.15 Na okregu obrano n > 2 punktéw i kazdy potaczono odcinkiem kazdym
innym. Czy mozna wykresli¢ te odcinki jednym ciagiem tak, by koniec pierwszego byt
poczatkiem drugiego, koniec drugiego — poczatkiem trzeciego itd. i zeby przy tym
koniec ostatniego odcinka byt poczatkiem pierwszego.

Zadanie 1.16 Niech w(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od liczby na-
turalnej n. Udowodni¢, ze m(n) < 5 dlan > 8.

Zadanie 1.17 Zalozmy, ze liczby x1, zo, ... ,x, maja ten sam znak oraz ze vy > —1,
ro>—1,... ,x, > —1. Dowies¢, ze

(I4+z)(1+a)(I+as)...(1+ax,) > 1+21 224 + ).
Wyjasni¢, kiedy zachodzi ré6wnosc.

Zadanie 1.18 Udowodni¢, ze jesli suma liczb dodatnich jest réwna n, to ich iloczyn
jest nie jest wiekszy niz 1.

Zadanie 1.19 Udowodnié, ze szachownice wymiaru (4k + 1) x (4k 4+ 1) mozna obej$é
ruchem skoczka szachowego przechodzac doktadnie jeden raz przez kazde pole.

Zadanie 1.20 Niech Fl = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, ey Fn+2 == n+1+Fn- Dowieéc',

ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé¢ F,, o - F, — F2, | = (—1)"*1.

Zadanie 1.21 Na dworze kréla Artura zebralo sie 2n rycerzy. Zaden z nich nie ma
wiecej niz n — 1 wrogdéw wsrod nich. Udowodnié, ze Merlin — doradca krola Artura —
moze ich rozsadzi¢ przy Okragltym Stole tak, by zaden nie byl sasiadem swego wroga.

Zadanie 1.22 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 1000™ — 1 jest po-
dzielna przez 37.

Zadanie 1.23 Udowodnié¢, ze 7 jest dzielnikiem liczby 2222%%5% 4 55552222,

Zadanie 1.24 Udowodnié, ze 13 jest dzielnikiem liczby 1000+ (—1)" dla kazdej liczby
naturalnej n.

Zadanie 1.25 Niech a1 = 3, a3 = 8, ap10 = 3a,41 —a, dlan =1,2,.... Dowies¢, ze
a, >2"dlan=1,2,...

Zadanie 1.26 Ile zer ma na koncu liczba 1000 000!?

Zadanie 1.27 a? + b? > 2ab dla dowolnych a,b € R.

Zadanie 1.28 (a* + b*)(z* + y?) > (ax + by)* dla dowolnych a,b, z,y € R.
Zadanie 1.29 |a| < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy —c < a < c.

Zadanie 1.30 |a + b| = |a| + |b| wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0.
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Zadanie 1.31 Jedli [a — b| < a, to ab > 0. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?
Zadanie 1.32 Jesliz +y+2z=1,to2® +y* + 2> > 1.

Zadanie 1.33 Jesli ab >0, to § + 2 > 2.

Zadanie 1.34 22 +2+1>0iz*+ 2>+ 22+ 2+ 1 > 0 dla kazdego = € R.

Zadanie 1.35 (Ig%')2 + (Ifzm)2 = 2% dla kazdego x € R.
Zadanie 1.36 Dla jakich x € R zachodzi |z + 1| < 77
Zadanie 1.37 Dla jakich x € R zachodzi |z + 1| > 77
Zadanie 1.38 Dla jakich x € R zachodzi |z + 2| + |z — 6] = 87
Zadanie 1.39 Dla jakich x € R zachodzi |x + 2| + [z — 2| < 97
Zadanie 1.40 Dla jakich x € R zachodzi ‘i—iﬂ > 17

Zadanie 1.41 Dla jakich x € R zachodzi ‘#_14%‘ > 17

Zadanie 1.42 Niech max(a,b) oznacza wieksza z liczb a,b, min(a,b) — mniejsza
z nich, max(a, a) = a = min(a, a). Dowies¢, ze max(a,b) = (a+ b+ |a — b|). Wyrazi¢
podobnie min(a, b).

Zadanie 1.43 Udowodni¢, ze jeslin e Niz >y >0, 2,y € Rto {/r— /y < {z —y.

Zadanie 1.44 Udowodni¢, ze liczba 1 + % + % + -+ % nie jest catkowita dla zadne;j
liczby naturalnej n > 1.

Zadanie 1.45 Udowodnié, ze jesli n > 3 jest liczba naturalna, to liczba v/n? — 4 jest
niewymierna.

Zadanie 1.46 Udowodnié, ze v/20 — 14v/2 + v/20 + 14y/2 = 4.
Zadanie 1.47 Udowodnié, ze i/ /a = ®/a.

Zadanie 1.48 Niech n bedzie liczba naturalna, ay, as, ..., a, — liczbami naturalnymi.

Dowies¢, ze @taetotan > w/gigo a,.
Y n n

Zadanie 1.49 Udowodni¢, ze nastepujace liczby sa niewymierne:

V2+V3, V24+V3+V5 V2+V3+VE+ VT

Zadanie 1.50 Udowodnié, ze jesli n > 2 jest liczba naturalna, to liczba v/n? + 3n jest
niewymierna.
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Zadanie 1.51 Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich tréjek dodatnich liczb
wymiernych z,y, z, ze 2% +y? + 22 = 1.

Zadanie 1.52 Znalez¢ taki wielomian f (mozliwie niskiego stopnia), ze dla kazdej
liczby x # 0 zachodzi réwnosé f(a: + %) =z% + a%

Zadanie 1.53 Naszkicowaé wykres funkcji |z + 3| — |z — 1].
Zadanie 1.54 Znalez¢ taki wielomian w pierwszego stopnia, ze w(z) ¢ Z dla x € Z.

Zadanie 1.55 Znalez¢ wielomian w pierwszego stopnia, ktorego wykres przechodzi
przez doktadnie jeden punkt o obu wspotrzednych catkowitych.

Zadanie 1.56 Udowodni¢, ze jesli wykres wielomianu pierwszego stopnia przechodzi
przez dwa punkty o obu wspoétrzednych catkowitych, to przechodzi przez nieskonczenie
wiele takich punktow.

Zadanie 1.57 Udowodni¢, ze jesli dla dowolnych ay, as, 1,22 € R zachodzi rownos¢
fla1xetasms) = ay f(x1)+asf(xz), to funkcja f jest wielomianem stopnia nie wiekszego
niz 1.

Zadanie 1.58 Rozwiaza¢ réwnanie 2% = |z].

Zadanie 1.59 Udowodni¢, korzystajac ewentualnie z twierdzenia Pitagorasa, ze proste
y =ax iy = Ax sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy aA = —1.

Zadanie 1.60 Zbiér wszystkich punktéw (x,y), dla ktérych spelniona jest réwnosé
br — 12y + 13 = 0, jest prosta. Udowodnié, ze odlegtosé punktu (2,3) od tej prostej,

. , . , . ) |5-2—12:3+13|
czyli minimum odleglosci punktu (2, 3) od punktéw prostej, jest réwna —\/m

Zadanie 1.61 Znalez¢ liczby bi ¢ wiedzac, ze kazda z nich jest pierwiastkiem rownania
22 +bx +c=0.

Zadanie 1.62 Dla jakich liczb rzeczywistych m suma pierwiastkéw réwnania
2?2 —mx+m(m+3) =0
jest mniejsza o 3 od ich iloczynu?

Zadanie 1.63 Dla jakich liczb catkowitych k£ oba pierwiastki rownania
ka2 — (1 -2k)z+k—2=0

sa wymierne?

Zadanie 1.64 Dla jakich liczb rzeczywistych m jeden z pierwiastkéw réwnania
222 — 2m + 1)z +m? —9m +39=0
jest dwa razy wiekszy od drugiego?

Zadanie 1.65 Dowiesé, ze jesli ay, as, ..., a,,b1,be,...,b, € R, to
(af+a3+---+a2)(b] + 03+ - +b2) > (a1by + azby + - - + anby)*.
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Zadanie 1.66 Rozwiazaé rownanie 22 + 5z + 4 — 5v/22 + bz + 28 = 0.

Zadanie 1.67 Udowodni¢, ze jesli réwnosé¢ ax? + bx + ¢ = Ax? + Bx + C zachodzi dla
wszystkich t e R, toa= A, b=Bic=C.

Zadanie 1.68 Dowies¢, ze prosta moze mie¢ z parabola 0, 1 lub 2 punkty wspodlne
i nie moze mie¢ ich wiecej.

Zadanie 1.69 Dla jakich wartosci parametru k& € R rzeczywiste pierwiastki rownania
t — (3k + 2)2® + k* = 0 tworza ciag arytmetyczny? Liczby rzeczywiste ay, as, . .., a,
tworza ciag arytmetyczny, jezeli ao —ay =as —as =+ = a, — Q1.

Zadanie 1.70 Dowies¢, ze $rodki wszystkich tych odcinkéw réwnolegtych do prostej
y = 2z — 5, ktoérych oba konce leza na paraboli o réwnaniu y = 222 — 13z + 7, znajduja
sie na jednej prostej. Czy kazdy punkt tej prostej jest srodkiem jednego z opisanych
odcinkow?

Zadanie 1.71 Wykazaé, ze jesli suma odlegtoéci punktu (z,%) od punktéw (0,/5)
i (0,—+/5) jest réwna 6, to ‘%2 + % = 1. Czy z tego, ze % + % = 1 wynika, ze suma
odlegloéci punktu (z,y) od punktéw Fy = (0,/5) i Fy = (0, —/5) jest réwna 67

Zadanie 1.72 Wykazaé, ze jesli % + % = 1, to stosunek odleglosci punktu (x,y) od

punktu £} = (0,+/5) do odlegtoéci punktu (z,y) od prostej y = \% jest rowny \/?5

Zadanie 1.73 Wykaza¢, ze jesli —"’%f + % = 1, to stosunek odlegtosci punktu (z,y) od
punktu F; = (0,v/13) do odlegtosci punktu (z,y) od prostej y = \/% jest réwny @
Zadanie 1.74 Wykazaé, ze —% + % = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wartos¢ bez-
wzgledna réznicy odleglosci punktu (z,y) od punktéw Fy = (0,v/13) 1 F;, = (0, —/13)
jest réwna 2+/13.

Zadanie 1.75 Dowies¢, ze $rodki wszystkich tych odcinkéw réwnolegtych do prostej
y = 2z — 5, ktérych oba konce leza na elipsie o rownaniu % + % = 1, znajduja
sie na jednej prostej. Czy kazdy punkt tej prostej jest srodkiem jednego z opisanych
odcinkéow?

Zmalez¢ wszystkie proste rownolegte do prostej y = 22 — 5, ktoére maja doktadnie jeden
punkt wspélny z elipsa o réwnaniu %2 + %2 =1.

Zadanie 1.76 Niech Fy = (0,v/5), F, = (0,—V5) i A = (g,%) Znalezé prosta £
przechodzaca przez punkt A, ktérej jedynym punktem wspélnym z elipsa o rownaniu
%2 + % = 1 jest punkt A. Wykaza¢, ze kat miedzy odcinkiem F} A i prosta ¢ réwny jest
katowi miedzy odcinkiem FyA i prosta /.
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Zadanie 1.77 Wykaza¢, ze parabole y = 2 i y = 92% sa podobne.

Dwa zbiory C i D na plaszczyinie nazywamy podobnymi, jesli istnieje takie przeksztat-
cenie P: R* — R? ¢ liczba k > 0, Ze stosunek odleglosci punktéw P(xy) i P(xq) do
odlegtosci punktow xq i xo jest rowny k dla dowolnych rézinych punktow xy, xo oraz

P(C) = D.

Zadanie 1.78 Ile punktéw wspoélnych z okregiem moze mie¢ wykres funkcji kwadra-
towej?

Zadanie 1.79 Ile punktow wspolnych moga mie¢ dwie parabole?

Zadanie 1.80 Ile punktéw wspolnych moga mieé: elipsa o rownaniu ’f—;%—% = liokrag
o réwnaniu (z — a)* + (y — b)* = r??

Zadanie 1.81 Ile pierwiastkéw ma réwnanie z + 2(m — 4)z% + 4 = 0 w zaleznosci
od parametru m?

Zadanie 1.82 Ile pierwiastkow ma réwnanie z* + (2m — 4)2? — m? + 4m — 2 = =0,
w zaleznosci od parametru m?

Zadanie 1.83 Wykazaé, ze jesli x > 0, y > 01 x4+ y = 1, to zachodzi nier6wnos¢:
(1+3)(1+3) =09

Zadanie 1.84 Wyrazenie x — 1+ \/x + 24 — 10y/x — 1 jest state na pewnym prze-
dziale. Znalez¢ ten przedzial.

Zadanie 1.85 Udowodni¢, ze parabola y = ax?+bx+c jest zbiorem ztozonym z punk-
tow réwnoodlegltych od pewnego ustalonego punktu i pewnej ustalonej proste;j.

Jest to geometryczna definicja paraboli, ustalony punkt nazywany jest ogniskiem,
a prosta — kierownica.

Zadanie 1.86 Jesli I jest ogniskiem paraboli y = ax?, d — jej kierownica, P punktem
paraboli, to prosta t — styczna do paraboli w punkcie P jest dwusieczna kata miedzy
prosta PF i prosta pionowa przechodzaca przez punkt P.

Oznacza to, ze jesli umiescimy ,punktowe” zrédlo swiatlta w ognisku F' zwierciadla
parabolicznego, tj. otrzymanego w wyniku obrotu paraboli wokol jej osi symetrii, to po
odbiciu od zwierciadla otrzymamy wiazke promieni réwnolegtych. Ta wlasnosé paraboli
decyduje o tym, zZe np. anteny radioteleskopow maja ksztalt paraboliczny.
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