Rozwiazania zadan z pierwszej klaséwki, 10 listopada 2016 r.
zestaw A

1. Ciag (a,) jest zadany rekurencyjnie:

anp—12
sa—gr € R, a < 2,
gdzie a jest parametrem. Wykazac, ze
a) a, < 2 dlakazdegon € N, n>1

b) ciag (a,) jest rosnacy;

a1 = a, Gpy1 =

c) ciag (ay) jest zbiezny. Obliczy¢ jego granice.
Rozwiqzanie. Mamy

an—12  3a,—-6 3(a,—2) 3
20, —9 2a,—-9 2a,—9 9-—2a,

2—an+1:2—

(2 —ay).

Jedli a,, < 2, to 9 — 2a,,

2 —a, > 5(2—an) >2—aye1 >0
i wobec tego 2 > a,41 > a,. Udowodniliémy w ten sposéb (latwiutka indukejal), ze ciag (a,,) jest
rosnacy i ograniczony. Jest wiec zbiezny. Z otrzymanych nieréwnosci wynika, ze 2 > lim a,,.

n—oo

Niech lim a, = g. Mamy

n—oo

—12 g-—12
g= llm apt1 = lim ,
n— n—00 2an - 9 29 -9

bo granica podciagu jest taka sama jak granica ciagu i spelnione sa zalozenia twierdzenia
o arytmetycznych wtasnosciach granicy ciagu. Spetniona jest wiec réwnosé

g—12  2¢°—10g+12 2(g—2)(g—3)
29—9 29— 9 B 29 — 9 ‘

7 niej wynika, ze g = 2 lub ze g = 3, a poniewaz 2 > g, wiec g = 2. [

Uwaga. Gdy juz wiemy, ze 0 < 2 — apqq < 5(2 — ay), to stwierdzi¢ mozemy, ze
0<2-a,< (D" 1-a)=(2)""(1-0a)

5 5
dla kazdego n > 1, zatem 0 < a, — 2 < (a_IQ)n_l (2 —a), wiec lim (a, —2) = 0. Stad,

2a—9
z twierdzenia o trzech ciagach i zbieznosci do 0 ciagu geometrycznego o ilorazie z przedziatu
otwartego (—1,1) wynika, ze lim (2 — a,) = 0. Nie musimy wiec rozwiazywaé¢ réwnania, aby
n—oo

znalez¢ granice. [

2. Niech A = {ggﬂ;ﬁ : n,ke N, n>2016, k> 2017}. Wyznaczy¢ kres gorny i kres dolny
zbioru A.
7 13n+17k _ (17°-13%)n

. . 1
Rozwiazanie. Mamy 35— 35025920 = {50 m)

> 0, Wlec Jest ograniczeniem gérnym zbioru A.

Zadna mniejsza liczba ograniczeniem gérnym nie jest, bo jeslie > 01k > E (W — 17n>

13n+17k : . _ 17 s 13n+17k 13 _ (172-13%)k
to > TSt > —e. Stad wynika, ze sup A = 3. Dalej 1575570 — 2 = (Rt 0, wiec

17 Jest ogranlczemem dolnym zbioru A. Wiekszego ograniczenia dolnego nie ma, bo jesli ¢ > 0

. 1 ((A7*-13%)k 13 13n+17k 13 ; —
1n>1_7<T 13k ,t01—7<13k+—17n<1—7—|—5.W0becteg01an——

13n+17k
17n+13k°

a zwiekszenie n powo-

Uwaga. Mozna bez trudu udowodnic, ze zwigkszenie k powoduje wzrost liczby
13n+17k
oo 1Tn+13k "
13n+17k

Tk O

a z tego
wynika, ze w celu znalezienia kresu gérnego warto znalezé 11m

13n+17k
17Tn+13k>

duje zmniejszenie liczby wiec tym razem warto obhczyc hm



3. Wykaza¢ nierownoé¢ /5> 1+ 5 dlaneN, n > 1.
Rozwiqzanie. Nierownosé, ktora nalezy udowodnié¢ jest réwnowazna nieréwnosci
1 1 5n —1 1
1 < T =1-—,
V5 1+ = 5n 5n

., , . an . . ., , - .
a ta nieréwnosci % < (1 — 5%) . Ostatnia wynika z nieréwnosci Bernoulliego: —5% > —1 dla

kazdej liczby naturalnej n > 1, wiec (1 — %)Zm >14+4n(—=) =10

4. Niech (a,) bedzie takim ciagiem, ze lim (a,1 — a,) = 0, limsupa,, > 0, liminfa, < 0.

n—oo n—oo

Wykazaé, ze istnieje podciag (a,, ) ciagu (a,) zbiezny do 0.

Rozwigzanie. Ciag (a,) zawiera podciagi (an,) i (an,,) zbiezne do limsupa, > 0 oraz do
n—oo

liminfa, < 0, wiec istnieje nieskonczenie wiele takich n, ze a,, > 0 i nieskonczenie wiele takich n,

n—oo

ze a, < 0. Zdefiniujemy teraz liczby ny < ng < .... Niech n; oznacza najmniejszy numer wyrazu
ciagu (a,), dla ktérego a,, > 0. Niech ns bedzie najmniejsza z tych liczb n > nq, dla ktérych
a, < 0. Teraz definiujemy ns jako najmniejsza z tych liczb naturalnych n > ns, dla ktérych
a, > 0, co pozwala na zdefiniowanie liczby n4 jako najmniejszej liczby naturalnej n > ngs,
dla ktorej a,, < 0. Kontynuujemy definiowanie kolejnych ny. Otrzymujemy $cidle rosnacy ciag
liczb naturalnych (ny) przy czym kolejne wyrazy ciagu (a,, )znajduja sie po réznych stronach
liczby 0 (te o parzystych numerach moga by¢ réwne 0). Poniewaz ay,, ,, > 01 ap,,,,—1 < 0, wicc

0 < nyyyy < — Gy, ,—1, zatem 7z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze ]}1_{1010@”%“ = 0.

an2k+1

Podobnie 0 > a,,, > a,, —an,,—1, Wiec z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze khng A, = 0.

Z twierdzenia o scalaniu wynika, ze lim a,, = 0, co konczy dowdd. [
n—oo

5. Nalezy wybra¢ jedno z zadan: a) lub b).
a) Obliczy¢ obie granice lim v/25n + n?, lim ((3n)! 4+ nm)/™".

n—00
1

o . Bt Etet s ) Lo
b) Obliczy¢ obie granice lim H,=1+5+... 4+, lim (H,)

n—oo vn+1 ’ n—oo

Rozwiqzanie. a) Mamy 1 < 25n + n® < 26n® dla kazdej liczby naturalnej n > 1, wiec
1 < /26n+nd < 26 - (/n)°. Poniewaz lim ¥/26 = 1 = lim {/n, wiec z twierdzenia o

n—oo n—oo

trzech ciagach wynika, ze lim /25n +n3 = 1.
Mamy (3n)! < (3n)%", bo (3n)! jest iloczynem 3n czynnikéw, z ktérych 3n — 1 to liczby

1/n

mniejsze od 3n, a (3n)%" to iloczyn 3n czynnikéw réwnych 3n. Oczywiscie n™ < (3n)3". Wobec
tego dla n > 3 mamy 1 < (3n)! +n" < (3n)*" + (3n)* = 2- (3n)>" < 2 (n?)* =2 (n)%"
Wymnika stad nieréwnosé

n n N\ 6
1< /(Bn)!+n" < V20 = V2. ("\/TL”) :

a poniewaz granica podciagu ciagu zbieznego jest rowna granicy ciagu, wiec zachodza rownosci
lim W2 = lim ¥2 = 1i lim "/n" = lim /n = 1. Wobec tego z twierdzenia o trzech

n—oo n—00 n— oo n— oo
. . . . n
ciagach wynika, ze lim "™/n!+4+n3" =1.

n—oo

b) Mamy 1 < H, =143 +...+ = <n-1=n. Stad wynika, ze

1< Y/H, < ¢n,

zatem z rownosci lim {/n = 1 oraz z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim {/H, = 1.

n—oo n—oo

Ciag (\/n + 1) jest Scisle rosnacy. Jego granica jest +00, wiec mozna sprobowac zastosowac



twierdzenie Stolza. Mamy (\/Li +...+ \/n;ﬁ + ﬁ) — (\/Li +...+ ﬁ) = ﬁ Obliczamy
granice

_1 —_(VnF2+v/n+1
lim B — i BEEED i (14 /) = i (14 /1 ) =2

Wynika to z rownosci lim n+r2 = 0, twierdzenia o arytmetycznych wtasnosciach granicy ciagu
n—oo
i tego, ze lim /a,, = ,/lim «, dla kazdego ciagu zbieznego (a,) o wyrazach nieujemnych
n—oo n—oo

. ., . . . . R s e SRS A
(twierdzenie znane z zajec¢). Stad i z twierdzenia Stolza wynika, ze lim 2 ff/f voil — 2. [
n—o0 n+l

Uwaga. Bez twierdzenia Stolza tez mozna. Mamy (VE < V& + 1)

-t =t g >t et
NZERVE] Vn+l V2+V3 | V3+V/4 Vnt+I+v/n+2
=2(V3-V2+VA-V3+...Vnt2-va+l)=2(Vn+2-2)

— zniesliémy pracowicie niewymierno$¢ w mianownikach. A teraz oszacujemy z gory

1 1 1 2 2 2
V2 V3 vn+1 < 1+v2 V2443 Vn+y/n+1
—2(\/§ 1 \/_—\/§+...+\/n+1—\/ﬁ)——2vn+1—1.

. o 1 3\ _ 2vnl2—v® _ wtusttoam _ evmEion _ 1
Mamy wiec 2( 1+n_+1_\/n_ﬁ>_ nE < 3 f/rH SR ESESAEY s B

Z otrzymanej nieréwnosci i z twierdzenia o trzech ciagach oraz z twierdzen z zaje¢ réwnosé

1 1 1
sttt
lim =2
n—o0 NCES

wynika od razu. [



zestaw B

1. Ciag (a,) jest zadany rekurencyjnie:

a = a, an+1=§2,}1§7 a€R, 2<a<3,
gdzie a jest parametrem. Wykazaé, ze

a) 2 <a, < 3dlakazdegon € N, n > 1,

b) ciag (a,) jest malejacy;

c) ciag (a,) jest zbiezny. Obliczy¢ jego granice.

Rozwigzanie. Mamy

n— 12 —3a,+6 3(—a,+2 -3
a Lo T3 +6 _ (—an+2) _ (a, —2).
2a, — 9 2a, — 9 2a, — 9 2a, — 9

Ap4+1 — 2=

Jedli 2 < a, <3, to =5 < 2a, — 9 < —3, wiec g < 2a;i9 < 1, zatem
0<2(an—2) < np1 —2<a, —2

i wobec tego 2 < a,41 < a, < 3. Udowodniliémy w ten sposob (tatwiutka indukcjal), ze ciag

(an) jest malejacy i ograniczony. Jest wiec zbiezny. Z otrzymanych nieréwnosci wynika, ze
2 < lim a, < a; < 3. Niech lim a, = g. Mamy

n—oo n—oo

5 iy = 12 ¢g—12
= 1m ay = 1m = s
9 n—oo +l n—oo 2an -9 29 -9

bo granica podciagu jest taka sama jak granica ciagu i spelnione sa zalozenia twierdzenia
o arytmetycznych wlasnosciach granicy ciagu. Spetniona jest wiec réwnosc

g—12_292—10g+12_2(g—2)(g—3)
20—9 29— 9 B 29 — 9 '

7 niej wynika, ze g = 2 lub ze ¢ = 3, a poniewaz 2 < g < ay < 3, wiec g = 2. [J
Uwaga. Gdy juz wiemy, ze 2 < a, < Gp_1 < ... < a1 = a < 3, to stwierdzi¢ mozemy, ze

2 < 2@;—39 < &2 < 1 dla kazdego n > 0, zatem 0 < a, — 2 < (g;_lg)n_l (2 — a), wiec
lim (a, —2) = 0 — z twierdzenia o trzech ciagach i zbieznosci do 0 ciagu geometrycznego

n—oo

o ilorazie z przedzialu otwartego (—1, 1). Nie musimy wiec rozwiazywaé roéwnania, aby znalezé

granice. [

2. Niech A = {}ggﬁgﬁ o n,ke N, n>2016, k> 2017}. Wyznaczy¢ kres gorny i kres dolny
zbioru A.

) ) i
Rozwigzanie. Mamy %_ 15n+13k _ ( )

15k+13n — 13(15k+13n)

> 0, wiec % jest ograniczeniem gérnym zbioru A.
> . . . . . v . . . Rk . 2— 2
Zadna mniejsza liczba ograniczeniem gérnym nie jest, bo jeslie > 0in > % (W — 15k>,

15  15n+13k 15n+13k _ 13 _ (15°—13%)n
13 ~ 15k+13n 15k+13n 15  15(15k+13n)

}—g jest ograniczeniem dolnym zbioru A. Wigkszego ograniczenia dolnego nie ma, bo jesli € > 0

. 1 ((152-13%)n 13 15n+13k 13 ; _ 13
ik> i <—155 3n), to iz < Toetian <13 TE Wobec tego inf A = 3%.

15 . . _ 15 . .
> 13 —¢. Stad wynika, ze sup A = 3. Dalej > 0, wiec

Uwaga. Mozna bez trudu udowodnié¢, ze zwiekszenie n powoduje wzrost liczby }ggﬁgﬁ Stad
15n+13k

wynika, ze w celu znalezienia kresu gérnego warto znalez¢ nh_)ralo Bhiia - Lwickszenie k powoduje
15n+13k

: o i 150413k
Brrige Wiec tym razem warto obliczy¢ ,}1_%1015k+13n’ O

zmniejszenie liczby



3. Wykaza¢ nierownoé¢ ¥/3>1+ 5 dlaneN, n > 1.

Rozwiqzanie. Nieréwnosc, ktora nalezy udowodnié jest réwnowazna nierownosci

1 1 I — 1 1
n 1

< - — L+ 5
3 1+ 3n 3n

. , , . 2n . . . , , . .
a ta nierdéwnosci % < (1 — %) . Ostatnia wynika z nieréwnoéci Bernoulliego: —% > —1 dla

kazdej liczby naturalnej n > 1, wiec (1 — Sin)% >142n (—3%) = % O

4. Niech (a,) bedzie takim ciagiem, ze lim (a,4+1 — a,) = 0, limsupa,, > 0, liminfa,, < 0.

n—oo n—oo

Wykazaé, ze istnieje podciag (a,, ) ciagu (a,) zbiezny do 0.

Rozwigzanie. Ciag (a,) zawiera podciagi (an,) i (an,,) zbiezne do limsupa, > 0 oraz do
n—oo

liminfa, < 0, wiec istnieje nieskoniczenie wiele takich n, ze a,, > 0 i nieskonczenie wiele takich n,
ZZZZO< 0. Zdefiniujemy teraz liczby ny < ny < .... Niech ny oznacza najmniejszy numer wyrazu
ciagu (a,), dla ktoérego a,, > 0. Niech ny bedzie najmniejsza z tych liczb n > ny, dla ktérych
a, < 0. Teraz definiujemy ng jako najmniejsza z tych liczb naturalnych n > ns, dla ktérych
a, > 0, co pozwala na zdefiniowanie liczby n, jako najmniejszej liczby naturalnej n > ns, dla
ktorej a, < 0. Kontynuujemy definiowanie kolejnych ny. Otrzymujemy Scisle rosnacy ciag liczb
naturalnych (ng) przy czym kolejne wyrazy ciagu (a,, )znajduja sie po réznych stronach liczby
0 (te o parzystych numerach moga by¢ réwne 0). Poniewaz ay,, ., > 01 ap,,,,—1 < 0, wiec
0 < gy < Gngyyy = Gngy,y—1, zatem z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze ;}E&“”%H = 0.
Podobnie 0 > ay,,, > an,, — n,,—1, Wicc z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze 1<;ll—>r£lo n,, = 0.

Z twierdzenia o scalaniu wynika, ze lim a,, = 0, co konczy dowdd. UJ
n—oo

5. Nalezy wybraé jedno z zadan: a) lub b).
a) Obliczy¢ obie granice lim /10" + 2n?2, Hm (! 4+ ns)™"

C . . 1,1 1\1/n S v s v
b) Obliczy¢ obie granice 7}1_}1210 (5 +5i+.+ %) , 7}1_)120 QT
Rozwigzanie. a) Mamy 2n? = 2-n-n < 2" -2".2" = 8" < 10" dla kazdej liczby naturalnej

n =1, bo 2" > 1+ n — nieréwnos¢ Bernoulliego. Wobec tego zachodza nieréwnosci

10 < V10" + 2n2 < /10" + 10" = 10V/2.

Stad i z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim /10" 4+ 2n? = 10.
Mamy 1 < n!4+n3" < n" +n3" = 2.n3", bo n! jest iloczynem n czynnikéw, z ktérych n — 1
to liczby mniejsze od n, a n®" to iloczyn 3n czynnikéw réwnych n. Wobec tego mamy
3

1< "Vnlfn¥ < V2 n3n= V2. ("\n/n”> ,

a poniewaz granica podciagu ciagu zbieznego jest réwna granicy ciagu, wiec zachodza rownosci
lim /2 = lim /2 = 11i lim “/n" = lim n = 11 wobec tego z twierdzenia o trzech

n—oo n—oo n—oo n—oo
. . . . n
ciagach wynika, ze lim "™/n!+4+n3" =1.

n—oo

b) Mamy%é%—i—}l—i—...—i—%<n-1:n.Stadwynika,Ze

el 21 1 1 .
\/;< \/§+Z+...+%<\/ﬁ,




zatem z rownoéci lim {/2 =11 lim {/n = 1 oraz z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze

n—o0 n—oo

s n/l 1 1 _
nll_)fglo\/i—f—z—i-...—F%—l.

Ciag (y/n) jest Scidle rosnacy. Jego granica jest 400, wiec mozna sprobowaé zastosowaé
twierdzenie Stolza. Mamy (1 + \/Li + ...+ \/Lﬁ + ﬁ) — <1 + \/LE +...+ \/Lﬁ) = \/%H Obli-
czamy granice

1

: Ve . s (Wt l+vn) : .

Vn+1 o Vn41 . n _ —
i 2 = M BT = i (1 ) = i (11 7) =2
Wynika to z réwnoéci T}Lr%o —5 = 0, twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy ciagu
i tego, ze lim /oy, = ,/lim «, dla kazdego ciagu zbieznego (a,) o wyrazach nieujemnych

: : . : : . S G e
(twierdzenie znane z zajec). Stad i z twierdzenia Stolza wynika, ze lim —* == = 2. [J
n—oo

Uwaga. Bez twierdzenia Stolza tez mozna. Mamy (VE < vk + 1)
1 1 2 2 2 _
1+7§+"'+V_ﬁ>m+m+"'+\/ﬁ+— T
=2(V2-1+V3-V2+...vn+tl—yn)=2(/n+1-1)

— zniesliémy pracowicie niewymierno$¢ w mianownikach. A teraz oszacujemy z gory

1 2 _
I+7+. +f<1+1+f+ T e
=1+2(V2—14 . yn—Vn—T) =2yn—1.
: T I+t +L
Udowodnilismy, ze 2(’/1+%_\/%7>:2(\/\;%1 D ~ f\/ﬁ /= <2\§E1_2_T 7 otrzy-

manej nierownosci i z twierdzenia o trzech ciagach oraz z twierdzen z zaje¢ réwnosé

1+ 4+ +L
lim V2 v

=2
n—00 \/ﬁ

wynika od razu. [



