Wspomnienia z ¢wiczen i kilka zadan
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Zajmowalismy sie szeregiem dwumianowym: E ( )x", gdzie a jest dowolng liczba rzeczy-
n

n=0
wista. Jesli a jest liczba naturalna, to szereg ten jest zbiezny dla kazdej liczby rzeczywistej x, to

od pewnego momentu wszystkie jego wyrazy sa zerami. Jesli a nie jest liczba naturalna i = # 0,
to (Z) " # 0, wiec mozna zbadac jego zbiezno$¢ bezwzgledna za pomoca kryterium ilorazowego

(nil)mn+l
(n)z"

zbiezny bezwzglednie dla z € (—1,1), natomiast jedli |z > 1, to lim [(?)a"| = +o0, zatem

(a—n)z

= lim ]
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(d’Alemberta). Mamy lim

n—oo

= |z|. Wynika stad, Ze ten szereg jest

o0
a
wyraz szeregu E ( ):v" nie dazy do 0, wiec ten szereg jest rozbiezny. Odktadamy kwestie
n

zbieznosci szeregIl dla z = £1 na pozniej.
Od tego momentu zaktadamy, ze |z| < 1. Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczywi-
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stymi. Wtedy oba szeregi E ( )x” i E ( )x" sa bezwzglednie zbiezne, wiec ich iloczyn
n n

Cauchy’ego tez jest zbiezny bezwzglednie. Wyraz tego iloczynu wyglada tak:
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- ((0) ' (n) + (1) ’ (n—l) + (2) ' (n—2) +oF (n—l) ' (1) + (n) ' (0))37 :
Jesli @ > n i1b > n sa liczbami naturalnymi, to z klasycznego wzoru dwumianowego i réwnosci
(1+2)*(1+2)° = (1+2)**" otrzymujemy, poréwnujac wspotezynniki przy 2™ po obu stronach
rownosci, nastepujacy zwiagzek:
a b a b a b a b a b\ _ [(a+b
(1) ©) - G+ () GL) + G Gl + -+ G2) -+ G) - () = ()
Udowodnimy, ze réwnos$é (1) zachodzi dla kazdej pary liczb rzeczywistych. Jej strone mozna
potraktowaé¢ jako wielomian n—tego stopnia zmiennej a przy ustalonym naturalnym b. Prawa
strona tez jest wielomianem n-tego stopnia zmiennej a. Wtedy réznica obu stron tez jest
wielomianem stopnia nie wiekszego od n. Kazda liczba naturalna wieksza od n jest jego pier-
wiastkiem. Wielomian, ktéry ma nieskonczenie wiele pierwiastkow to wielomian zerowy, a to
oznacza, ze réwnosé (1) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej b i dowolnej liczby rzeczywistej
(a nawet zespolonej) a. Teraz ustalamy a € R. Obie strony dowodzonej réwnosci sa wielomia-
nami stopnia n zmiennej b. I znéw kazda liczba naturalna b > n jest pierwiastkiem ich réznicy,
co oznacza, ze roznica jest wielomianem zerowym, zatem réwnosé (1) zachodzi dla kazdej pary
liczb rzeczywistych a, b. Stad natychmiast wynika, ze
= (b = (b = (a+b
2 x" - "= x"
? % () (=5 ()
dla kazdej liczby = € (—1,1) i dowolnych liczb a,b € R.

Oczywiscie réwnos$é (1) mozna udowodnié inaczej, np. przez indukcje wzgledem n.
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Niech f(a) = Z <a) z". Wiemy, ze f(a+b) = f(a)f(b) dla dowolnych liczb rzeczywistych
n
n=0
a,b. Oprocz tego wiemy, ze f(1) = 1+ x > 0. Stad w szczegdlnosci wynika, ze f(a) > 0
dla kazdego a € R. Udowodnimy teraz, ze jesli lim a, = 0, to hm fla,) = 1 = f(0).
Poniewaz lim a,, = 0, wiec dla dostatecznie duzych n spelniona jest nieréwnosé |a,| < 1. Niech
€ (~1,1). Wtedy |(?)] = |detle2-mlomnt])
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Z( ) ‘ |G|Z|x| = |a| Yl Z nieréwnosci |f(a,) — 1| < |an|1\ ||m‘

e |f(a) - 1] =
n=1

natychmiast wynika, ze hm |f (an) - 1| = 0, zatem lim f(a,) = 1, co obiecaliémy wykazac.
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< |a| - QDD tel) 141 Wynika stad,




7 twierdzenia charakteryzujacego funkcje wyktadnicza wynika, znanego z wyktadu, teraz, ze

f(@) = F(1)* = (1 +2)", czyli

(3) (1—i—x)a:z_;<Z)x”:1—|—%x+a.(la.;1>x2+a.(az.l;éa_mx?’—i—....

Przypomne, ze jesli lim h,, =0, to lim ol — 1, Wobec tego
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Niech ¢ oznacza dowolng liczbe dodatnia. Mamy, podobnie jak jak nieco wyzej (okoto 10
wierszy), |(¢7])%| < |z|". Stad wynika, ze dla kazdego a € (—1,1) zachodzi nieréwnosé
> (2705 |< X er=i

n=m+1 n ’

Poniewaz lim |z|" = 0, wigc istnieje takie m € N, ze 1‘_77;1 < £ (kazda dostatecznie duza

liczba m spehia ten warunek). Wobec tego
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Poniewaz dla kazdego n € N zachodzi rownosé hm(

o granicy sumy wynika (mamy teraz do czynienia z suma m + 1 sktadnikéw!), ze istnieje taka

liczba § € (0,1), ze jesli |a|] < 6, to ‘Z(g_i)% — Z(—l)”%ﬂ < 5. Mozemy wigc napisac, ze
n=0 n=0
jesli |a| < 4, to
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Stad wynika réwnosé (5), a z niej i z réwnosci (4) wynika, ze

In(1+ ) = Z(—m%".

Otrzymalismy kolejny wzor przedstawiajacy wazna i czesto uzywana funkcje w postaci sumy
szeregu. Wiemy juz wiec, ze dla kazdego = € R spelnione sg rownosci
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za$ dla kazdego x € (—1,1) mamy

In(1+ ) = f:(—l)n%”, (1+2)" = OOO (“)ﬁ
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Na nastepnej stronie kilka zadan.
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Zbadac zbieznosc¢ i zbieznos¢ bezwzgledng szeregu:

n__n+l
D wisve

(14+z)(1+22?) (14x3)...(1+z™)

. Dowies¢, ze szereg Z (;’;) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > —1.

n=0

Dowiesé, szereg Z a, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

n=1

ciagu (b,,) zbieznego do 0 szereg Z anb, jest zbiezny.

n=1

_ (=pr!

- Niech a, = “—=— = b,. Wykazac, ze iloczyn szeregow > an 1 )b, jest rozbiezny.
. Czy ze zbieznosci szeregu Y a,, wynika zbiezno$¢ szeregu > a2?
. Czy ze zbieznosci szeregu > a,, o wyrazach dodatnich wynika zbieznos¢ szeregu > a??

.. , . . .. /s 3
. Czy ze zbieznosci szeregu Y a,, wynika zbieznosé szeregu > a>?

Czy ze zbieznosci szeregu Y a,, o wyrazach dodatnich wynika zbieznosé¢ szeregu > a3?

. Dowiesé, ze jesli || < 3, to [VI+a—1—2 42 — 2 <0,005.

(2”“)“ jest zbiezny? Jesli tak, to czy bezwzglednie?

Czy szereg D " = Lsin
Czy szereg » -, sinn jest zbiezny?

Czy szereg y > sinn? jest zbiezny?

Czy szereg Y oo, = -sinn - sinn? jest zbiezny?
Dla jakich z szereg >~ ; +sin(nz) jest zbiezmy?
Dla jakich x szereg > o + Cos(nx) jest zbiezny?

Czy prawda jest, ze jesli lim 22 = 1, to szereg Y a,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,

n—o0 bn

gdy szereg > b, jest zbiezny?



