AM1.1 — zadania 7
Podsumowanie r6znych opowiesci z ¢wiczen.

7 wyktadu wiadomo, ze jesli n > —z, to (1 + %) (1 + =

n+1)n+1

ize lim (1+2)" = e

Stad wynika, ze dla n > —x zachodzi nieréwnosé (1 + %) < e*. Niech x bedzie dowolng liczbg

rzeczywista a k > |x| — nieparzysta liczba naturalna. Jesli n > j > k, to
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bon—j<nilzx| <j+ 1, przy czym nieréwnosé jest ostra dla z # 0. Wynika stad, ze jesli j
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jest liczba parzysta, to suma jest nieujemna. Wobec
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tego jesli n > k, to poniewaz
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Przechodzac do granicy przy n — oo otrzymujemy nieréwnosé (k > |x|, k — nieparzyste)
x2 333 xk x k
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7 niej, z tego, ze lim % = 0 1 twierdzenia o scalaniu wynika, ze Z“”n—T = €. Zauwazmy
n=0
jeszcze, ze jeslin € Nin > |z| — 2, to zachodza nieréwnosci
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przy czym z nier6wnosci |x| < n+2 korzystalismy tylko sumujac szereg geometryczny (ostatnia
réwnosé).

7, otrzymanej nieréwnosci i twierdzenia o trzech ciagach wynika miedzy innymi, ze jesli
x, # 0 dla kazdego n € N oraz lim z,, = 0, to

n—oo 2

lim <1+x”+2'):l
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Wiadomo, ze jesli lim z,, = 0,Y,0 < |z,| < 1, to lim 2020 = 1 Obliczymy lim 204p)=tn

7;2
Niech y, = In(1 + z,). Oczywiscie y, # 0 i lim = = 1. Oznaczmy 7(z) = w
n—oo Jn
iv(0) = %. Te definicje mozna przepisa¢ w postaci
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nika stad od razu, ze lim 2= — _ iy (YY) yn+3)- g; = —(3-0+3)-1 = —3. Teraz ob-
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= = lim ((yn) = 0,5 = 0,125y, = yy(yn) = 05937 () = 0,59,7(v)*) = =(5 —3) = 5,

Te obliczenia ilustruja wazny sposob postepowania w analizie matematycznej: przyblizamy
jakas funkcje (powyzej byta to funkcja wyktadnicza) wielomianami z odpowiednio duza do-
ktadnoscia (réznica miedzy funkcja i wielomianem podzielona przez potege zmiennej dazy do
0), oczywiscie przyblizenie jest doktadne w poblizu pewnego punktu (w rozwazaniach powyzej
— w poblizu 0). Ta metoda bedzie w dalszej czesci wyktadu i éwiczen rozwinieta i poglebiona.

Przypomne jeszcze kilka dosy¢ waznych granic, ktore byty obliczone na ¢wiczeniach lub na



wyktadzie w nadziei, ze pomoga Panstwu w rozwiazywaniu kolejnych zadan:

1. jedli x,y < M, to |e® —e¥| < eM|z — 9],
2. jesliz,y > ¢ >0, to |[Inz —Iny| < Lz —yl,
3. dla dowolnego n € N i z,y > 0 zachodzi nieréwnos¢ |/z — {/y| < ] —yl,
4. jeéliT}LrEO Ty = 00, tor}Lr{)lom% =0(hox>0=he<r—1=Inzr=2In/z < /x—1),
5. jesli lim z, =00 1 a € (0,00), to lim e :7113205% =0,
6. jesli lim z, =00 i a € (0,00), to 71113;0% =0,
7. lqgl < 1,a € R:Jingon“q” =0,
8. dla kazdego a € R zachodzi réwnos¢ T}an}o ‘:L—T =0.
Zadania
1. Wskazaé¢ dwie takie liczby n € N oraz € R, ze (1 + %)n > e”.
2. Udowodnié, ze dla kazdego parzystego k istnieje taka liczba x < 0, ze
e’ < 1+x+§+...+xk—';.
3. Dowies¢, ze jesli jesli nh—{go Tp, = 00, to nh—»rgo (1 + i)xn =e
4. Dowiesé, ze jesli jesli lim , = oo, to lim a; zy/ =1
5. Dowies¢, ze jesli jesli nhrgo I":l =g, to hm T, =
6. Dowies¢, ze jesli szereg > a,, o wyrazach dodatnich jest zbiezny, to réwniez szereg > a2
jest zbiezny. Czy teza jest prawdziwa dla szeregéw o wyrazach réznych znakow?
7. Zbadac zbieznos¢ szeregu Z > dlap e R.
8. Zbadaé zbieznosé szeregu > n(lnn)(ln(lnn dla p € R.
9. Zbadaé zbieznos¢ szeregu » n—(i-_(i)ln)”
10. Zbadaé zbieznosé szeregu » %
11. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu %.
12. Zbadaé zbieznosé szeregu » | #
13. Zbadaé zbieznosé szeregu » | %
14. Zbadaé zbieznosé szeregu » W
15. Zbada¢ zbieznosé szeregu %
k
16. Zbadaé zbieznosé szeregu y | <%) w zaleznosci od k € N.




