
AM1.1 — zadania 7
Podsumowanie różnych opowieści z ćwiczeń.

Z wykładu wiadomo, że jeśli n > −x, to
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St ↪ad wynika, że dla n > −x zachodzi nierówność
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bo n− j < n i |x| < j + 1, przy czym nierówność jest ostra dla x 6= 0. Wynika st ↪ad, że jeśli j
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Przechodz ↪ac do granicy przy n −→∞ otrzymujemy nierówność (k > |x|, k – nieparzyste)
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Z niej, z tego, że lim
n→∞
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przy czym z nierówności |x| < n+2 korzystaliśmy tylko sumuj ↪ac szereg geometryczny (ostatnia
równość).

Z otrzymanej nierówności i twierdzenia o trzech ci ↪agach wynika mi ↪edzy innymi, że jeśli
xn 6= 0 dla każdego n ∈ N oraz lim
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lim
n→∞

exn − (1 + xn + x2
n

2!
)

x3
n

=
1

3!
.

Wiadomo, że jeśli lim
n→∞

xn = 0, ∀n 0 < |xn| < 1, to lim
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Niech yn = ln(1 + xn). Oczywiście yn 6= 0 i lim
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Te obliczenia ilustruj ↪a ważny sposób post ↪epowania w analizie matematycznej: przybliżamy
jak ↪aś funkcj ↪e (powyżej była to funkcja wykładnicza) wielomianami z odpowiednio duż ↪a do-
kładności ↪a (różnica mi ↪edzy funkcj ↪a i wielomianem podzielona przez pot ↪eg ↪e zmiennej d ↪aży do
0), oczywiście przybliżenie jest dokładne w pobliżu pewnego punktu (w rozważaniach powyżej
– w pobliżu 0). Ta metoda b ↪edzie w dalszej cz ↪eści wykładu i ćwiczeń rozwini ↪eta i pogł ↪ebiona.

Przypomn ↪e jeszcze kilka dosyć ważnych granic, które były obliczone na ćwiczeniach lub na
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wykładzie w nadziei, że pomog ↪a Państwu w rozwi ↪azywaniu kolejnych zadań:

1. jeśli x, y 6 M , to |ex − ey| 6 eM |x− y|,
2. jeśli x, y > c > 0, to | ln x− ln y| 6 1

c
|x− y|,

3. dla dowolnego n ∈ N i x, y > 0 zachodzi nierówność | n
√

x− n
√

y| 6 n
√
|x− y|,

4. jeśli lim
n→∞

xn = ∞, to lim
n→∞

ln xn

xn
= 0 (bo x > 0 ⇒ ln x 6 x−1 ⇒ ln x = 2 ln
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x <

√
x−1),

5. jeśli lim
n→∞

xn = ∞ i a ∈ (0,∞), to lim
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6. jeśli lim
n→∞

xn = ∞ i a ∈ (0,∞), to lim
n→∞
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n
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n

= 0,

7. |q| < 1, a ∈ R =⇒ lim
n→∞

naqn = 0,

8. dla każdego a ∈ R zachodzi równość lim
n→∞

an

n!
= 0.

Zadania

1. Wskazać dwie takie liczby n ∈ N oraz x ∈ R, że
(
1 + x

n

)n
> ex.

2. Udowodnić, że dla każdego parzystego k istnieje taka liczba x < 0, że
ex < 1 + x + x2

2!
+ . . . + xk

k!
.

3. Dowieść, że jeśli jeśli lim
n→∞

xn = ∞, to lim
n→∞

(
1 + 1

xn

)xn

= e

4. Dowieść, że jeśli jeśli lim
n→∞

xn = ∞, to lim
n→∞

x
1/xn
n = 1

5. Dowieść, że jeśli jeśli lim
n→∞

∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣ = g, to lim
n→∞

n
√

xn = g

6. Dowieść, że jeśli szereg
∑

an o wyrazach dodatnich jest zbieżny, to również szereg
∑

a2
n

jest zbieżny. Czy teza jest prawdziwa dla szeregów o wyrazach różnych znaków?

7. Zbadać zbieżność szeregu
∑

1
n(ln n)p dla p ∈ R.

8. Zbadać zbieżność szeregu
∑

1
n(ln n)(ln(ln n))p dla p ∈ R.

9. Zbadać zbieżność szeregu
∑ (−1)n

n+(−1)n .

10. Zbadać zbieżność szeregu
∑ (−1)n

√
n+(−1)n .

11. Zbadać zbieżność szeregu
∑ 4·7·10·····(4+3n)

2·6·10·····(2+4n)
.

12. Zbadać zbieżność szeregu
∑

n2

(2+ 1
n

)n .

13. Zbadać zbieżność szeregu
∑

n5

2n+3n .

14. Zbadać zbieżność szeregu
∑ n3(

√
2+(−1)n)n

3n .

15. Zbadać zbieżność szeregu
∑ ((n+1)!)n

2!·4!·6!·····(2n)!
.

16. Zbadać zbieżność szeregu
∑ (

1·3·5·····(2n−1)
2·4·6·····(2n)

)k

w zależności od k ∈ N.
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