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Niechz € R, ag =01 apyq = an—l—%(xZ —a?)dlan=0,1,2,.... Udowodni¢, ze dla kazde;
liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna n., ze jesli n > n., to dla kazdego = € [—1, 1]
zachodzi nieréwnos¢ 0 < |z| — a, < e.
. Ile osi symetrii ma czworoscian foremny?
. Znalez¢ lim a,, jesli ta granica istnieje, gdy a,, =
n n7 n2 n n n2
a. Lot b. S
7 2
c. %; d. vn+1—+/n;
e. \/n+n—/n; f. V1420607
g V1F4+2k4+... 4 nk keN; h. /n;

124224324 4n?,
J- n3—n+13 ’

k., 0.1 12 n+9 . ] (2n4sr
1 3 5 2n—17? © (—2)nFIg3nt1
n TL13
m. 53 n. 5=
o. 1+q+q’+--+¢" 7, |l < 1 p- nq", lql <1
r. 1+2¢+3¢3+---+ng" ', |ql < 1.
. Wykazaé, ze granica lim (1 —3)-(1—3)-(1—3)----- (1 — -35) istnieje i wyjasnic,
czy jest ona réwna 0.
. Wykazad, ze granica lim (1—2)-(1—45) - (1- ﬁ) istnieje i wyjasénié, czy jest
ona réwna 0.
W k 7 . . 1. L i ; . o . . . s e .
. vkazac, ze granica lim (1 + 22) . (1 + 23) ----- (1 + 2n+1) istnieje 1 wyjasnic, czy jest

n—oo

ona skonczona.

. Wykazaé, ze granica lim +v/n! istnieje i wyjasni¢, czy jest ona skonczona.

n—~oo

Niech a; = V2, a3 = V2+ V2, aa = \/2+ V2 + V2, ... Wykazaé, ze ciag (a,) ma

skonczona granice.

. Wykazaé, ze

lim

n—oo

a. lim (1 — %)n =1; b.

n—oo

<1 - 31ns)n =1.

b. lim (1 + #)n < 00;

n—oo

Wykazaé, ze
a. lim (1+2%+3%+...+#)<oo;

n—oo

Udowodni¢, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwiekszy.

Wykazad, ze jesli ciag (a,) zawiera takie dwa podciagi (a, ) i (any) zbiezne do tej samej
granicy g, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest wyrazem co najmniej jednego z tych dwo6ch

podciagéw, to lim a, = ¢.!
n—oo

13* Wyrazy ciagu a,, sa nieujemne. Dla dowolnych liczb naturalnych m,n spelniona jest

nierOWnos¢ apmyn < am + a,. Wykazac, ze ciag o wyrazie “* ma skonczona granice.

ITwierdzenie sformulowane w tym zadaniu autor tego tekstu lubi nazywaé twierdzeniem o scalaniu.
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o Udowodnié, Ze ciag (a,) ma skonczona granice.

Niech ay > 01i a,y1 =

Niech a; =0, a0, =11ia,.2 = %(anﬂ +a,) dla kazdego n = 1,2,3,.... Wykazaé, ze ciag

(ay,) ma skoniczona granice i znalez¢ ja.

Niech ag =9, a1 = 271 a0 = %an + %anﬂ dla kazdego n = 0,1,2,.... Wyjasni¢, czy

ciag (ay) jest jest zbiezny. Jesli ma granice, znalezé ja.

Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Niech a; = +/c i niech a, 1 = \/c + a,,. Wykazaé, ze ciag
(a,) ma skoniczona granice i znalez¢é ja.

Niech a i b beda liczbami dodatnimi. Niech a; = b i niech a,, 11 = %(an + i) Wykazaé,
ze istnieja takie liczby dodatnie ci ¢ € (0, 1), ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona
jest nierownoscé |an —va ‘ < cq*". Wskazaé konkretng pare liczb ¢, ¢ w przypadku a = 5
ib=3.

Mozna wywnioskowaé stad, ze ciag a,, jest bardzo szybko zbiezny do liczby +/a, np. ze
liczba doktadnych cyfr liczby /a przy zastapieniu a,, przez a,y; co najmniej podwaja
sie (dla dostatecznie duzych n, przy czym w przypadku a = 5, b = 3 jest tak nieomal

od samego poczatku).

Wykazaé¢, ze jesli g > 0 jest liczba niewymierna, p, € Z, ¢, € Ndlan = 1,2,3,...

i lim ’;—” = ¢, to zachodzi réwnos¢ lim p, = oo = lim ¢,.

n—oo 1n n—oo n—oo

Zatézmy, ze ciag (a,) nie jest ograniczony z gory, ani z dotu oraz ze lim (a,41 —a,) = 0.
n—oo
Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taki scisle rosnacy ciag (n,), ze

r = lim a,, , czyli: kazda liczba rzeczywista x jest granica pewnego podciagu ciagu (a,).

m—00



