AM1.1 — zadania 1

1. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1:2:3+42-3-4+ - +n(n+1)(n+2)=In(n+1)(n+2)(n+3).

2. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1

1 1 1 _ 1
mtatat tam=l-ar

3. Zalézmy, ze liczby x1, xo, ... ,r, maja ten sam znak oraz ze 1 > —1, x5 > —1, ... ,

x, > —1. Dowiesé, ze (14+x1)(1+zo)(1+x3)...(1+z,) > 1+21+ 20+ -+ + x,. Wyjasnié,

kiedy zachodzi réwnosé.

4. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0

zachodzi nieréwnos¢: (1+a)” > 1+ na+ @a?

5. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢:
on(n=1)/2 5 1.9.3.....n.

6. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnos¢:
m+1)">2-4-6----- 2n.

7. Udowodnié, ze n prostych na ptaszczyznie, z ktoérych kazde dwie maja punkt wspolny, ale

zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt, dzieli te ptaszczyzne na %(nz + n + 2)czesei.

8. Niech p1 =2, p, =3, p3=05,ps =7, ps = 11, itd., p, jest n—ta liczba pierwsza. Dowies¢,
ze p, > 3n dla n > 12.

9. Na okregu obrano n > 2 punktow i kazdy potaczono odcinkiem kazdym innym. Czy mozna
wykresli¢ te odcinki jednym ciagiem tak, by koniec pierwszego byt poczatkiem drugiego, koniec
drugiego — poczatkiem trzeciego itd. i zeby przy tym koniec ostatniego odcinka byt poczatkiem

pierwszego.

10. Niech 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od liczby naturalnej n. Udo-

wodnié, ze m(n) < § dlan > 8.

11. Udowodnié¢, ze jesli suma liczb dodatnich jest réwna n, to ich iloczyn jest nie jest wiekszy

niz 1.

12. Udowodnié, ze szachownice wymiaru (4k + 1) x (4k + 1) mozna obej$¢ ruchem skoczka

szachowego przechodzac doktadnie jeden raz przez kazde pole.

13. Niech F1 = 1, FQ = 1, F3 = 2, F4 = 3, ceey Fn+2 = =I'nt1 + Fn Dowieéc', ze dla kazdeJ

liczby naturalnej n zachodzi réwnosé F, 4o - F,, — F7; = (—=1)".

14. Na dworze kréla Artura zebralo sie 2n rycerzy. Zaden z nich nie ma wiecej niz n — 1
wrogéw wsrod nich. Udowodnié, ze Merlin — doradca krola Artura — moze ich rozsadzi¢ przy

Okraglym Stole tak, by zaden nie byt sasiadem swego wroga.
15. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 1000™ — 1 jest podzielna przez 37.

16. Udowodnié, ze 7 jest dzielnikiem liczby 22225%5° + 55552222,



17. Udowodni¢, ze 13 jest dzielnikiem liczby 1000™ + (—1)" dla kazdej liczby naturalnej n.

18. Udowodni¢, ze dla kazdych liczb dodatnich a, b i dowolnej liczby n € N zachodzi nierow-
22 n an+bn n an+1+bn+1
nodcé: {/ 44 < "R/ r—.

19 a® + b? > ab dla dowolnych a,b € R.

20 (a*® + b*)(z* + y*) > (ax + by)? dla dowolnych a,b,z,y € R.
21. |a] < c wtedy i tylko wtedy, gdy —c < a < c.

22. |a+0b| = |a|] + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0.

23. Jesli |a — b| < a, to ab > 0. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?
24. Jesliz+y+z=1toa?+y?+2*> > 1.

25. Jesliab >0, to ¢+ 2 >2.

26. 2 +x+1>0izt+ 23+ 22+ 2+1 >0 dla kazdego z € R.
27. Dla jakich xz € R zachodzi |z + 1| < 77

28. Dla jakich = € R zachodzi |x + 1| > 77

29. Dla jakich = € R zachodzi |z + 2| + | — 6| = 8?7

30. Dla jakich = € R zachodzi |z + 2| + |z — 2| < 97

31. Niech max(a,b) oznacza wieksza z liczb a,b, min(a,b) — mniejsza z nich, max(a,a) =

a = min(a, a). Dowies¢, ze max(a,b) = 3(a + b+ |a — b|). Wyrazi¢ podobnie min(a, b).

32. Niech Z3 = {0, 1,2}. Definiujemy dodawanie, mnozenie i nieréwno$¢ wzorami (elementy
zbioru Zs to reszty z dzielenia przez 3) 0+0=0,0+1=14+0=1,042=24+0=2,
1+1=2,1+2=24+1=0, 24+42=1, 0-0=0,0-1=1-0=0,0-2=2-0 = 0,
1-1=1,1-2=2-1=2,2-2=1,0<1<2<0. Dowies¢, ze w zbiorze Z3 dzialania sa
taczne, przemienne, mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, istnieja elementy przeciwne,
rozne od 0 elementy Zs maja elementy odwrotne, nierownos¢ jest antysymetryczna, do obu
stron nieréwnosci mozna dodaé ten sam element, nieré6wnos¢ mozna pomn ozyc stronami przez
ten sam element wiekszy od 0, ale nieréwnos¢ nie jest przechodnia. A jak jest w podobnie

zdefiniowanych zbiorach Z4 i Zs?

33. W kazde z pdl nieskoniczonej kraty kwadratowej wpisano liczbe naturalna w ten sposéb,
ze jesli a, b, ¢, d sa liczbami wpisanymi w pola przylegte do pola, na ktéorym znalazta sie liczba

n, to a+ b+ c+d < 4n. Dowieéé, ze w kazde pole wpisano te sama liczbe naturalna. !

34. Jaka jest najwieksza liczba punktéw, ktore mozna umiesci¢ w trojkacie réwnobocznym

o boku 2 w taki sposéb, by odlegtos¢ dowolnych dwéch nie byta mniejsza niz 1.

! Autorem tego zadania jest prof. dr hab. Maciej Skwarczynski.



35. W sali jest n os6b. Udowodni¢, ze w sali sa co najmniej dwie osoby majace tyle samo

znajomych. Zaktadamy tu, ze jesli osoba O; zna osobe Os, to rowniez O zna osobe. O.

36. Ile skoczkéw mozna ustawi¢ na szachownicy, jesli pola na ktérym znajduje sie skoczek

nie moze szachowaé inny skoczek.

37. Na okregu danych jest 17 punktow. Kazde dwa potaczono odcinkiem niebieskim, zielonym

lub z6ttym. Dowiesé, ze istnieje trojkat, ktorego wszystkie boki sa tego samego koloru.

38. Sposrod liczb 1,2,3,...,199,200 wybrano 101. Dowies¢, ze co najmniej jedna z nich

dzieli inng.
39. Wykazaé, ze szeScianu nie mozna utozy¢ z parami réoznych szesciandw.

40. Niech ay = 3, a3 = 8, api2 = 3ap41 —a, dlan = 1,2,.... Dowies¢, ze a, > 2" dla
n=12...

41. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych, ktore z dzielenia przez

3 daja reszte 1.

42. 7Znalez¢ wszystkie takie czworki liczb catkowitych w, x,y, 2, ze zachodzi réwnosé w? +
224 = 4(y* + 22%).

43. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele réznych par a, b liczb catkowitych, dla ktorych
a? —2b% = 1.

44. 7malez¢ wszystkie takie pary liczb catkowitych x,y, ze zachodzi rownos¢ xy = x + y.
45. Znalezé dwie ostatnie cyfry liczby 1414
46. Udowodni¢, ze jeslin € Norazx >y >0, z,y € R to {/z — /y < Yz —y.

47. Udowodni¢, ze liczba 1 + % + % + .+ % nie jest catkowita dla zadnej liczby naturalne;j
n > 1.

48. Udowodnié, ze jesli n > 3 jest liczba naturalna, to liczba v/n? — 4 jest niewymierna.

49. Udowodni¢, ze v/20 — 14v/2 + v/20 + 14v/2 = 4.

50. Udowodni¢, ze nastepujace liczby sa niewymierne:

V24 V3, V2 4+ V3 + V5 V2+V3+VE+ VT
51. Udowodnié, ze jesli n > 2 jest liczba naturalna, to liczba v/n? 4+ 3n jest niewymierna.

52. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich tréjek dodatnich liczb wymiernych

Ty, 2, 2e 1+ y* + 2% = 1.



