
AM1.2 — zadania 15
Poprawiłem 25 kwietnia, 14:47

Zadanie 186 nie jest do napisania, ani nie b ↪edzie omawiane w czasie ćwiczeń, ale należy umieć
je rozwi ↪azać w całości (jest mało ambitne).

Należy wybrać trzy spośród zadań o numerach 138, 139, 145, 147, 154, 182 i 183 napisać
ich rozwi ↪azania na kartkach. Kartki z rozwi ↪azaniami prosz ↪e przynieść nie później niż w 162
rocznic ↪e urodzin Henri Poincaré (Science is built up with facts, as a house is with stones. But
a collection of facts is no more a science than a heap of stones is a house.) .

182. Udowodnić, że jeśli f : [a, b] −→ R jest funkcj ↪a klasy C1, to istnieje taki ci ↪ag wielomia-
nów (wn), że wn ⇒ f i w′

n ⇒ f ′.

183. Udowodnić, że każda funkcja f : R −→ R jest granic ↪a punktowo zbieżnego ci ↪agu wie-
lomianów. Czy jest też granic ↪a niemal jednostajnie zbieżnego ci ↪agu wielomianów?

184. Rozstrzygn ↪ać, czy iloczyn funkcji, które maj ↪a funkcje pierwotne, też ma funkcj ↪e pier-
wotn ↪a.

185. Obliczyć całki
∫

1
x4+x2+1

dx i
∫

x5

x4+x2+1
dx

186. Obliczyć
∫

f(x) dx, jeśli f(x) =

a. x + 3x2 − 12x4
↪a. x(1 + x2)4 b. e2x

c. sin 3x ć. x sin (x2) d. 1
1+4x2

e. x
1+4x2 ↪e. 1

1+3x2 f. 1
2+3x2

g. x2+2x−2
2+3x2 h. tg x i. 1

1+2x

j. x
1+2x

k. x2+2x+3
x+2

l. 1
(x+1)(x−2)

ł. x
(x+1)(x−2)

m. sin x cos x n. ex

1+ex

ń. x2
√

x3 − 1 o. e
√

x ó. x sin 2x

p. x2 sin x q. xex r. x2e2x

s. arctgx ś. 1√
4−x2 t. x√

1−x4

u. sin3 x w. 1
sin2 x

x. cos x · esin x

y. ln x
x

z. ex sin x ż. e2x sin 5x

ź. 1
(1+ex)2

α. 1
1+ex/2+ex/3+ex/6 β.

(
1− 2

x

)2
ex

γ. x2e3x sin 4x δ. cos2
√

x ε.
ln(x+

√
1+x2)

(1+x2)3/2

ζ. 1+sin x
1+cos x

ex η. x ln(1 + x4) θ. xx(1 + ln x)

Deser – o zadaniu omówionym na końcu ćwiczeń.

Niech fn(x) =





(n+1)n+1

nn xn(1− x), gdy x ∈ (0, 1);

0, gdy x /∈ (0, 1).
. Funkcja ta jest nieujemna, najwi ↪eksz ↪a

sw ↪a wartość przyjmuje w punkcie x = n
n+1

, bo to jedyny punkt przedziału (0, 1), w którym jej
pochodna znika. Oczywiście fn

(
n

n+1

)
= 1. Bez trudu sprawdzamy, że dla każdego x ∈ (0, 1)

zachodzi wzór lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(n+1)n

nn · (n + 1)xn(1− x) = e · 0 · (1− x) = 0. Oczywiście poza

przedziałem (0, 1) równość też jest prawdziwa. Wobec tego ci ↪ag (fn) jest punktowo zbieżny
do funkcji zerowej, ale ta zbieżność nie jest jednostajna. Niech (am, bm) b ↪ed ↪a przedziałami
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o końcach wymiernych, przy czym każdy przedział o końcach wymiernych, wyst ↪epuje w ci ↪agu(
(am, bm)

)
dokładnie raz. Niech fm,n(x) = 1

m
f
(

x−am

bm−am

)
. Jasne jest, że dla każdego ustalonego m

i dla każdego x ∈ R zachodzi równość lim
n→∞

fm,n(x) = 0, ale ta zbieżność nie jest jednostajna,

bo max fm,n = 1
m

. Studenci zechc ↪a udowodnić, że ci ↪ag funkcyjny
f1,1, f2,1, f1,2, f3,1, f2,2, f1,3, f4,1, f3,2, f2,3, f1,4, f5,1, f4,2, f3,3, f2,4, f1,5, . . .
jest zbieżny punktowo do funkcji zerowej. Oczywiście zbieżność ta nie jest jednostajna na żad-
nym przedziale (am, bm).
Hipoteza: ten opis jest w swej istocie bardzo podobny do przedstawionego na ostatnich ćwi-
czeniach (choć może nie wszyscy to od razu zrozumiej ↪a), ale mam wrażenie, że prostszy.

187. Udowodnić, że jeśli szeregi
∑∞

n=1 anx
n i

∑∞
n=0 bnxn maj ↪a dodatnie promienie zbieżności

oraz f(x) =
∑∞

n=1 anxn i g(x) =
∑∞

n=0 bnx
n, to również funkcj ↪e g ◦ f można przedstawić

w pewnym otoczeniu punktu 0 w postaci sumy szeregu o dodatnim promieniu zbieżności.

188. ∗ Niech f(x) =
∑∞

n=1 anx
n, przy czym szereg pot ↪egowy

∑∞
n=1 anx

n ma dodatni pro-
mień zbieżności. Udowodnić, że funkcj ↪e f−1 można przedstawić w postaci sumy szeregu
pot ↪egowego o środku w punkcie 0 i dodatnim promieniu zbieżności.
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