AM1.2 — zadania 15
Poprawitem 25 kwietnia, 14:47
Zadanie 186 nie jest do napisania, ani nie bedzie omawiane w czasie cwiczen, ale nalezy umiec
je rozwiqzaé w catosci (jest mato ambitne).
Nalezy wybrac trzy sposrod zadan o numerach 138, 139, 145, 147, 154, 182 i 183 napisac
ich rozwiazania na kartkach. Kartki z rozwiazaniami prosze przynies¢ nie poiniej niz w 162
rocznice urodzin Henri Poincaré (Science is built up with facts, as a house is with stones. But

a collection of facts is no more a science than a heap of stones is a house.) .

182. Udowodni¢, ze jesli f: [a,b] — R jest funkcja klasy C, to istnieje taki ciag wielomia-
now (wy,), ze w, = f 1w, = f.

183. Udowodni¢, ze kazda funkcja f: R — R jest granica punktowo zbieznego ciagu wie-

lomianéw. Czy jest tez granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu wielomianow?

184. Rozstrzygnaé, czy iloczyn funkcji, ktére maja funkcje pierwotne, tez ma funkcje pier-

wotng.
185. Obliczy¢ catki f 4+ P dr i f 4+ 2+1 dz
186. Obliczy¢ [ f(x)dz, jesl f(z) =
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Deser — o zadaniu oméwionym na koncu éwiczen.

(n+)™+t g .
Niech f,(z) = . Funkcja ta jest nieujemna, najwieksza

0, gdy x¢(0,1).

swa wartos¢ przyjmuje w punkcie x = bo to jedyny punkt przedziatu (0, 1), w ktérym jej

pEng
pochodna znika. Oczywiscie f, (#1) = 1. Bez trudu sprawdzamy, ze dla kazdego x € (0,1)
zachodzi wzér lim f,(z) = lim "% (n 4+ 1)2"(1 —2) = -0+ (1 — ) = 0. Oczywiscie poza
przedziatem (0, 1) réwnosé tez jest prawdziwa. Wobec tego ciag (f,) jest punktowo zbiezny

do funkcji zerowej, ale ta zbieznosé nie jest jednostajna. Niech (ay,,b,) beda przedzialami



o koncach wymiernych, przy czym kazdy przedziat o koncach wymiernych, wystepuje w ciagu
((am, bm)) doktadnie raz. Niech f,, ,(x) = % (%) Jasne jest, ze dla kazdego ustalonego m
i dla kazdego x € R zachodzi rownos¢ ILm fmn(z) = 0, ale ta zbieznos¢ nie jest jednostajna,
bo max f,,,, = % Studenci zechca udgwogdnic', ze ciag funkcyjny

Ji1s Jous Ji2s f31s fo2, f13, o, f32, Ja3s J1as f515 fa2s f33, fou, 15, - -

jest zbiezny punktowo do funkcji zerowej. Oczywiscie zbieznos¢ ta nie jest jednostajna na zad-
nym przedziale (@, by,).

Hipoteza: ten opis jest w swej istocie bardzo podobny do przedstawionego na ostatnich ¢wi-

czeniach (choé moze nie wszyscy to od razu zrozumieja), ale mam wrazenie, ze prostszy.

187. Udowodnié, ze jesli szeregi >~ | a,z™ i), b,x™ maja dodatnie promienie zbieznosci
oraz f(x) => " ax"ig(z) = 0" b,x", to réwniez funkcje g o f mozna przedstawic

w pewnym otoczeniu punktu 0 w postaci sumy szeregu o dodatnim promieniu zbieznoéci.

188.* Niech f(x) = > 7, a,a™, przy czym szereg potegowy » - a,z" ma dodatni pro-
mieri zbieznodci. Udowodnié, ze funkcje f~! mozna przedstawié w postaci sumy szeregu

potegowego o srodku w punkcie 0 i dodatnim promieniu zbieznosci.



