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Pierwsze trzy zadania sqg obowigzkowe! Inne tez nalezy rozwigzac.

Nalezy wybrac trzy sposrod zadan o numerach 56, 57, 61, 65, 68, 71 1 napisac ich rozwigzania

na kartkach. Kartki z rozwiqzaniami prosze przyniesé nie poziniej niz 18 marca (piatek).

Uwaga. Tu (oraz w wielu innych miejscach)

http://www.mimuw.edu.pl/ krych/matematyka/AMI1skrypt
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znajduje sie dowod zasadniczego twierdzenia algebry, prawie opowiedziany na piatkowych ¢wi-

czeniach.
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Sprawdzi¢, ktore z funkeji %, a

jednostajnie ciggte i na jakich przedziatach.

Na jakich zbiorach, mozliwie duzych, funkcje exp: C — C oraz sin: C — C sg

jednostajnie ciagte.

Dowies¢, ze jesli —oo < a < b < oo i funkcja f: (a,b) — R jest ciagla, to mozna ja
przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na przedziale [a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagla

jednostajnie.

Dowies¢, ze jesli funkcja f: R — R spelnia warunek Lipschitza to jest réznica dwu

funkcji monotonicznych ciagtych. Wyjasnié¢, czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.
Podaé przyktad funkeji ograniczonej f: [0,00) — R, ktéra nie jest jednostajnie ciagla.

Funkcja f jest jednostajnie ciagta na przedziale P; i na przedziale P,. Zbior P = PLU P,

jest przedzialem. Czy f musi by¢ jednostajnie ciagta na przedziale P?

Dowies¢, ze jesli zbior A jest ograniczony a funkcja f: A — R jest jednostajnie ciagta,

to ta funkcja jest ograniczona.

Dowiesc, ze jesli A C R jest zbiorem, ktéry nie zawiera cho¢by jednego swego skonczonego
punktu skupienia, to istnieje ograniczona funkcja ciagta f: A — R, ktéra nie jest

jednostajnie ciagta.

Niech f(z) = 2% + 62% + 12z dla € R. Dowies¢, ze najmniejsza wartosé¢ funkcji f
nie jest pierwiastkiem zadnego niezerowego wielomianu o wspétczynnikach catkowitych,

stopnia mniejszego niz 3.

Poda¢ przyktad takiej funkcji f: R — R, ze jesli z # y, to |f(x) — f(y)| < | — y| dla
z,y € Roraz f(z) > x dla kazdego = € R.

Czy funkcja =% jest jednostajnie ciagla na R?

Czy funkcja ﬁ jest jednostajnie ciagta na R?
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Czy istnieje jednostajnie ciagta funkcja okreslona na pétprostej [0, 00), ktéra przeksztatca

te polprosta na R?

Czy istnieje roznowartosciowa funkcja ciagta okreslona na polprostej [0, 00), ktéra prze-
ksztatca te polprosta na R?

Zdefiniowaé roznowartosciowa funkcje ciagta przeksztalcajaca pétprosta (0, 00) na R.

Czy istnieje réznowartosciowa funkcja jednostajnie ciagta, ktora przeksztatca potpros-
ta (0,00) na R?

Dowies¢, ze jesli funkcja f: R — R jest jednostajnie ciagta, to dla kazdej liczby d > 0
istnieje taka liczba M, ze jesli |z — xo| < d, to |f(x1) — f(ac2)| < M.

Udowodnié, ze jesli funkcja f: [0,00) — R jest ciagla oraz lim f(z) = 0, to f jest

ciagta jednostajnie.

Rozstrzygnaé, czy z tego ze funkcja f: [0,00) — R jest ciagta i lim f(x) = 0 oraz
g: [0,00) — R jest jednostajnie ciagta, wynika, ze ich iloczyn jest funkcja jednostajnie
ciagta.

Znalez¢ wszystkie przedzialy, na ktérych funkeja sin /7 jest jednostajnie ciagla.

Znalez¢ wszystkie przedzialy, na ktérych funkcja sinz® jest jednostajnie ciagla.

Definicja. Mowimy, ze funkcja f: A — R spetnia warunek Holdera z wyktadnikiem o
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka stata C > 0, Ze dla dowolnych x,y € A
zachodzi nieréwnosé | f(x) — f(y)| < Cla —y|*. O

Sprawdzi¢, ktore z funkcji %, a®, sinx, tgx, In x spetniaja warunek Holdera, z wyktad-
nikiem i na jakich przedziatach.

Wykazaé, ze jesli f: R — R jest taka funkcja, ze dla kazdych liczb rzeczywistych
z,y € R zachodzi nier6wnos¢ | f(z) — f(y)] < (z —y)?, to f jest funkcja stala.



