AM1.2 — zadania 11

Nalezy wybrac trzy sposrod zadan o numerach 30, 31, 32, 39, 49, 50, 52 i napisac ich

rozwiqzania na kartkach. Kartki z rozwigzaniami prosze przyniesé nie poziniej niz 11 marca

(piatek). Te i inne zadania nalezy umieé rozwiqzac na zajeciach. Koniecznie rozwiqzaé zadania

34, 35, 38

53. Napisa¢ omowione w czasie zaje¢ rozwiazanie zadania 10.

54. Niech € C R oznacza zbiér Cantora. Zdefiniowaé funkcje rézniczkowalna f: R — R,
ktorej pochodna jest ciagta w punktach znajdujacych sie poza € i nieciagta we wszystkich
punktach €.

55. Rozwazamy rownanie tgx = ax + b. lle rozwiazan w przedziale (—g, g) moze mie¢ to
roOwnanie?

56. Obliczy¢ lim x (e — (1 + %)x)

57. Wykaza¢, ze pochodna wyznacznika macierzy F(x) = (fi; ([E))1<ij<n jest suma n wy-

znacznikow macierzy uzyskanych z F' przez zastapienie jednego z wierszy wierszem utwo-

rzonym z pochodnych funkcji wystepujacych w zastepowanym wierszu.

Definicja Funkcja analitycznag w punkcie p nazywamy taka funkcje f okreslona w zbiorze,

58.

59.

60.

61.

ktéry zawiera pewien przedzial otwarty (p — d,p+ &) o $rodku p, ktéra w punktach tego

przedzialu mozna zdefiniowaé za pomoca rownosci
flx)=ao+a(z—p)+a(z—p)2+...=> " a.(z —p)"

Dowies¢, ze jesli funkcja f jest dana w przedziale (p — 6, p + 0) wzorem

f@)=ao+ai(z —p) +ta(r—p)Q+...= 3 s an(z —p)",
to f™(p) = nla, dlan=0,1,2,...

Dowiesé¢, ze jesli funkcja f jest dana w przedziale (p — d,p + 0) wzorem
f(x) =ao+ar(zx —p)+ag(x —p)* +...= 32 an(z —p)"
ilg—p| < 6, to f jest analityczna w punkcie ¢ i jest suma odpowiedniego szeregu

zbieznego dla kazdego x, dla ktérego zachodzi nieréwnosé |x — q| < § — |q — pl.

f(x)  g(x)
f'(x) ¢'(z)

w przedziale I. Wykaza¢, ze funkcje f i g sa liniowo zalezne nad R. Wyjasni¢, czy teza

Niech = 0 dla kazdego x z przedziatu I dla pewnych funkcji analitycznych

pozostaje w mocy w przypadku funkcji klasy C>.

Wykazaé, ze dla kazdej liczby w > 0 istnieje doktadnie jedna funkcja f,: I — R, gdzie
I oznacza pewien przedzial otwarty o $rodku w punkcie 0 taka, ze f”(x) = —sin ( fw(x))
dla kazdego x € I, f,(0) = 0 oraz f/(0) = w. Wykazac, ze jesli w jest dostatecznie mate,

to funkcja f, moze by¢ okreslona na catej prostej i ze jest wtedy okresowa. Jezeli p(w)

w) — 27
oznacza jej okres, to lim = 27 oraz limozL = 0.
w w— w

To bylo opowiadanie o wahadle matematycznym.



62.

63.

64.

65.
66.
67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.
75.

76.

# 0. Znalezé f)(z).

cx+d’

b
Niech f(z) = b przy czym ‘ ¢ g
c

Niech f(z) = %0 Znalezé ™) (z).

sz z 1 x 1 T 1 x 1 T : . x T _
Zmalez¢ wzor na stgs+3tgs+ 2 tg s+ 5 08 5w wiedzac, ze cos 5 - COS on
sin x
2n sin2in .

Oszacowaé blad przyblizenia /1000 ~ 2.

Oszacowaé blad przyblizenia (1 + z)® ~ 1 + ax.
Obliczyé (mz)™.

xT

Niech f oznacza funkcje klasy C™*! i niech r,,_1(h) = %f(”) (x + 0), - h), r; oznacza j—ta

reszte we wzorze Taylora. Wykazaé, ze jesli £V (z) # 0, to }llim 0, =

—0 n -+ 1 '
sin 2\ /%
Znalezé lim ( )

x—0 T

f(z)
f'(x)
jest dobrze okreslona na calej prostej, ze jest analityczna oraz ze g(z) = x wtedy i tylko

Niech f bedzie funkcja analityczna na R i niech g(z) = 2 — . Wykazaé, ze funkcja ¢
wtedy, gdy f(x) = 0. Znalezé ¢'(p) jesli p jest k—krotnym pierwiastkiem funkcji f.
Przeksztalcenie g jest zwiazane z tzw. metoda Newtona znajdowania pierwiastkow funk-
cji f, w wielu przypadkach ciag x, g(x), g(g(x)), ... jest zbiezny do pierwiastka funkcji
f, czyli punktu statego funkcji g, zbieznosé jest tym szybsza im wartos¢ bezwzgledna
pochodnej ¢ w punkcie statym funkcji g jest mniejsza, wynika to z twierdzenia o wartosci
sredniej.

Niech f bedzie funkcja klasy C? na przedziale [0, 1], |f”] < 4, f(0) =0 = f(1). Wykazac,
ze |f'] < 4 na [0,1].

Niech f bedzie funkcja klasy C? na calej prostej, niech M; = sup {|f)(z): z € R}
dlai € {0,1,2}. Wykaza¢, ze M? < 2MyM,.

Wykazaé, ze wielomian ((z? — 1)”)(") ma wszystkie swe pierwiastki w przedziale [—1, 1].
(n)
Wykazaé, ze wszystkie pierwiastki wielomianu e*” (e*ﬁ) sa liczbami rzeczywistymi.

Wykazaé, ze zachodza nieréwnosci

. ¥x<sinx<xdla0<$<§;
Inz<i(z?—1)dla0<z#1;

L (R atbte 5 gopbee > (atbie)atbte dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, z ktérych

a+b+c
przynajmniej dwie sa rézne;

colnx+2ylny+3zlnz+ (2+2y+32)In6 > (x + 2y + 32) In(x + 2y + 3z) dla dowolnych

liczb dodatnich x, y, .

Niech x bedzie dowolna liczba dodatnia i niech ay = x oraz a,; = x*. Dla jakich x > 0
ciag (a,) ma skonczona granice, dla jakich ma granice nieskonczona, a dla jakich granicy

nie ma?



