AM1.1 — zadania 10
Nalezy wybraé dwa sposrod zadan o numerach 1, 2, 4, 5, 6 1 napisaé ich rozwigzania na
kartkach. Kartki z rozwigzaniami prosze przyniesé nie pézniej niz 4 marca (pigtek). Te i inne

zadania nalezy umieé rozwigzaé na zajeciach.

1. Wykazaé, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to zachodzi nastepujaca
oo flo+h)—flp—h)
1 = .
rownos¢ lim 5T 1 (p)

2. Jedli funkcja f jest ciagla, to }lLiIr(l) (f(z +2h) = 2f(x + h) + f(z)) = 0. Czy twierdzenie
odwrotne jest prawdziwe?

3. Jedli funkcja f jest ciagla, to fllir% (f(z+3h) =3f(x+2h)+3f(x+h) — f(z)) = 0. Czy
twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

4. Funkcja f: R — R jest rozniczkowalna na catej prostej. Wiadomo, ze dla kazdej liczby
rzeczywiste] x zachodzi nieréwnosé |f'(z)| < 1. Czy wynika stad, ze istnieje liczba p,

taka ze f(p) = p, czyli: czy funkcja f ma punkt staty?

5. Niech 0 < x < 7. Wyjaéni¢, ktéra liczba jest wicksza sin(tgx), czy tg(sinz). Nie
wykluczamy, ze odpowiedz zalezy od x.

6. Ile pierwiastkow ma réwnanie:

2

(i) 2° — bz = a w zaleznosci od a € R; (i) e* = ax* w zaleznosci od a € R.

7. Zmalez¢ przedzialty monotonicznosci oraz wypuktosci lub wklestosci funkeji f, jej lokalne
ekstrema i punkty przegiecia. Znalezé granice funkeji f oraz granice funkcji f’ w koncach

przedziatéw sktadajacych sie na ich dziedziny (niekoniecznie takie same). Naszkicowaé
wykres funkcj f,jesli f(z) =
a. z'(1+x2)73; b. 5= c. f/xzfl;
d. 1—a7+\/wzfg; e. 1n(x—|—¢1—|—7); f. sinzsin3x .
g (z+1)°3 (2% +22)"®.  Wiadomo, 7e
flla) =L@+ 1) (02 4 22) 7 (72 + 142 + 2),
niewymiernymi pierwiastkami funkcji f’ sa x5 ~ —1.845 oraz xg ~ —0.155 , ma

ona rowniez pierwiastek wymierny,
r)=:(x+1) 7" (2" +2x) x* + 562° + 61x* + 102 — 4),

() =2 (z+ 1) (@ + 20) 7 (14a* + 562 + 6122 + 102 — 4
pierwiastkami drugiej pochodnej sa xy ~ 0.177, x5 ~ —2.177, x5 ~ —0.492,
r4 == —1.508, sa one niewymierne.

4
h. %m Wiadomo, ze f'(z) = 3(z + 1) (2? 4+ 22 —5) "3 (2 + 22— 7)"
f'(x) = —3 (92* 4 362° + 8z% — 562 — 181) (22 + 2z — 5)_% (22 + 2z — 7) "¢ oraz

ze pierwiastkami (jednokrotnymi) drugiej pochodnej sa liczby z; ~ 1.7 oraz

win

Y

9 &~ —3.7 , innych pierwiastkéw rzeczywistych funkcja f” nie ma.

I'UWAGA: Zakladamy, ze dziedziny funkcji sa tak dobrane, ze operacje definiujace funkcje sa wykonalne
oraz ze dziedziny sa maksymalnymi zbiorami o tej wlasnosci.



10.

11.

dodatnia, ze f(x)
w dowolnym przedziale postaci (0, ), gdzie § > 0.

Wykazac¢, ze punkt posredni w twierdzeniu Rolle’a moze by¢ dowolnym punktem prze-

dziatu (a,b).

Niech f(z) = xsin(In(x)) dla z > 0 oraz f(0) = 0. Niech ¢, < z bedzie taka liczba

Dowiesé, ze istnieje taka réznowartoéciowa funkcja f: R —% R, ze f(0)

oraz ze funkcja f~': R — R jest nieciggla w punkcie 0.

— f(0) = zf'(¢;). Wykazaé, ze funkcja © — ¢, ma punkty nieciagtosci

=0, f(0) =0

Obliczy¢ pochodna funkcji f w tych punktach, w ktérych istnieje, jesli f(x) =

(a) V1+ z;

(a )1—3x+7x2+5x3;

C) 1+x27
d) arcsin(cos z);

e) sin (SL’ + V1 +2?);
)

sin x+cos x ) .
sinz—cosx /’

.CB

12. Znalez¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie p lub wykazaé, ze ta styczna

13.

14.

15.

nie istnieje, jedli f(x) =

(A) cos?x — 2sinx, p = (m, 1);

C

G) V& —sinzx, p= (0,

I) \/1 — COS (x\/ﬁ), p=(0,1);

Dowiesc, ze jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, to lim
Rozstrzygnaé, czy z istnienia granicy }IL{% %
Zdefiniowa¢ funkcje ciagla f: R — R, rézniczkowalng w punktach = ¢ {1,2,...,

i ktéra nie ma nawet jednostronnych pochodnych w punktach =z € {1,2,...,

()|$—1|\/$+ ,p=—(3,
(E) (22 = 1)°, p= (V2,1);
(
(

0);

4);

)

f(xz+h)
h—0

—flx—h
th( L = f/(l')

wynika istnienie pochodnej f'(x).

100}
100}.

Niech f: R — R bedzie taka funkcja a g € R taka liczba, ze dla dowolnych, zbiez-

nych do 0 ciagéw (hl,), (k) liczb dodatnich zachodzi réwnosé g = lim

Dowies¢, ze f'(7) = g.

n—~o0

J(T+hy)—f(T-h)

R+l



16.

17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Niech f: R — R bedzie taka funkcja, ze dla dowolnych x,y € R spelniona jest nieréw-
nosé |f(x) — f(y)] < (z — y)*. Dowies¢, ze f(e) = f(m).

. Podaé przyktad takiej réznowartosciowej funkeji f: R =% R, ktéra ma pochodna w punk-

cie 01 f/(0) = 0, ze funkcja odwrotna f~! nie ma pochodnej lewostronnej w punkcie f(0)

i jest ciagta w punkcie f(0).

Niech f: R — R bedzie taka funkcja ciagta w punkcie p, ze funkcja f2 = f - f jest
rozniczkowalna w punkcie p.

Dowieéé, ze funkcja f* jest rézniczkowalna w punkcie p dla dowolnej liczby naturalnej
k> 2 tu f*Yx) = fix) - f(x) dla kazdego x € R. Czy z zalozen o funkcji f wynika,

ze jest ona rozniczkowalna w punkcie p?

Czy istnieje taka funkcja ciaglta f: R — R, ktora nie ma jednostronnych pochodnych

w punkcie 0, ze ztozenie f o f jest funkcja rézniczkowalna w punkcie 0.

Niech f(x) =Y " a"sinn dla x € (—1,1). Dowies¢, ze funkcja f jest rézniczkowalna

we wszystkich punktach przedziatu (—1,1).

Dowiesé, ze jesli f3(x) + 3f(x) = z dla kazdej liczby rzeczywistej z, to funkcja f jest

rézniczkowalna. Znalezé liczby f(0) oraz f/(0).

Dowiesé, ze jezeli f(x) + /@ = x dla kazdej liczby rzeczywistej , to funkcja f jest

rézniczkowalna. Znalez¢ liczby f(1) oraz f'(1).

Zmalezé wzér na 1+2x+3x3+- - -+nz" ! korzystajac z tego, ze 1+a+a%+- - 42" = S

l—z °

Dowies¢, ze pochodna funkcji parzystej jest nieparzysta, a pochodna funkcji nieparzystej
— parzysta.

Czy z tego, ze funkcja f: R — R jest rézniczkowalna i f’ jest parzysta, wynika, ze
funkcja f jest nieparzysta?

Czy z tego, ze funkcja f: R — R jest rozniczkowalna i f’ jest nieparzysta, wynika, ze

funkcja f jest parzysta?

Funkcja f: (0,00) — R jest rézniczkowalna. Czy z tego, ze istnieje lim f(x) wynika,

ze istnieje lim f'(z)?
r— 00

Dowies¢, ze pochodna rézniczkowalnej funkceji okresowej jest okresowa. Czy z okresowosci

pochodnej f’ wynika okresowos$¢ funkeji f7

Dowiesé, ze dla kazdej liczby € € [0, 1) istnieje doktadnie jedna taka funkcja f: R — R,

ze f(x) —esin f(x) = x. Wykazaé, ze funkcja f jest rézniczkowalna.

Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Zalézmy, ze a < z < o, < 5, < b

dla kazdego n i lim (3, = x. Dowies¢, ze jezeli ciag (;%{f
n—oo n n
wzér lim {Gn=t(an)
n—oo Bn—an
Bn—x )

Brn—an

) jest ograniczony, to zachodzi
= f'(z). Podaé¢ przyklad $wiadczacy o istotnosci zalozenia ograni-

czonosci ciagu (



