
AM1.1 — zadania 9

1. Wykazać, że jeśli P jest przedziałem (niekoniecznie ograniczonym), a f : P −→ R funkcj ↪a

ci ↪agł ↪a, to funkcja f jest wypukła (ściśle wypukła) wtedy i tylko wtedy, gdy , gdy dla
każdych punktów x, z ∈ P zachodzi nierówność f(x+z

2
) 6 f(x)+f(z)

2
(f(x+z

2
) < f(x)+f(z)

2
,

gdy x 6= z).

2. Wykazać, że jeśli funkcja ściśle wypukła jest ci ↪agła i nie jest monotoniczna, to ma
wartość najmniejsz ↪a i ta najmniejsza wartość jest przyjmowana w dokładnie jednym
punkcie, przy czym jest to punkt wewn ↪etrzny dziedziny funkcji.

3. Wykazać, że jeśli funkcje f i g s ↪a wypukłe, funkcja g jest niemalej ↪aca, to funkcja g◦f jest
wypukła, jeśli natomiast g jest nierosn ↪aca, to złożenie g ◦ f może być funkcj ↪a wkl ↪esł ↪a,
wypukł ↪a lub być ściśle wypukła na jednym przedziale, a na drugim ściśle wkl ↪esła.

4. Czy funkcja ci ↪agła f , wypukła na każdym z przedziałów [a, b] i [b, c] musi być wypukła
na przedziale [a, c]?

5. Podać przykład dwu funkcji dodatnich ściśle wypukłych, których iloczyn jest ściśle
wkl ↪esły.

6. Wykazać, że iloczyn dwu dodatnich funkcji wypukłych, niemalej ↪acych jest wypukły. Czy
iloczyn dwu funkcji wypukłych, nierosn ↪acych musi być wypukły?
Sformułować odpowiednie twierdzenie dla funkcji wkl ↪esłych.

7. Wykazać, że jeśli P jest przedziałem (niekoniecznie ograniczonym), a f : P −→ R funkcj ↪a

wypukł ↪a, to dla każdego przedziału [a, b] ⊂ intP , czyli zawartego we wn ↪etrzu1 P , to
istnieje taka liczba L (zależna od a i b), że dla dowolnych x, z ∈ [a, b] zachodzi nierówność

|f(x)− f(z)| 6 L|x− z|.

8. Korzystaj ↪ac ewentualnie z wkl ↪esłości funkcji sinus na przedziale [0, π] dowieść, że spośród
n–k ↪atów wpisanych w dany okr ↪ag, najwi ↪ekszy obwód ma n–k ↪at foremny.

9. Korzystaj ↪ac ewentualnie z wypukłości funkcji tangens na przedziale [0, π
2
) dowieść, że

spośród n–k ↪atów opisanych na danym okr ↪egu, najmniejszy obwód ma n–k ↪at foremny.

10. Dowieść, że spośród n–k ↪atów wpisanych w dany okr ↪ag, najwi ↪eksze pole ma n–k ↪at fo-
remny.

11. Dowieść, że spośród n–k ↪atów opisanych na danym okr ↪egu, najmniejsze pole ma n–k ↪at
foremny.

12. Wykazać, że ln x < −1 + ln 10 + x
10

dla 0 < x 6= 10.

13. Wykazać, że ln x < 1
2
(x2 − 1) dla 0 < x 6= 1.

14. Ile rozwi ↪azań ma równanie 2x = x + 3. Znaleźć jego pierwiastki z dokładności ↪a do 0,01.

1 Wn ↪etrze P to przedział P , z którego usuni ↪eto końce, jeśli miał: intR = R, int[0,∞) = (0,∞) itd.
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15. Dowieść, że funkcja x ln x jest ściśle wypukła na (0,∞).

16. Wykazać, że jeśli x > 0, y > 0 i z > 0, to zachodzi nierówność
x ln x + 2y ln y + 3z ln z + (x + 2y + 3z) ln 6 > (x + 2y + 3z) ln(x + 2y + 3z).

Kiedy zachodzi równość?

17. Wykazać, że nierówność
(

x+2y
3

)x+2y
3 < xx+2yy

3
zachodzi dla dowolnych różnych liczb

rzeczywistych dodatnich x, y.

18. Wykazać, że (2−√3)a2+
√

3 + (2 +
√

3)b2−√3 > 4 4
√

ab dla dowolnych a > 0 i b > 0.

19. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b równanie ln x = ax+ b ma dokładnie
dwa rozwi ↪azania, dokładnie jedno rozwi ↪azanie lub nie ma rozwi ↪azań w ogóle.

20. Dowieść, że 21−p 6 xp + (1− x)p 6 1 dla dowolnych liczb p > 1 i x ∈ [0, 1].

21. Dowieść, że jeśli a > 0, b > 0, c > 0 i a 6= b 6= c 6= a, to aabbcc >
(

a+b+c
3

)a+b+c.

22. Dowieść, że jeśli a > 0, b > 0, c > 0 i a 6= b 6= c 6= a, to aabbcc <
(

a2+b2+c2

a+b+c

)a+b+c.

23. Dowieść, że jeśli a > 0, b > 0, c > 0 i a 6= b 6= c 6= a, to (b + c)a(c + a)b(a + b)c <(
2
3
(a + b + c)

)a+b+c.

24. Niech (an) b ↪edzie ci ↪agiem liczb dodatnich. Udowodnić, że nast ↪epuj ↪ace trzy warunki s ↪a

równoważne:
(i) szereg

∑∞
n=1 an jest zbieżny;

(ii) ci ↪ag (pn) o wyrazie pn = (1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) jest zbieżny;
(iii) istnieje taka liczba naturalna k, że ci ↪ag (qn) o wyrazie

qn = (1− ak)(1− ak+1) · . . . · (1− an)

ma granic ↪e dodatni ↪a i skończon ↪a.
Uwaga. Jeśli an 6= 1 dla każdego n, to można przyj ↪ać, że k = 1.

25. Dowieść nierówności Minkowskiego (p ≥ 1, ai, bi ∈ R):(|a1 + b1|p + |a2 + b2|p + · · ·+ |an + bn|p
)1/p 6

6
(|a1|p + |a2|p + · · ·+ |an|p

)1/p
+

(|b1|p + |b2|p + · · ·+ |bn|p
)1/p
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