AM1.1 — zadania 8

Przypomne kilka dosy¢ waznych granic, ktére juz pojawity sie na zajeciach
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. Zmalez¢ lim

. Znalezé lim

. Zmalez¢ wszystkie punkty skupienia zbioru

a. (.

b. zbioru € ztozonego ze wszystkich tych punktéw przedziatu [0, 1], ktére mozna zapisaé

w uktadzie trojkowym bez uzycia cyfry 1. Czy ten zbior zawiera jakis przedziat?

c. Niech Q(v?2) = {z4+yv2: 2,y € Q}. Znales¢ wszystkie punkty skupienia zbioru Q(v/2).
d. Niech Z(v2) = {z+yv2: x,y € Z}. Znalezé wszystkie punkty skupienia zbioru Z(v/2).

Uwaga. Zbior € zdefiniowany w tym zadaniu zwany jest zbiorem Cantora.

Udowodni¢, ze dla kazdego parzystego k istnieje taka liczba z < 0, ze
k

ex<1+x+§+...+%.
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Dowies¢, ze jesli stopien wielomianu w jest dodatni i parzysty, to

lim w(z) =oco = lim w(z).

r—00

. Wykazad, ze jesli stopienn wielomianu w jest nieparzysty, to granice lim w(z)i lim w(x)

T—00 T——00
sa nieskonczone i zachodzi réwnoé¢ lim w(z) = — lim w(x).
r——00

r—00

Poda¢ przyktad takich dwu funkcji f: R — R i g: R — R, ze lir% flx) = o

i lim g(x) = —o0 oraz
z—0

(a) lim £() + g(x) =0, (b) lim £ (z) + g(a) = —13,
(©) lim f(2) + glz) = o0, (A) lim f(2) + g(a) = —oc,

(e) 1in% f(z) + g(x) nie istnieje.

Poda¢ przyklad takich dwu funkcji f: R — R i g: R — R, ze lim f(z) = oo

z—0

i lirr(l) g(x) =0 oraz

(a) lim f(z) - g(x) = 0, (b) lim f(x) - g(x) = ~13
(¢) lim f(z) - g() = oo, (d) lim f(z) - g(x) = —oo,

(e) lir% f(z) - g(z) nie istnieje.
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Dowiesé, ze jesli ¢, ¢/, € {0,2} dla kazdegon € N i o= 23"’ to Z2n+1 Zan'

n= 1 n=1 n=1

o0 [e.o]

Niech f (Zg—ﬁ) = 22n . Dowiesé, ze funkcja f zdefiniowana w zbiorze Cantora € jest

n=1 n=1

ciaglta w kazdym dziedziny i przeksztatca zbior Cantora na przedzial domkniety [0, 1].
Dowiesé, ze kazda funkcja ciagta g: [0, 1] — € jest stala.

Dowiesé, ze jesli a € R\ Q, to kazda liczba z przedziatu [0, 1] jest punktem skupienia
zbioru {na — |na]: n e N}

Zbior wyrazéow {a,: n € N} ciagu (a,) jest nieskonczony. Dowies¢, ze ciag (a,) ma
granice wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a,: n € N} ma dokladnie jeden punkt sku-

pienia.
Zdefiniowa¢ taka funkcje a: N x N — R, ze:

dla kazdego k € N istnieja granice lim a(n,k) i lim a(k,n);

n—oo n—oo

istnieja granice hm lim a(n,k) i lim lim a(n, k);

k—oon—o00 n—o0 k—00

lim lim a(n,k) # lim lim a(n, k).
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38. Dowies¢, ze kazda nieujemna liczba rzeczywista jest punktem skupienia zbioru kwadratow
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wszystkich liczb wymiernych.

Dowies¢, ze jesli kazda funkcja ciagta f: A — R ma wlasno$¢ przyjmowania wartosci
posrednich, tzn. jesli liczba C' znajduje sie miedzy liczbami f(z) i f(y), to istnieje takie
ce AN (x,y), ze C = f(c), to zbiér A jest przedziatem.

Definicja. Moéwimy, ze funkcja f: P — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego x € P funkcja y — W jest niemalejaca na zbiorze P\ {x}.

Dowiesé, ze kazda funkcja wypukla f: (a,b) — R jest ciagta. Podaé przyktad funkeji
wypuklej f:[0,1) — R, ktéra ma punkt nieciagtosci.

Poda¢ przyktad funkcji f: R — R, ktora jest nieciagla w punkcie 0 i ma wlasnosé

Darboux (przyjmowania wartosci posrednich).

Zatozmy, ze (a,)22, 1 (by)5e, sa takimi ciagami, ze dla pewnej liczby z¢ # 0 szeregi

Zanxg i anxg sa zbiezne. Udowodni¢, ze jesli istnieje taki ciag (z;) liczb réznych
n=0 n=0

od 0 zbiezny do 0, ze Zanx;‘ = anx;‘ dlaj=1,2,...,toa,=0,dlan=20,1,2,...

n=0 n=0
oo
Dowiesé, ze jesli szereg Zan jest zbiezny, to funkcja dana wzorem f(z Zanaﬁ jest
n=0

ciagta w kazdym punkcie przedziatu (—1,1].
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Udowodnié, ze jesli funkcje f: A — R i g: A — R sa ciagle, to funkcje max(f,g)
i min(f,g) zdefiniowane wzorami max(f,¢g)(r) = max (f(x),g(a:)) i analogicznie
min(f, g)(z) = min (f(:c), g(a:)) tez sa ciagle.

Poda¢ przyktad funkcji f: R — R, ktéra ma doktadnie jeden punkt ciagtosci.

Udowodni¢, ze istnieje funkcja f: R — R, ktora nie jest ograniczona na zadnym

przedziale.

Niech (a,,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Dowiesé, ze istnieje funkcja niemalejaca

f: R — R, ktérej jedynymi punktami nieciagtosci sa liczby aq, as, as, ...

Udowodnié, ze jezeli funkcja f: [a, 00) — R jest ograniczona na kazdym przedziale ogra-
niczonym i istnieje granica lim ( flx+1)—f (:E)), to istnieje roéwniez granica lim {@)

r—00

i spelniona jest réwnosé lim % = lim (f(z+1) — f(z)).

T—00

Udowodnié, ze jezeli funkcja f: [a,00) — R jest ograniczona na kazdym przedziale

ograniczonym i istnieje granica lim LZHtU—f() (Hi)n_f @) to istnieje tez granica lim j,Ei)l i spel-
T—00 r—00
niona jest réwnosé lim {,Sf)l = lim W
r—00 r—00

Jesli f: R — R jest taka funkcja ciaglta w co najmniej jednym punkcie, ze dla dowolnych
z,y € R zachodzi réwnosé¢ f(z +y) = f(x) + f(y), to istnieje taka liczba a € R, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi réwnosé f(x) = ax.

Jedli f: R — R jest taka funkcja monotoniczna, ze réwnosé f(z+vy) = f(z) + f(y) ma
miejsce dla dowolnych liczb x,y € R, to istnieje taka liczba a € R, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi réwnosé f(z) = ax.

Jedli f: R — R jest taka funkcja ograniczona na przedziale (-1,1), ze dla dowolnych
liczb z,y € R ma miejsce réwnosé¢ f(z+y) = f(x) + f(y), to istnieje taka liczba a € R,
ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé f(x) = ax.

Niech Q(v2) = {z +yv2: =,y € Q}. Znalezé wszystkie takie funkcje
f: Q(V2) — Q(V2),
ze f(x +y) = f(x) + f(y) dla dowolnych z,y € Q(v/2) i f(1) = 1.
Uwaga: w zbiorze Q(v/2) wykonalne sa cztery dzialania arytmetyczne, mianowicie do-

dawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od 0.

Niech Q(v2,v3) = {a + BV2 + /3 +5vV6: «a,B3,7,6 € Q}. Znalezé wszystkie
takie funkcje f: Q(v/2,v3) — Q(v/2,V3), re f(x +y) = f(x) + f(y) dla dowolnych
z,y € Q(v2,V3)i f(1) = 1.

Dowies¢, ze jesli wielomian v nie ma pierwiastkéw rzeczywistych i stopien wielomianu w

nie jest wiekszy niz stopien wielomianu v, to iloraz % jest funkcja ograniczona na R,

Rozstrzygnaé czy:
(a) kwadrat funkcji nieciagtej musi by¢ funkcja nieciagla;

(b) szescian funkcji nieciaglej musi by¢ funkcja nieciagta.
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Dowies¢, ze jesli funkcja f jest ciagla, to funkcja |f| tez jest ciagta. Czy twierdzenie

odwrotne jest prawdziwe?

Dowies¢, ze dla kazdego wielokata wypuktego istnieje prosta, ktéra dzieli jednoczesnie

obwdd i pole wielokata na potowy.

Dowied¢, ze na brzegu kazdego wielokata wypuklego leza cztery punkty, ktore sa wierz-

chotkami pewnego kwadratu.

Niech f: R — R bedzie taka funkcja, a ¢ € (0, 1) taka liczba, ze dla dowolnych z,y € R
jest spetniona nieréwnosé | f(x)— f(y)| < c¢|z—y|. Udowodnié, ze istnieje doktadnie jedna

liczba g € R, dla ktorej zachodzi réwnosé f(xq) = xo.

Podaé przyktad takiej funkcji f: R — R, ze jesli = # y, to |f(x) — f(y)| < | — y| dla
z,y € Roraz f(r) > x dla kazdego = € R.

Niech f:[0,1] — [0, 1] bedzie funkcja zdefiniowana wzorem f(z) = 1 — |2z — 1|.
Niech f*(x) = f(f(... f(x)...)). Dla kazdego n € N ustali¢ liczbe rozwiazan réwnania
—_—
n literek f
(@) = =
Zmalez¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla dowolnych a,b € R, a < b, obraz
f([a,b]) przedziatu [a, b] jest przedziatem o dtugosci b — a.

Niech C' C R bedzie zbiorem domknietym (tzn, zawierajacym wszystkie swoje skonczone
punkty skupienia) i ograniczonym a f: C' — C — funkcja niemalejaca. Udowodnié, ze
f(p) = p dla pewnego punktu p € C.

£ dla €10,

Niech 0 < ¢ < 11 niech f(z) = ¢ ¢ Punkt = ma okres n wtedy
== dla z € [c,1]
i tylko wtedy, gdy n jest najmniejsza z liczb naturalnych £ > 1, dla ktorych zachodzi
réwnosé f(f(... f(x)...)) = z. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja
k literek f
itere
punkty, ktore maja okres n i ze jest tych punktéw skonczenie wiele.
Niech f: (0,00) — R bedzie taka funkcja ciagla, ze dla kazdej liczby = > 0 zachodzi

rowno$¢ lim f(£) = 0. Udowodni¢, ze lir% f(z)=0.

Znalez¢ wszystkie punkty ciagtosci funkcji f, jesli f(x) = %‘;H dla =z ¢ {1,2} oraz
f(1)=f(2)=0.
Znalez¢ wszystkie punkty ciagtosci funkcji f, jesli f(z) = % dla = ¢ {1,1} oraz

f=f(@3) =0
Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkeji f, jesli f(z) = 2% — |2?].

Zmalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkeji f, jesli

o5 oedy v=2q92>1,p,q€ZNWD(p,q) =1

Zmalez¢ wszystkie punkty ciagtosci funkeji f, jesli g jest funkcja Riemanna i dla kazdego
r € R zachodzi réownosé¢ f(z) = (2 + 62% + 11z + 6)g(z).



