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. Niech a] = 11 Apir1 = oraz b1 =21 bn+1 =

. Dla dowolnej liczby = € R znalez¢ lim

AM1.1 — zadania 4

. Dowies¢, ze jesli lim a, = g, to lim @+e2tetan — g Podaé przyklad takiego ciagu (by),

n—oo

ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica lim %(bl +by+ -+ by).

. Dowies¢, ze jesli zachodzi rownos$¢ lim a, = g i wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie,

to prawdziwy jest wzor lim a;-az-----a, = g. Poda¢ przyklad takiego ciagu liczb
dodatnich (b,), ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica lim /by - by - - - - by,.

Dowies¢, ze jesli zachodzi réwnosé lim a,, = g 1 wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodat-
n—oo
nie, to prawdziwy jest wzoér lim ﬁ = ¢. Poda¢ przyktad takiego ciagu liczb
N—00 ay ' ag an
dodatnich (b,), ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica lim ——"—
n—0oo oy Toy T 5

n

2an+1 2b,+1

an+1 b+l -
Udowodni¢, ze sup{a,: n € N} =inf{b,: n €N}

[nz]
n—ooo M

|| oznacza najwicksza liczbe catkowita z pélprostej (—oo, z], tzn. sup ((—oo,z] NZ).

. Niech z € R. Znalez¢ lim & ([z] + [2z] + -+ + [nz]).

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej liczby naturalnej n

istnieja takie catkowite liczby k,1, ze [kz + 1| < 1.

. Poda¢ przyktad takiego ciagu (a,) o granicy 400, ze réwno$¢ lim (a,ir — a,) = 0 jest

n—oo

spetniona dla kazdego k£ € N.

Niech a > b > 0 bedg liczbami rzeczywistymi. Niech a; = %(a +b), by = Vab. Niech
Qpy1 = %(an +0b,)1b,01 ==Vayb, dlan+1,23,... Udowodnié, ze ciagi (a,) i (b,) sa
zbiezne i to do wspolnej granicy.

Dowiesé, ze kazda liczba z przedziatu [0, 1] jest granica pewnego podciagu ciagu o wyrazie

3 — [nv2).

Dla dowolnego k € N obliczy¢ lim n({“/ 1+ % — 1).

n—oo

Dla dowolnych liczb a,b > 0 obliczy¢ lim ($5-9%)",

Dany jest taki ciag (a,), ze z kazdego jego podciagu (a,,, ) mozna wybraé¢ podciag,

ktorego granica jest g. Udowodni¢, ze lim a, = g.

n—oo

Niech a i a; beda liczbami dodatnimi. Zdefiniujmy ciag (a,) indukcyjnie w nastepujacy

sposob: a,41 = %(Zan + %) dlan=1,2,.... Znalez¢ lim a, w zaleznosci od a.
Niech z bedzie liczba dodatnia. Znalezé lim (1 + 2)(1 + 22)(1 + 2%) - -+ (1 + 22")

n—oo

w zaleznosci od z .



16. Dowies¢, ze jedli istnieje lim (an41 —ay), to istnieje lim “* i obie granice sa réwne. Czy
n—oo

n—oo

z istnienia granicy lim 22 wynika istnienie granicy lim (a,4+1 — a,)?
n—oo n n—oo

17. Dowies¢, ze jesli istnieje lim %, to istnieje lim {/|a,| i obie granice sa réwne.
n—0o0 n n—o0
18 Niech (ai1,), (a2n), (asn), ... beda dowolnymi ograniczonymi ciagami liczb rzeczywi-

stych. Udowodnié, ze istnieje wtedy taki Scisle rosnacy ciag (n,,) liczb naturalnych, ze

wszystkie ciagi (a1,,), (a2.n,,), (@3n,,), --. sa zbiezne — jest ich nieskorniczenie wiele!

19. Korzystajac z poprzedniego zadania wykazaé¢, ze wsréd tréjkatéw wpisanych w okrag
o promieniu 1 istnieje trojkat o najwiekszym obwodzie. Mozna skorzystac¢ z poprzedniego

zadania.

20. Dane sa takie kota Ky, Ko, ..., ze dla kazdego naturalnego n kota Ky, Ky, K3, ..., K,
mozna tak umiedci¢ w kwadracie ), by ich wnetrza byty parami roztaczne. Dowies¢, ze
w kwadracie () mozna tak umiesci¢ wszystkie kota Ky, Ky, K3, ..., by wnetrza kazdej

pary bytly roztaczne.

21. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb dodatnich, ktéry zawiera podciag zbiezny do liczby 0.
Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele wskaznikéw n, dla ktérych wyraz a,, jest mniej-
szy od wszystkich wyrazéw, ktore go poprzedzaja, tzn. istnieje nieskonczenie wiele takich

liczb k, ze a < a; dla wszystkich numeréw j < k.

22 Zalbézmy, ze wyrazy niemalejacego ciagu (a,) sa dodatnie. Wykazaé, ze zbior ztozony

an

n+an

z granic wszystkich podciagéw ciagu jest przedzialem domknietym.

23 Niech (a,) bedzie ciagiem dodatnich liczb catkowitych. Definiujemy:
1

Ty =

CL1+

a2+

a3+

ag+...
1
et

an

Wykazaé, ze ciag (r,) jest zbiezny oraz ze jego granica jest niewymierna.

24. Dowiesc, ze jesli ciag liczb catkowitych ma skonczona granice, to prawie wszystkie wyrazy

tego ciagu sa réwne.

25. Znalez¢ takie dwa ciagi (a,) i (by), ze lim a, = oo = lim b, i lim (a, — b,)

n—oo n—oo

(a) =0, (b) = \/ﬁv (C> =7,
(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.

26. Znalez¢ takie dwa ciagi (a,) i (by), ze lim a, =0, lim b, =00 i lim a,b,

(a) =0, (b) = VI3, ©=-7 o

(d) = oo, (e) = —o0, (f) nie istnieje.



