
Kolokwium z AM 2.2

25 kwietnia 2019,

Rozwi¡zanie ka»dego zadania musi mie±ci¢ si¦ na oddzielnych kartkach. Prosz¦ starannie podpisa¢

(imi¦, nazwisko, nr indeksu, grupa ¢wiczeniowa) wszystkie oddane arkusze! Wszystkie zadania s¡ oce-

niane równo, w skali 0− 10 punktów; Wynik kolokwium zostanie przeskalowany przez 54
Nie wolno korzysta¢ z notatek, pomocy kole»e«skiej, kalkulatorów, telefonów ani innych

±rodków telekomunikacji.

Zadanie 1. Niech R+ = (0,+∞).
(a) (4 pkt.) Dla jakich liczb α, β ∈ R odwzorowanie F : R2+ → R2+, dane wzorem

F (x, y) =
(
x

yα
,
y

xβ

)
jest dyfeomor�zmem R2+ na siebie?

(b) (6 pkt.) Obliczy¢
∫
A

g dλ2, gdzie

g(x, y) =
1

x2y8
, A =

{
(x, y) ∈ R2+ :

2
5
y < x2 < 2y, y3 < x < 2y3

}
.

Zadanie 2. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci powierzchni jednorodnej M , je±li

M =
{
(x, y, z) : x2 + y2 + z2 6 9, 0 6 x 6 3,

3
2
6 z 6

√
27
2

}
.

Zadanie 3. Dla funkcji f, g : (0,+∞) → R de�niujemy funkcj¦ f ∗ g : (0,+∞) → R wzorem

(f ∗ g)(x) =
∞∫
0

f(x− y)g(y) dy oraz L(f)(x) =
∞∫
0

f(t)e−tx dt.

(a) Udowodni¢, »e je±li funkcje f i g s¡ caªkowalne na póªprostej (0,∞), to funkcja jest dobrze
okre±lona dla prawie ka»dego x ∈ (0,∞).

(b) Dowie±¢, »e je±li f : (0,∞)→ R jest ograniczona i ci¡gªa, a g : (0,∞)→ R jest caªkowalna,
to f ∗ g jest ci¡gªa.

(c) Wykaza¢, »e je±li f jest caªkowalna na (0, a) dla ka»dego a > 0, to L(f) jest ci¡gªa.

(d) Dowie±¢, »e je±li funkcja t 7→ tf(t) jest caªkowalna na (0,∞), to L(f) jest ró»niczkowalna.

(e) Udowodni¢, »e je±li funkcje f, g : (0,∞)→ R s¡ caªkowalne, to L(f ∗ g) = L(f)L(g).
Niech f(x) = e−x

2
. Obliczy¢ L(f)(x).

Zadanie 4. Przez χA oznaczamy funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A. Niech f : Rn → R b¦dzie
funkcj¡ mierzaln¡ wzgl¦dem miary Lebesgue'a tak¡, »e

λn({x : |f(x)| > t}) ¬ (1− t4)χ[0,1](t)

a) Uzasadni¢, »e
∫
Rn
|f(x)|dλn(x) ¬

4
5
.

b) Wykaza¢, »e
∫
Rn
|f(x)| e|f(x)| dλn(x) ¬ 36 e−96

Czas na rozwi¡zanie: 150 minut


