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Rozwigzanie zadania 32. Znalezé pole obszaru ograniczonego krzywa 3 + y® = 3xy.
Najpierw zobaczymy obszar, o ktéry chodzi. Potraktujmy réwnosé 22 + y* = 3zy jako réwnanie z
niewiadoma x i parametrem y. Pytanie pierwsze to ile to rownanie ma rozwiazan w zaleznosci od
parametru y. Niech f(z,y) = 23 + 3® — 3xy. Jasne jest, ze ma co najmniej jedno i co najwyzej trzy.
Mamy 3 af = 322 — 3y, wiec jedli y < 0, to funkcja z — 23 + y® — 32y jest $cisle rosngca, zatem ma
jeden plerw1astek. Ten pierwiastek jest dodatni, bo wartosé tej funkcji w punkcie 0 jest réwna 32,
wiec jest niedodatnia. Jesli y > 0, to sytuacja zmienia si¢, bo na przedziale [—,/y, /y| funkcja jest
Scisle malejaca. Mamy (—,/7)*+y*—3(—y¥)y = 2y/y+v* = (V¥)? (2+ (v9)?) > 0, zatem funkcja
ma pierwiastek mniejszy od —,/y. Zachodzi réwnos¢ (v/y)* + y* — 3(v)y = (vv)* ((vy)® — 2).
To wyrazenie jest dodatnie gdy y > v/4 i wtedy funkcja nie ma dodatnich pierwiastkéw. Dla

= /4 jedynym (ale podwdjnym) dodatnim pierwiastkiem jest v/2, a jedynym ujemnym jest
—2v/2. Gdy 0 < y < V/4, to funkcja ma dwa dodatnie pierwiastki. Jeden z nich jest mniejszy od
/Y a drugi — wigkszy. Niech x = y?g(y). Jedli 0 = f(2,y) = f(¥*9(v),y) = v°9(y)* +v° — 3y°g(v),
to y3g(y)® + 1 — 3g(y) = 0. Z twierdzenia o funkcjach uwiktanych lub z twierdzenia o odwracaniu
funkcji jednej zmiennej wynika od razu, ze istnieje okreslona w pewnym otoczeniu 0 funkcja ¢ i
to funkcja klasy C°°, dla ktoérej ta réwnosé zachodzi. Wykres funkcji x = y%g(y) jest wiec styczny
w punkcie (0,0) do osi OY. Poniewaz f(y,z) = f(z,y), wiec réwniez f(x,z%g(x)) = 0, a to ozna-
cza, ze zbior zdefiniowany réwnaniem f(z,y) zawiera wykresy funkcji  — x?g(x) oraz y — y?g(y)
stycznych odpowiednio do osi OX i OY, wiec zawiera ,krzyzyk”. Nie jest wiec rozmaitoscig. Staje
sie nia po usunieciu punktu (0,0). Czes¢ wspolna tego zbioru z pierwsza ¢wiartka uktadu wspéhrzed-
nych jest ograniczona — udowodniliSmy, ze jest zawarta w kwadracie zdefiniowanym nieréwnosciami
oga:g{‘/ziorazogygé/l.

Niech = rcosf,y = rsinf. Mamy f(z,y) = f(rcosf,rsinf) = r3(cos®  +sin® §) — 3r% cos 0 sin 0,

a stad wynika, ze jedli f(rcos®,rsinf) = 0, to r(cos® § +sin® §) = 3 cos fsin 0, zatem r = %.
Wynika stad, ze kat 6 wyznacza r jednoznacznie, wigc na kazdej poétprostej wychodzacej z punktu
(0,0) zawartej w pierwsze ¢wiartce jest doktadnie jeden taki punkt (x,y), ze f(z,y) = 0. Oznacza
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7 bardzo formalnego punktu widzenia w pierwszej czesci jest za duzo tekstu, bo niektore informacje
nie stuzg obliczeniu pola. Jednak uwazam, ze powinni Panstwo zrozumieé¢ skg naprawde bierze sie
rysunek, ktérego w tym teksciku nie ma (ale byt na tablicy w czasie zaje¢). Tym razem wszystkie
drobne fakty zostaly uzasadnione. Mam nadzieje, ze powyzej btedéw nie ma. Gdyby jednak Panstwo

znalezli, prosze o wiadomos¢.



