Analiza Matematyczna, 12 kwietnia 2021 r

Rozwigzanie zadania 9 (przygotowawczego): Niech A C [0, 1] bedzie zbiorem mierzalnym i niech

f(z) =M (AN[0,z]). Wykaz, ze ,
/Af@) dr = Sh(A)

Najpierw uwaga. Uzyskany wzor w pierwszej czesci rozmyslan nad tym zadaniem byt jednak
poprawny. Niech A = [a,b] C [0, 1]. Wtedy dla = € [0, a] mamy f(z) =0, dlaz € (a,b) mamy f(x) =
r—a,dlaz € [b, 1] mamy f(z) = b—a. Stad natychmiast wynika, ze fo z)de = $(b—a)(1—a+1-b)
tak, jak to byto napisane na tablicy. Inna rzecz, ze mieliSmy napisac fa f(z)dr = %(b —a)*1, bo
catka miata by¢ po zbiorze A a nie po przedziale [0, 1]. Wtedy wszystko zgadza sie.

A teraz uwaga, ktorej nie wypowiedziatem w czasie ¢wiczen, choé cheiatem. Jesli Aj (A} — Ag) < ¢
i f1, fo sa funkcjami odpowiadajacymi tym zbiorom, to | f1(x)— fo(z)| < € dla kazdego z, wiec réwniez
Sy, fil@)de — [, f2(a;)) < £ oraz |IA(A1)? — LAy (Ag)?] = ARG Ly (A1) A (Ay)] < &, bo
AM(AD) =AM (AN (AN AY) + A (AN AY) 1A (Ag) = A (Ag\ (A1 N Ag)) + A (A N Ag).

Dla kazdego zbioru mierzalnego A istnieje taki nadzbiér otwarty U , ze Ay (U\A) < €. U jest suma

przeliczalnej rodziny parami roztacznych przedziatow otwartych Iy, Io, . ... Wobec tego istniejg takie
przedziaty Iy, I, ..., I, ze jeSi Ay = UL, U---U1,, to A\{(A — A;) < e. Stad teza w wypadku
ogélnym wynika szybko i bezbolesnie (prawie).

Jednak nie o takim rozwigzaniu zapewne myslat autor zadania, cho¢ to jego, a nie nasz problem.
Pokazemy jednak to inne rozwigzanie, o ktérym autor myslat prawie na pewno.

Niech g(u, ) = Lx(u) - 1x(2). Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze [, 1 9(u, 2)dAs = Ai(A)?.

NiechT = {(u,x): 0<u<1l,u<z <1} tzn. T jest tréjk@tem o wierzchotkach (0, 0),(1,1),(0,1).
Teraz mozemy napisac: [, g(u :c)d)\Q = [MA N[0, 2])dN(z) = [, f(x)dM(z) — skorzystalismy z
twierdzenia Fubiniego. Caltkujac w 1nneJ kolejnosci otrzymujemy

Jp9(u,z)dha = [ A (AN[1—u,1])dA\i(u) = [ A (AN[1—x,1])dA(x) — ostatnia zmiana zmiennej to
tylko stwierdzenie, ze wartos¢ catki nie zalezy od nazwy zmiennej. Z dwu ostatnich rownosci wynika,
ze [, 1]X[0 1 9(u, ) d)\2 S A(AN]0, 2]))dAi (2)+ [ M (AN[1—z,1])dXi (z) = 2 [ M (AN]0, z])d\ (z) =

=2 [, f(x)d\(z), a stad teza wynika od razu.

Drugie rozvvl@zanie w rzeczywistosci zostato wymyslone w koncowce ¢wiczen.



