Rozwigzania niektorych zadan ostatnio omawianych tu i é6wdzie

1. Niech RE ={(zy,...,2) €eRF: ;>0 dlai=1,...,k} iniech X bedzie zbiorem wszyst-
kich funkcji f: R¥ — R, calkowalnych wzgledem miary ¢ i takich, ze f(x) =0, gdy x ¢ R".
Okreslamy operacje, ktéra kazdej funkeji f € X przyporzadkowuje funkcje f: R¥ — R, dana
wzorem

fly) = /R ) eV f(x)dl(x) dla yeRY oraz f(y)=0 dla y e RF\R".

Uzasadni¢, ze fve X.
Dowies¢, ze jezeli f,g € X oraz h = f % g, to takze h € X i zachodzi réwnos¢

hy)=f(y)ily) dla yeR:.

Rozwigzanie. Niestety nie cala teza jest. prawdziwa Niech k=11 f(z) =e*dlaxz > 0. Ta
funkeja jest oczywiscie calkowalna. Mamy f(y = [pe e dr = [T e *WiDdy = 11. Funkcja

f nie jest wiec catkowalna wbrew temu, ze ma by¢ f € X. Jest jednak dobrze okreslona, bo
le™Y f(x)| < |f(x)], a f jest calkowalna. Ta sama nieréwno$¢ pozwala na wywnioskowanie
ciagtosci f na (0,00) z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznodci zmajoryzowanej, majoranta jest

/1.
Splot fx*g jest dobrze okreslony, bo funkcje f, g sa calkowalne na R¥. Jest tez funkcja catkowalna.

MoZemy wiec napisaé

f *9(y ka eV [ x g(x)dli(x ka ka (w)dly(w)dly(x) =

- fR% Y% (x = W) g(u)dlae (%, 1) = fyn €00 f(x — u)e Vg (u)dlo(x, u) =

= S (w707 = )ty () ) e g (w) () =

= Juo (fow eV O (vl ))e—yu (u)d@(u) -

- ( S e ¥ug(u dek<u)) ( Jor € F(v)dly (v )) — §(y) - f(y). Zakoficzyligmy dowod. O



2. Znalez¢ strumien przeptywu pola wektorowego F(x,y, z) = (zze™, —yze™, z) przez powierzch-
nie, {(z,y,2): 52?4+ 2y* + 62% + 22y — 2yz — 222 = 89, 2 > 0} zorientowana ,na zewnatrz”
(zewnetrznym wektorem normalnym w punkcie (—1, —4,2) jest == (—11, —11,17)).
Rozwigzanie. 5% + 2y + 627 + 20y — 2yz — 2za = 5(x + £ — £)2 + 2(y — ¥)? + =%, wice to
wyrazenie jest wszedzie dodatnie z wyjatkiem punktu (0,0,0). Stad i ze znanych twierdzen o
formach kwadratowych wynika, ze réwnanie 522+ 2y% + 622 + 2zy — 2yz — 2zx = 89 opisuje elip-
soid¢ E, ktorej érodkiem symetrii jest punkt (0, 0,0) — funkcja 522 +2y* + 622 + 2zy — 2yz — 2zx
przyjmuje te same wartosci w punktach (z,y, z) oraz (—x, —y, —z). Mamy tez
d(zze™dy Ndz —yze™dz Ndx + zdx Ndy) = (ze™ + zyze™ — ze™ — xyze™ + 1)de Ndy Ndz =
= dx N\ dy A dz. Niech n(z,y, z) oznacza zewnetrzny wektor normalny w punkcie (z,y, z) elip-
soidy E. Strumien pola przez E to catka [, F(z,y, z) - ndog =
= [pxzedyNdz—yze™dz Ndx+zde Ndy = fINT(E) dwx ANdyAdz, gdzie przez INT(E) oznaczy-
lismy ograniczong sktadowa sp6jng zbioru R3\ E. Oznacza to,, ze ten strumieni tego pola réwny
jest objetosci (trojwymiarowej miere Lebesgue’a) zbioru INT(E). Mozna ja obliczaé réznymi
sposobami, ale skorzystamy z tego, co juz wiemy. Niech u = v/5(x + f-2),v= \%(y - %)
oraz w = Lz. We wspolrzednych (afinicznych) u, v, w zbiér INT(E) opisany jest nieréwnoscig
u? +v? +w? < 89. Modut jakobianu przeksztatcenia przejscia od (x,y, z) do (u,v,w) réwny jest

NGE \% . g = 7, wiec przeksztalcenia odwrotnego to % Objetos¢ jest zatem rowna % : 4?” -89
5 1 -1

Uwaga. Niech M = 1 2 —1 |. Wartosciami wtasnymi macierzy M sa liczby 7,
-1 -1 6

3—1/21 3+ /2. Wobec tego jesli zapiszemy forme kwadratowa uzywajac wspohrzednych u, v, w
zwigzanych z baza ztozong z jednostkowych wektoréw wtasnych macierzy M, to rownanie E
przyjmie postaé¢ 7u? + (3 — v/2)v? 4 (3+v/2)w? = 89. Stad wynika, ze objetoé¢ INT(M) réwna

jest objetosci kuli jednostkowej pomnozonej przez % . \/\3/?79\/5 . \/f\/i = 89*7/@. O




3. W przestrzeni R* mamy punkty A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0,1), D = (1,1,0),
E = (1,1,1). Rozwazamy powierzchnie wieloScienna utworzona przez trojkaty ADE, DBE,

Yz

BCE i CAE (rozmaito$¢ z kantami). Dane jest pole wektorowe F' = [ —yz, \/W

Obliczy¢ przepltyw pola rot(F') przez te powierzchnie ze strony ujemnej ,widoczne” z punktu
(1,11

315> 3) ha dodatnia.

Rozwigzanie. Niech M = ANADE U ADBE U ABCE UACAE U AABC U AABD, dodali-

smy NABC U AABD. M jest topologiczna rozmaitoscia dwuwymiarowa, ktéra po usunieciu

bokéw sumowanych tréjkatéw, wiec odcinkéw AB, BC, CA, CE, AE, AD, DE, BD, BE

staje sie rozmaitoscia klasy C'°. W tej sytuacji mozna zastosowaé twierdzenie Stokesa (wzor

Ostrogradzkiego — Gaussa) do rozmaitosci zwartej W, ktérej brzegiem jest M. Zachodzi row-

2 1‘2 2 252 33 Yz

nosé¢ d(zrzdr — yzdy + \/ﬁ yzy/ J\r/yx;T ,;H, = da A dz +
xz\/ 22 +y? 422 ay®

+ \jﬁ ;;“’2“ dyNndz = ( - %) dz ANdx + <y + %) dy Adz. Prze-

plyw pola rot(F) = |y + 22(e?+27) Ui 0] przez M to calka z tej formy po M, ale

3
[ ty2+22 /22 4y2+22

ta catka na mocy twierdzenia Stokesa (wzoru Ostrogradzkiego — Gaussa) jest réwna calce z r6z-

dz) = xdz Ndx — ydz N dy +

niczki tej formy po obszarze W, ale dod = 0, wiec ten przeptyw jest zerem. Zachodzi tez réwnosé

x—w) dz N\ dx + <y+m dy N\ dz = 0, bo na tym trojkacie z = 0.

fAADB < ’x2+y2+z2 /ac2+y2+22

Wobec tego wystarczy obliczy¢ [, , 5 (x - My—Jrzg,) dzNdx+ (y + m) dyAdz. Na

Vit ta? Vot
mocy twierdzenia Stokesa ta catka jest rowna calce |, A(ABC) xzdr — yzdy + mdz przy

czym trojkat obiegajac brzeg tego trojkata zgodnie z orientacja indukowana przechodzimy przez
jego wierzcholki w kolejnosci A, C, B. Przyjmujac v(t) = (0,¢,1 —t), §(t) = (1 — ¢,0,t) otrzy-
mujemy v(0) = (0,0,1) = C, v(1) = (0,1,0) = B, 6(0) = (1,0,0) = A, (1) = (0,0,1) = C,

wiec wystarczy scatkowaé jednoforme wzdtuz v i 9. Mamy f,y rzdr — yzdy + \/2=dz =
+y2+22

e _ 1,1 _ _1 _rt _
= [, (—t(1 = —5+3 = —;oraz [; (xzda: yzdy + —2+y2+ _ ) = Jy t(A=t)d(1—t) =

= —% + % = _6' Wobec tego przeptyw pola (strumien pola) przez trojkat ABC jest réwny
1 1 _ 1 . . . . . . . . . ’
—% — 5 = —3- Stad i zerowania si¢ przeptywu przez povvlerzchnl(g M wnioskujemy, ze strumien

pola przez AADE UADBE UABCE UACAE jest rowny . Zakonczylismy rozwiazywanie
zadania. Mozna je tez rozwiaza¢ bez uzywania twierdzenia Stokesa w ogoéle — strumien mozna
obliczy¢ korzystajac z jego definicji.

Uwaga o orientacji. Dodajmy jeszcze, ze wektorem zewnetrznym normalnym do Sciany ABC
jest [~1,—1,—1] (o dhigosci v/3). Uporzadkowana baza w przestrzeni stycznej do plaszczy-
zny stycznej do Sciany ABC' zgodna z jej orientacja wyznaczong przez [—1,—1,—1] to np.

-1 -1 0
([—1, 1,0],[0,1, —1]) — dla dowodu wystarczy przekonaé sie, ze | —1 1 1 | > 0. Wektor
—1 0 —1

[—1,1,0] jest styczny do prostej AB, ale drugi wektor [0, 1, —1] skierowany jest na zewnatrz
trojkata ABC, wiec orientacje brzegu wyznacza wektor [1, —1,0].



