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. Obliczy¢ lim

AM2-2, 2019 zadania 2.
Poprawilem tekst zad. 17 po uwadze p. D. Klemby, 12.03.19

(sin z+cos z)" e~ do

i 2
oo 1+ (sin z4cos x)2n

. Niech f: R — R? bedzie funkcja klasy C' i niech D f(x) bedzie monomorfizmem dla kazdego

z € R. Wykazal, ze l(f(R)) = 0.

. Poda¢ przyktad ciagu (f,,) mierzalnych funkcji nieujemnych, dla ktérych nieréwnosé w lemacie

Fatou jest ostra.

dx

1 o
. Obliczy¢  lim — —
1czyc nl—{gon/l 72 1n(1+%)

" dx

n—co Jo n+n?sin

. Obliczy¢  lim

. Niech f € L', v € R* i niech f,(x) = f(x — v). Dowies¢, ze funkcja R* > v — f, € LY(RF)

jest jednostajnie ciagta.

. Niech f: (0, oo) — R bedzie funkcja catkowalna wzgledem miary ¢;. Definiujemy transformate

Laplace’a L(f fo ~* dt. Dowiesdé, ze funkcja L£(f): (0,00) — R jest klasy C*°.
Mozna zaczaqé od wykazama czqgloéci.

. Niech f: [0,00) bedzie ograniczona funkcja ciagta. Wykazaé, ze lin% ;’JJEZ)Q dz = 7 f(0)
Yy— 0
L >~ 1
. Obliczy¢ lim dz.
n—oo [q 1 —+ "
Obliczy¢ lim T (1 — —) dx.
n—oo 0 n

Obliczy¢ L fol Inva? +a?de i fol % In V22 + a?dz.

Obliczy¢ (moze mozna zrézniczkowaé wzgledem parametru a)

a. fol G dt b. foﬂ/Z In(a?sin® z + b* cos? x) dz;
C. 01 a:\c/tlgﬁ dzr, a > 0; d. fol x“_l(lnx)ndx, a>1.

Niech T oznacza czworoscian foremny, ktérego wierzchotkami sa (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,v/2),
(0, -1, \/§) Niech B bedzie bryta powstata w wyniku obrotu czworoscianu T° wokoét osi OZ,
tzn. B = {R,(p): p € T, a € R}, gdzie R, oznacza obrét wokét osi z o kat a. Obliczy¢
objetosé (trojwymiarowa miare Lebesgue’a) bryly B.

Niech f: R — R oznacza funkcje catkowalna w sensie Lebesgue’a (f € L(R)). Zdefiniujmy:
fR x —t) Smt dt. Wykazac, ze:
(a) g jest dobrze okreslona na R,
(b) g jest ciagla na R,
(c) g ma ciagla pochodna na R.
(d) Czy g jest funkcja klasy C? na calej prostej?
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Dana jest przestrzen z miara (X, 9, u), u(X) < oo oraz ustalona funkcja f: X — R, mierzalna

wzgledem 9. Niech J = {p € [1,00): / |f|Pdu < oo}, Dla kazdej liczby p € J okreslamy
X

1/p
p-norme wzorem || f|,: = (/ |f‘pdﬂ>
X

Udowodnié, ze zbior J jest przedziatem i ze p — || f||, jest ciagta funkcja zmiennej p € J.

- 6fbx

Dane liczby @ > b > 0. Obliczy¢ / £ " g
0 T
Dana jest przestrzen z miara (X, 9, ), pw(X) = 1, oraz zbiory Ay,..., A, € M, u(A;) > 1/2;

n — liczba nieparzysta. Dowies¢, ze dla pewnych dwoch réznych numeréw i, 5 zachodzi nierow-

nosé (A NA;) >

Obliczy¢ calki (jesli istnieja):
[, ze¥dvdy, gdzie A={y>0, |vt+y| <1}
14 zda dy d gdzie A = {(x,y,2): x>0,y>1, 2> 1}

1+(zyz)*

M4 1+d§i§//fl) gdzie A = {(x,y,2): z, x+y, z(x+y+1) € (0,1)}.

Obliczy¢ objetosé (miare trojwymiarowa) bryty
{(z,y,2) eR®: da?+y* <4, z>0, 22> 2z>0}.

Dana funkcja ¢: [a,b] — R, rézniczkowalna we wszystkich punktach przedziatu [a,b]. Za-
ktadamy, ze funkcja ¢’ jest catkowalna wzgledem miary ¢; na [a,b]. Udowodnié¢, ze zachodzi
réwnosé fab ¢ dly = (b)) — ¢(a).

Obliczy¢ objetos¢ bryty B ograniczonej powierzchniami: 2zy =1, zy =2, y=2x, x = 2y,
z2=0, yz=1; x,y > 0.

Wyjasnienie: w zbiorze {(z,y,2) € R*: x > 0, y > 0} te réwnania opisuja pewne powierzchnie,
ktore dziela 6w zbior na kilka obszaréw; jeden z nich jest ograniczony, i to jest bryta B.

Obliczy¢ wartoéé srednia funkcji  f(z,y,2) = 22 + y* + 2° na zbiorze
{(x,y,2): *+y*+22<x+y+ 2z}

Niech H = {(z,y) € R*: max(—2z,2—1) < y < min(1—2z,z+1)}. Obliczy¢ (z dokladnym

n
uzasadnieniem) granice lim,, ffH MT“"> dx dy .

Dany jest kat dwuscienny o rozwartosci 2y (0 < v < 7/2), ktorego krawedz przechodzi przez
srodek kuli o promieniu a. Niech C' bedzie cze$cia kuli zawarta w tym kacie dwusciennym.
Obliczy¢ odlegtos¢ srodka ciezkosci bryty C' od krawedzi kata.

Niech L: R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym nieosobliwym i niech £ bedzie zbiorem
mierzalnym, ograniczonym w RF. Wykazaé, ze obrazem (w odwzorowaniu L) $rodka ciezkosci
zbioru E jest srodek ciezkosci zbioru L(FE) (obrazu zbioru E).

Udowodnié, ze kazda funkcja wypukta f: R*¥ — R jest rézniczkowalna prawie wszedzie (w sen-
sie miary /).

Niech A = {(z,9,2): 2> +y?>+ 22 < z'/3}, p € R. Obliczy¢ catke
[If, «? dxdyd=.

Niech A = {(z,y,2): /2% +y?>+ 22 < /z}. Obliczy¢ granice
li 612+y2+22 dxdydz
nl_’nolo fffA nsin(l\/m) '
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Niech A = {(t,z,y,2): t*+22% + 3y? + 422 < 1}. Obliczy¢ catke
t2dt de dy dz
ffffA t2+2x2+3yy+422 ’
Niech f: R — R bedzie funkcja catkowalna wzgledem miary ¢;. Niech ¢ f o

Udowodni¢, ze réwniez funkcja ¢ jest catkowalna oraz ze zachodzi réwnoscé f R gadﬁl fR f dfl

Dany jest zbiér mierzalny, ograniczony W C R®. Niech A, B, C beda rzutami W na plaszczyzny
Oyz, Ozz, Oxy. Dowieié, ze L3(W) < /lay(A)ly(B)s(C).

Obliczy¢ miare zbioru
{(x,y,2) e R®: z,y,2>0, ay < z, 2* + 2% < 2%2}.

Niech H = {(z1,...,71) : 2 =0} C R* bedzie podprzestrzenia ,réwnikowa” (izomorficzna/
izometryczna z R¥71). Niech C bedzie stozkiem, ktérego podstawa jest zbiér B C H, ograni-
czony, mierzalny (¢_1), a wierzcholek lezy w odleglosci h od H. W jakiej odleglosci od H lezy
$rodek ciezkosci zbioru C'?

Niech f(x) = ||x[|?(1—[x|) " dla x € B(0,1) C R*. Dla jakich par liczb p,q > 0 zachodzi
nieréwnosé [y, f(x)dly < 0o ?

Niech A C R? bedzie zbiorem mierzalnym, ograniczonym, znajdujacym sie w potprzestrzeni
{(z,y,2): 2z > 0}; niech m =/3(A); punkt (a,b,c) jest srodkiem ciezkosci zbioru A. Dane
sa liczby a, f (0 < o < 3). Dla t > 0 niech f(t) oznacza miare (f3) czesci zbioru A zawartej
pomiedzy ptaszczyznami o rownaniach z = at i z = (t. Obliczy¢ catke f(t)dt (wyrazié

0
ja przez wielkosci dane).

Funkcja f: R — R, klasy C?, spetnia warunek f”(z) > 1/(1 + 2?). Udowodni¢, ze f nie ma
asymptoty.

Niech f bedzie ustalona funkcja z L'(R¥). Niech f,(x) = f(x — z) dla z € R*¥. Udowodni¢, ze
odwzorowanie R* — LY(R¥), ktére punktowi z przyporzadkowuje funkcje f,, jest jednostajnie
ciagte.

Wskazéwka. Niech € > 0. Wiadomo, ze istnieje ¢: R¥ — R ciagla, ¢(x) =0 poza pewnym
zbiorem zwartym K, ||f — |1 <e. Niech K D int(K) D K bedzie zbiorem zwartym. Do-
bieramy 0 € (0, dist (K, R* \ IA(/')) tak, by |Jlu—v| <d=|po(u) —¢(v)| <e. Rozpoczynamy
szacowania: ||fu— full1 < -+

Zmalez¢ srodek ciezkosci potkuli tréj— i k—wymiarowe;j.
Niech B(p,r) bedzie jednorodna kula materialna (tzn. masa fragmentu kuli B(p,r) réwna jest
jego mierze Lebesgue’a). Wykazaé, ze kula przyciaga punkt materialny q tak, jak przyciaga q

punkt materialny potozony w odleglosci ||[p — q|| od q, w ktérym skupiona jest masa réwna
masie kuli.

Znalez¢ moment bezwladnosci jednorodnego walca z% + y* < a?, |z| < h wzgledem prostej
rT=1y=2.

Zmalez¢é mase miseczki parabolicznej 2z = 22 + 9%, 0 < 2z < 1, ktérej gesto$é masy réwna jest
o(z,y,z) = z.

Zmalez¢ pole obszaru ograniczonego krzywa (22 + 32)? = 2% + 2.

Znalez¢é pole obszaru ograniczonego krzywa z* + y* = 22 + 2.
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Zmalez¢ pole obszaru ograniczonego krzywa (22 + y?)? = 2zy.

Zmnalez¢ pole obszaru ograniczonego krzywa (22 + y?)? = 2(2? — y?), 22 +y*> > r? > 0.
Znalez¢é pole obszaru ograniczonego krzywa a2 + y3 = 3xy.

Zmnalez¢ pole obszaru ograniczonego krzywa 3 4 y3 = 22 + y? i osiami uktadu wspétrzednych.

Zmalez¢ objetos¢ obszaru, ograniczonego powierzchniami
2?2+ + 22 =161 4o = 22 + 32

Zmalez¢ objetos¢ obszaru ograniczonego dwiema powierzchniami
22+ +22=3619 =2+

Zmnalezé objetoéé obszaru ograniczonego powierzchniami 22 — 1 = z oraz 1 = 22 + 3.
Zmnalez¢ objeto$é obszaru ograniczonego powierzchniami y? +22 =9, 4 =22 +y?, v =1, 2 = 2.

Zmalez¢ objetosé czesci wspolnej D dwoch nieskonczonych walcow o tym samym promieniu
r > 0, ktérych osie symetrii przecinaja sie po katem prostym. Nastepnie znalezé catke [ prdls.

Zmalez¢ moment bezwladnosci torusa wzgledem jego osi obrotu.



