Rozwigzania zadan z kolokwium z 5 kwietnia 2018

Tekst swiezutki, wiec zapewne zawiera jakie$ bledy, cho¢ staralem sie ich unikac.
Zadanie 1. Zbada¢ jednostajna cigglosé¢ funkeji
f(z) = (e* = 1)sin

na zbiorach A = (0,2018) i B = (0,00).

Rozwigzanie. Mamy lirr(l) f(z) =0, bo lir% (e —1) = 0 oraz |sin(...)| < 1. Zachodzi tez réwnos¢
T— z—

o —1

r_—1 Sin% eyr _ 5= Sin% 0—0
lim (e® — 1) sin = lim € ) ?*1 — lim (5) _ ?71 _
T—00 5 —1 z—o00 HT — 1 =1 rooo |1 — H—z = 1—0

Poniewaz funkcja ma skonczone granice zarowno w lewym jak i w prawym koncu przedziatu

-1=0.

(0, 00), wiec jest na nim jednostajnie ciagta — fakt znany z é¢wiczen i zadan domowych. Poniewaz
(0,00) D (0,2018), wiec funkcja ta jest tez jednostajnie ciagta na przedziale (0,2018). O

Zadanie 2. Dowies¢, ze jesli 0 < «, 3,7 < 7, to

Batga+20tg S +vtgy = (Ba+ 28 +7)tg <%> .
Dla jakich «, 3,y zachodzi réwnosé¢?
Rozwigzanie. Niech f(z) = ztgx. Mamy f'(z) = (vtgz) = tgzx + (1 + tg?x). Na przedziale
[0, 5) funkcje  oraz tgx sa Scisle rosnace i dodatnie w jego wnetrzu, wige funkcja f'(7) tez
jest $cisle rosnaca, a to oznacza, ze funkcja f jest $cisle wypukta. Wynika stad i z nierownosci
Jensena, ze
tBatga+28tgf+ytgy) = satga+ 3/t f + gytgy >

> (za+ 50+ §1) tg(Ga + 58 + §7) = 2 tg 2

co konczy dowodd nieréwnosci. Ze $cistej wypuktodci funkeji f wynika, ze nieréwnosé ta jest

ostra dla kazdej trojki o, 8,y z wyjatkiem trojek, w ktorych a = g =~. U

Drugi sposéb. Skorzystamy ze Scistej wypuktosci funkcji tangens na przedziale [0, ), ktéra wy-
nika z tego, ze jej pochodna (tgx)" = 1 + tg*x jest funkcja Scisle rosnaca na przedziale [0, Z).
Jesli a = B = v = 0, to obie strony sg zerami, wiec zachodzi réwnoéc¢. Jesli co najmniej jedna
z liczb «, 3,7 jest rézna od zera, to 3a+ 28 + v > 0 i dowodzona nieréwnos$¢ mozna podzieli¢

przez 3a+ 20 + 'y Z nieré6wnosci Jensena wnioskujemy, ze

3042"'252""72
Ty B0+ S 88 + e 187 2 t8 M > te

wynika z tego, ze tangens jest Scile rosnacy na przedziale [0, %) i tego, ze
30242824492 3a+28+y — 1 (6(30&2 + 262 _|_72) . (30& + 26 4 7)2) —

4

2 . . ’ 7 7
3a+66 7 — ostatnia nieréwnosé

2
3a+26+y 6 6(3a+28+7)
= m (924862 +57*—1203—6ay—437) = m (Ba—28—7)*+4(8—7)%) = 0.
Jasne jest, ze ostatnia nierownos¢ staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy 6 = ~v i jed-
noczesnie 3a — 2 — v = 0, wiec wtedy i tylko wtedy, gdy @ = [ = . Stad natychmiast
wynika, ze 3atga+20tgf+vtgy = (Ba+26+7)tg (%), przy czym nierownosé staje
sie rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy o = =~. O
Uwaga. Ostatni fragment mozna nieco uprosci¢, ale celowo pokazalem rozwiazanie w oparciu
o sprowadzenie trojmianu kwadratowego (zmiennej a/) do postaci kanonicznej, bo ta metoda

jest prosta, ale jednak bardzo wazna.



Zadanie 3. Wyznaczy¢ kres dolny i kres gérny funkeji f(x) = x (1 — /xiﬂ)

. . B e R - . B 1 ,
Rozwigzanie. Mamy f(x) = x(l ‘/x+1> = T =l TRy sy I Ve Ry e wiec
f jest funkcja Sci$le rosnaca na potprostej (0,00). Kres dolny to wobec tego hII(l) flz) =

Tr—

_ 1 _ . : _ 1 _ 1
=Tty = O @ gomy to lim f(7) = 5550 = 5. O
Uwaga. Mozna oczywiscie obliczy¢ pochodna i przekonac sie, ze jest ona dodatnia na potproste;j

(0, 00), co prowadzi oczywiscie do tych samych wynikow.
Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych a i b, dla ktorych funkcja
axr +bcosx dla z >0,
1cosz dla z € (—m,0).

rsinx

fx) =

jest rézniczkowalna na przedziale (—7, 00).
Rozwigzanie. Funkcja jest rézniczkowalna w kazdym punkcie pétprostej (—m,00) z wyjatkiem
punktu 0, w ktéorym moze nie by¢ nawet ciggla. Jest prawostronnie ciggla niezaleznie oda, b
oraz f(0) = b, wiec jest ciagla w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy

1 —cosx _ 1 —cos?x . sinx 1 1

b= lim f(z)= lim ——— = lim . = lim . =—.
2—0- 2—0- Tsinx e—0- rsinz(l +cosz) a«—0- x 14cosx 2

[ jest prawostronnie rézniczkowalna w punkcie 0 i f}(0) = a — bsin0 = a. Jest ona rézniczko-

walna w punkcie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (reguta de I'Hospitala dwukrotnie)
f@)—3
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Wynika stad, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie 0, toa =01b = % oraz ze w tym

wypadku funkcja f rzeczywiscie jest rézniczkowalna w punkcie 0.

Zadanie 5. Niech f bedzie jednostajnie ciagta na R i rézniczkowalna. Wykazaé, ze jesli
pochodna funkcji f, funkcja f': R — R jest nieograniczona, to nie jest ona jednostajnie
ciggta na R.

Rozwigzanie. Bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze istnieje taki ciag (z,), ze

[(@n) > fl@)+1 dla n=1,2,... 1 f'(z1)>1,
bo f’ jest nieograniczona — w razie potrzeby mozna zastapi¢ funkcje f przez — f. Oczywiscie
fl(xy) >ndlan=1,2,.... Zalézmy, ze f’ jest jednostajnie ciagla na R. Istnieje wtedy taka
liczba 6 > 0, ze jesli |[x—y| < 0, to | f'(z)— f'(y)| < 1. Jesli wiec |z, —y| < d, to f'(y) > n. Niech
UYn € (mn + %, T, + %) Oczywiscie % < Yp — Ty < %, wiec nh_)rrolo (xn, — yn) = 0. Z twierdzenia

Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze

) — Fen) = fen)(gn —20) > flen) - 252

dla pewnej liczby ¢, € (x,,y,). Przeczy to jednostajnej ci@glgs’ilci f112nkcji f. Doszlismy do
sprzeczno$ci z zalozeniami. Wobec tego f’ nie jest jednostajnie ciggta na R. [

Uwaga. Nie wiemy za duzo na temat ciagu (z,). Teoretycznie mogtby byé ograniczony, bo
zalozenia dowodzonego twierdzenia spelnia m.in. funkcja zdefiniowana wzorami f(0) = 0 oraz
flx) = % sin ;712 dla x # 0, co kazda osoba czytajaca ten tekst, moze sprawdzi¢ bez trudno-
Sci. Nie przeszkadza nam to zupetnie, cho¢ mogtoby zdarzy¢ sie, ze niektére z liczb yy, o, . ..

powtarzajg sie.



