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Kilka zadan, o ktérych warto pomyslec

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez wykresy funkcji wiedzac, ze pole obszaru
a<e<bifla) <y<gla)}jest owne [[(g(x) ~ f(x)) da:
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Flo) = o 1 o)  ha? 42,

f(x) =2%1g(x) = —2? oraz proste v = —1, v = 1,
fla)=2?ig(x) =1-2?

fl@) =a? g(x) =1—2%ih(z) =

f(x) =2%1g(x) = 2* — 2z + 4 oraz o§ OY

flz) = \/Elg( ) = 0 oraz prosta x = 2

f(x) = x? oraz parabole z = y?,

f(z) = wsindr i g(x) = 0 oraz proste v =0 iz = §
F(y) = §y i okregiem o réwnaniu x? + y? — 4z = 0.

. Niech 2?—y*> =1,z > 0,y > 0. Dowie§¢, ze istnieje takie ¢ € R, ze & = cosht = £(ef+e™)

iy=sinht = $(e" —e"). Niech A = {(u,v): u? —v> <1, |va| < uy}.

Udowodnié, ze pole zbioru A réwne jest t.

Uwaga. Jesli x > —1, y > 0 1 2*> + y? = 1, to istnieje dokladnie jedna liczba t € [0, 7), 7

x = cost, y =sint. Jezeli A = {(tcost,tsint): t <1, |7| <t}, to |A] =t. Ta uwaga
pokazuje geometryczne podobienistwo definicji sinusa i kosinusa oraz sinusa hiperbolicznego
1 kosinusa hiperbolicznego.

. Porowna¢ caltki nie obliczajac ich:
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a. g sinz dr i fo sin® z dx,

b. fo e ?dx i fol e~ dx.

. Obliczy¢ objetosé elipsoidy 2—5 + g—; + i—; < 1. Przyjaé, ze objetosé to catka z pola przekroju

plaszczyzng prostopadty do osi.

. Obliczy¢ dtugoéé krzywej o réwnaniu: y? = 43, przy czym y 0, O é T < 8 przyjmujac,

ze dlugos$é wykresu funkeji f okreslonej na [a, b] to catka [ «/1 + (f'(x))? de.

. Obliczy¢ dtugosé krzywej o réwnaniu y = 2/z, przy czym 1 < x < 9. Dlugoséé zdefinio-

wana w poprzednim zadaniu.

. Okresli¢ znak catki

a. fozwa:’sin:c dz, b. fll 2?2 Inz dz,
c. [%, 232 du, d. [F7ene g,
. Znalezé 7}1_}1110 a, obliczajac pewna calke, jesli a, =
1 1 1
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(c) 0%, (d) ==

(e) lim (“lsin % 4 226in 27 4 ... 4 201 1smu)
n—oo

(f) im n~ Z\/nx+j)(nx+j+1)

n—oo

7=1
. el/n e2/n en/n
(8) lim (5 + 5+ + 25i7m)
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. Znalez¢ pochodna funkeji f, jesli f(x)

a. [T dt, b [T dt, o [l efdt,  d. [T e dt

1

Niech f(x) = 1, gdy 2 € Q oraz f(z) = 0, gdy x ¢ Q. Rozstrzygnaé, czy istnieje
fol f(x)dz. Jesli istnieje, obliczy¢.

Niech f(z) = ¢, gdy 2 =2, p,q € Z, ¢ 2 11 NWD(p,q) = 1 oraz f(z) =0, gdy = ¢ Q.
Rozstrzygnaé, czy istnieje fol f(z)dz. Jesli istnieje, obliczy¢.

Niech f(z) = 5, gdy 745 <o < 7 dlan = 1,2,... oraz f(z) = 0, gdy = ¢ (0, 3].

Rozstrzygnaé, czy istnieje fol/ 2 f(x)dx. Jesli istnieje, obliczy¢.

Wykazac¢, ze ztozenie funkcji catkowalnych w sensie Riemanna nie musi by¢ funkcja
catkowalna w sensie Riemanna. Czy wystarczy dodatkowo zatozy¢, ze funkcja wewnetrzna
jest ciagta? Czy wystarczy dodatkowo zatozy¢, ze funkcja zewnetrzna jest ciaglta?

Wykazaé, ze jesli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, to

n—o0

b
lim / f(x)sinnx dz = 0. Mozna zacza¢ od funkcji klasy C*.

Wykazaé, ze jesli dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé fol f(z)z"dx =0,
to funkcja f jest réwna 0 prawie wszedzie.

Wykazaé, ze jesli f jest nieujemna funkcja niemalejaca, wklesta, klasy C? na poétproste;

k k
1
[1,00), to ciag (ak)zzool 0 wyrazie a = Z f(n) — / f(z)dz — éf(k) jest ograniczony.
n=1 1



