Kilka zadan, o ktérych warto pomysle¢

1. Dowiesé, ze jesli funkcja f: (—2,2) — R jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna
we wszystkich punktach przedziatu [—1,1] i £ (z) > 0 dla kazdego n i kazdego z € [~1,1],
to funkcja ta jest analityczna w przedziale (—1, 1) promiefi zbieznosci i promien zbieznosci jej
szeregu Maclaurina nie jest mniejszy niz 1.

2. Dowies¢, ze jedli funkcja f: (a,b) — R jest nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna oraz
|f™ ()] < ¢ dla kazdego z € (a,b) i kazdego n € Z, to dla dowolnych z,zy € (a,b)
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3. Niech f(z) = 30° ja,a dlaz € Ri F(z) = {2 dla o < 1. Znalezé F™(0).

4. Znalez¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego
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5. Przedstawi¢ funkcje In(2 + 2z + 2%) w postaci > a,(z + 1)".
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)" edzie a > 0, b > 0;
(n) to liczba cyfr liczby n.
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6. Przedstawi¢ funkcje (1 — x)™" w postaci > a, =

7. Przedstawi¢ funkcje Inz w postaci > an(Hl)

1

8. Przedstawié¢ funkcje \/7 w postaci ) an(1 H)n.

9. Zsumowacl szereg
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10. Niech f: R — R bedzie funkcja nieskonczenie wiele razy roézniczkowalna. Zatézmy, ze
dla kazdego = € R zachodzi réwnosé llm f™(z) = g(z), przy czym na kazdym przedziale
ograniczonym ta zbieznosc¢ jest jednost;jrioa. Dowies¢, ze istnieje taka liczba ¢, ze f(c) = ce®
dla kazdego x € R.

11. Tle pochodnych ma funkcja o | = sin(na)?

12. Niech f,(z) = Lsin®(2""'m2), jesli 5 < @ < 57 oraz fu(z) = 0 dla pozostalych z

z przedziatu [0, 1]. Dowiesé, ze szereg Y f, jest zbiezny jednostajnie na przedziale [0, 1] oraz
dosup{fu(z): x€][0,1]} = 0.

Oznacza to, ze zbieznosci jednostajnej tego szeregu nie mozna stwierdzi¢ za pomoca kryterium
Weierstrassa.



13. Niech f,(z) = {35 sin - dla x > —1. Na jakich przedziatach ciag (f,) jest jednostajnie
zbiezny?

14. Niech f,(x) = % dla x € R. Na jakich przedziatach ciag (f,,) jest jednostajnie
zbiezny?
15. Niech f,(z) = w dla z € R. Na jakich przedziatach ciag (f,) jest jednostajnie
zbiezny?



