
Kilka zadań, o których warto pomyśleć

1. Dowieść, że jeśli funkcja f : (−2, 2) −→ R jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna
we wszystkich punktach przedziału [−1, 1] i f (n)(x) > 0 dla każdego n i każdego x ∈ [−1, 1],
to funkcja ta jest analityczna w przedziale (−1, 1) promień zbieżności i promień zbieżności jej
szeregu Maclaurina nie jest mniejszy niż 1.

2. Dowieść, że jeśli funkcja f : (a, b) −→ R jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna oraz
|f (n)(x)| 6 cn dla każdego x ∈ (a, b) i każdego n ∈ Z, to dla dowolnych x, x0 ∈ (a, b)

f(x) =
∑∞

n=0
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

3. Niech f(x) =
∑∞

n=0 anx
n dla x ∈ R i F (x) = f(x)

1−x
dla x < 1. Znaleźć F (n)(0).

4. Znaleźć przedział zbieżności szeregu pot ↪egowego
a.

∑∞
n=1 n−pxn, p ∈ R; b.

∑∞
n=1

1
n

(
3n + (−2)n

)
xn;

c.
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)!
(x + 1)n; d.

∑∞
n=1

(
1·3·5·····(2n−1)
2·4·6·····(2n)

)p
xn;

e.
∑∞

n=1 an2
xn, a ∈ (0, 1); f.

∑∞
n=1

(
1 + 1

n

)n2

xn;
g.

∑∞
n=1

(
1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n

)
xn; h.

∑∞
n=1

1
2n xn2

;
i.

∑∞
n=1

1
n
(−1)b

√
ncxn; j.

∑∞
n=1

1
sinn n

xn;
k.

∑∞
n=1

(
1

ln n

)n(
1 + 2 cos nπ

4

)
xn;

l.
∑∞

n=1

(
1
n
an + 1

n2 b
n
)n2(

x+1
2

)n, gdzie a > 0, b > 0;
m.

∑∞
n=1

1
n
10`(n)(2− x)n, `(n) to liczba cyfr liczby n.

5. Przedstawić funkcj ↪e ln(2 + 2x + x2) w postaci
∑

an(x + 1)n.

6. Przedstawić funkcj ↪e (1− x)−1 w postaci
∑

an
1

xn .

7. Przedstawić funkcj ↪e ln x w postaci
∑

an

(
x+1
x−1

)n.

8. Przedstawić funkcj ↪e
x√
1+x

w postaci
∑

an

(
x

1+x

)n.

9. Zsumować szereg
a.

∑∞
n=0

1
2n+1

x2n+1; b.
∑∞

n=0(−1)n 1
2n+1

x2n+1;
c.

∑∞
n=0

x2n

(2n)!
; d.

∑∞
n=1

1
n(n+1)

xn;

e.
∑∞

n=1
1·3·5·····(2n−1)
2·4·6·····(2n)

xn; f.
∑∞

n=1 nxn;
g.

∑∞
n=1(−1)nn2xn; h.

∑∞
n=1 n(n + 1)xn.

10. Niech f : R −→ R b ↪edzie funkcj ↪a nieskończenie wiele razy różniczkowaln ↪a. Załóżmy, że
dla każdego x ∈ R zachodzi równość lim

n→∞
f (n)(x) = g(x), przy czym na każdym przedziale

ograniczonym ta zbieżność jest jednostajna. Dowieść, że istnieje taka liczba c, że f(c) = cex

dla każdego x ∈ R.

11. Ile pochodnych ma funkcja
∑∞

n=1
1
n3 sin(nx)?

12. Niech fn(x) = 1
n

sin2(2n+1πx), jeśli 1
2n+1 < x < 1

2n oraz fn(x) = 0 dla pozostałych x

z przedziału [0, 1]. Dowieść, że szereg
∑

fn jest zbieżny jednostajnie na przedziale [0, 1] oraz∑
sup{fn(x) : x ∈ [0, 1]} = ∞.

Oznacza to, ze zbieżności jednostajnej tego szeregu nie można stwierdzić za pomoc ↪a kryterium
Weierstrassa.
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13. Niech fn(x) = nx
1+xn sin x

n
dla x > −1. Na jakich przedziałach ciąg (fn) jest jednostajnie

zbieżny?

14. Niech fn(x) = 3nx2+n!x+3n

n!·(1+x2)
dla x ∈ R. Na jakich przedziałach ciąg (fn) jest jednostajnie

zbieżny?

15. Niech fn(x) = sin nx arctg nx
n

dla x ∈ R. Na jakich przedziałach ciąg (fn) jest jednostajnie
zbieżny?
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