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. Obliczy¢ lir% ctgx — —, lim — (ctgx — —) oraz liH(l] ctg?r — —.
Tr— €T T T—>

. Obliczy¢ lim

. Zmalez¢ granice lim

Kilka zadan, o ktéorych warto pomys$leé
poprawilem o 17:23, 17 III 2018, po interwencji p. Michala K.

1\" 1
. Obliczy¢ lim x (e — (1 + —) > oraz lim —— w zaleznoéci od a € R.
€T a

T—00 Tr—0o0 I

x+sinx
r—sinx

Obliczy¢, jesli istnieje, granice lim . Czy mozna uzy¢ regute de I’'Hospitala (bez

dodatkowych przeksztatcen)?

1+z+sinz cosx
z+sin z cos x)eSin

Obliczy¢, jesli istnieje, granice lim ( . Czy mozna uzy¢ regute de I’Hospitala
rT—00

(bez dodatkowych przeksztatcen)?

. Obliczy¢ granice

a. 3}1_{% (% — x) tg x; b. 3}1_{% (tg x)tg(%:)

c. xlgn s d. Q}Léo 210%0(1.001)~%;

e. ;}L“; (tg Q;ril)—l/w; £ leHolo 22 . e~/1000.

g iy 5= . lim 2/0-2);

1. ili’r% (2 — z)te(me/2), j. xlingo In(z + 6:1:)((1 + %)x _ 6)‘

z—0 I 1.2

. Obliczy¢ lim /823 + 622 — ax oraz lim /823 + 6z — ax w zaleznosci od a € R.

Tr—00 Tr—00

V1 + sin x4 — cos 2?

2=0 (tgx —sinz)In(1l + arcsinx)

Niech a,, oznacza n-ta pochodna funkcji tangens w punkcie 0. Wykazaé, ze dla kazdego
n zachodzi réwnos¢ ag, = 0. Wyrazi¢ ay,_1 za pomoca ai, as, as, - .. , Ggy_3 OTAZ Qgpiq
za pomoca aj, as, as, - .. , in_1.- Wykazaé, ze dla kazdej nieparzystej liczby n zachodzi
nieréwnosé a,, > 0.

(1 /1 — 22 — cos x)esin(Qx)—tg(?)x)

2—0 In(1+ 5z)(tgx — x) cos(tgz)

1 (ter — 1) - . (B 3
Znalez¢ granice lim n(cosz) - (tgx — x) - cos(sinz) - (V64 + z — 8)

z—0 sinZ - ( /1 — tg(xQ) — COS x) . 9sin(3z)—tgx ’

Udowodnié, ze jesli f™(z) = 0 dla kazdego = € R, to funkcja f jest wielomianem stopnia
mniejszego niz n.

Wykazaé, ze dla kazdego wielomianu w i kazdych h,p € R zachodzi réwnosé w(p + h) =
>onzo s w™(p)-

Dowiesé, ze funkcja e® (x"e’””)(n) jest wielomianem, ktory ma n réznych pierwiastkow
dodatnich.

Dowiesé, ze jeslia > 0,b>0,¢c>0ia#b#c#a, to a®’c > (%H"’)QJr e
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Dowieéé, ze jeslia > 0,b>0,¢c>0ia #b# c+# a, to a®’ct < (%)MHC.
Dowiesé, ze jeslia > 0,b>0,¢>01a #b+# c+# a, to

(b+c)*(c+a)(a+b) < (3(a+b+ c))a+b+c.

Wykazaé, ze Inz < 3(2> —1) dla 0 < z # 1.

Wykazaé, ze jesli x > 0, y > 01 z > 0, to zachodzi nieréwnos¢
rlnx +2ylny+3zlnz+ (x + 2y +32)In6 > >(x + 2y + 32) In(z + 2y + 32).
Kiedy zachodzi réwnos¢?

x+2y) 9c+32y < ¥ 4-2yY
3 3

Wykazaé¢, ze nieréwnosé ( zachodzi dla dowolnych réznych liczb

rzeczywistych dodatnich x, y.
Wrykazaé, ze (2 — v/3)a2tV3 + (2 + v/3)b2V3 > 4v/ab dla dowolnych a > 01 b > 0.

Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b rownanie In z = ax + b ma doktadnie
dwa rozwiazania, doktadnie jedno rozwiazanie lub nie ma rozwiazan w ogole.

Dowiesé, ze 2177 < o + (1 — )P < 1 dla dowolnych liczb p > 1i z € [0, 1].

Dowiesé, ze jesli x,y, z € (0, %) 10 <a< <7, tozachodza nier6wnosci:
a. sin(z +y + 2) < sinz + siny + sin z;
b. a —sina < # — sin 3

c.tga—a<tgf—p.

Niech a, 3,7 > 01ia+ 8+ v = 7. Dowies¢, ze wtedy:
in2.gin8.sn2 < 1. 2. cos B cos 2 < 3V8.
a. sin § - sin 5 - sin g < g3 b. cos § - cos 5 - cos g <

o

c. sin® ¢ + sin® g +sin*1 > 3; d. sin a+sin f+siny > sin(2a)+sin(23)+sin(27).

Wyjasni¢, kiedy zachodzi rownosc.

Korzystajac z wklestosdci funkeji sinus na przedziale [0, 7] udowodnié, ze sposrod n—katow
wpisanych w dany okrag, najwiekszy obwdéd ma n—kat foremny.

)
katéw opisanych na danym okregu, najmniejszy obwod ma n—kat foremny.

Korzystajac z wypuklosci funkcji tangens na przedziale [0,Z) dowiesé, ze sposrod n—

Dowiesé, ze sposrod n—katéw wpisanych w dany okrag, najwieksze pole ma n—kat fo-
remny.

Dowiesé, ze sposréd n—katéw opisanych na danym okregu, najmniejsze pole ma n—kat
foremny.

Dowiesé¢, ze kresem gornym obwodow wielokatow wpisanych w okrag o promieniu r > 0
jest liczba 27r, a kresem gérnym ich pél jest liczba 7r2.

Dowies¢, ze kresem dolnym obwodéw wielokatow opisanych na okregu o promieniu r > 0
jest liczba 27r, a kresem dolnym ich pél wielokatéw jest liczba mr?.

Zmnalez¢ maksimum objetosci stozka wpisanego w kule o promieniu 1.



32. Znalez¢ minimum objetosci stozka opisanego na kuli o promieniu 1.
33. Znalez¢ maksimum obwodu tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 1.

34. Zmnalez¢ maksimum dlugosci statku, ktéry moze wptynaé¢ z kanatu o szerokosci a > 0 do
prostopadtego don kanatu, ktérego szerokosé jest rowna b > 0.

35. Dowies¢, ze jesli 0 <z < 7, to %:C <sinz < .

36. Dowiesé, ze jesli > 0, to (1+1)" <e < (1+1)"".

37. Dowiesé, ze jesliz >1ip>1,toa? — 1> p(z—1).

38. Dowieéé, ze jedli z > 0, to 1 +2Inz < 22
Na koniec sformutuje i udowodnie twierdzenie, ktore pojawi sie za jakis czas na wyktadzie,
ale zostalo sformulowane w czasie ¢wiczen 16 marca. Oczywiscie nie ma koniecznosci czytania
tego teraz, ale gdyby ktos chciat ujrze¢ dowdd, to go zamieszczam.
Twierdzenie Abela (o ciaglodci szeregu potegowego w koncu przedziatu zbieznosci).
50

Zat6zmy, ze dany jest taki ciag (a,) i taka liczba r > 0, ze szereg Z a,r" jest zbiezny. Niech

n=0
flz) = Z apx" dla x € (—r,r]. Wtedy funkcja f jest ciagta w punkcie r.
=0

Dowc')drf Dla uproszczenia oznaczen zatozymy, ze promien zbieznosci szeregu potegowego
réowny jest 1 oraz ze szereg Y a, jest zbiezny.!
Przyjmijmy S, 5 = Gpt1 + Gpy2 + ...+ Qi 1 Spoo = Apg1 + Qngo + apysg + ... Mamy wtedy
1 T 4 Qg™ 4 ap ™R
= 812"+ (Sp2 — 80 1) 2+ L+ (Spp — Spp_1)2" T =
=(1—12x) (sn,lx"“ + SpoT™ 2 4+ + Sn,k_lx”k_l) + Sppr™ T

Niech £ > 0 bedzie dowolna liczba. Szereg " a,, jest zbiezny, wiec spelnia warunek Cauchy’ego,

wiec dla dostatecznie duzych n i dowolnych k zachodza nieréwnosci |s,1] < €, [sn2| <, ...,
|sni| < e 1w konsekwencji |s, | < €. Stad, z tego, ze 0 < = < 11 z poprzednich réwnosci
wynika, ze ‘smkx’”k‘ < € oraz

’(1 — &) (Sp 12"+ 5002 L sy g TR

<e(l—a)(a"™ +am 24t =

= g(a™tt — a"th) < g
wiec !aon”H F Qo™ 24+ an+kx"+k| < 2¢, zatem tez |an+1x”+1 + Qo™ 24 | < 2
dla z € [0, 1]. Mamy wobec tego
|f(x) — fF(1)] < |ag + a1x + agx® + ... + apx™ — (ag + a1 +az + ... +a,)| +

+ |12 4 @™+ |Gy F Gpge ] <
<|ag + a1r + agx? + ...+ apz™ — (ag +ay +ag + ...+ a,)| + 4e.
Ustalamy teraz n spelniajace powyzsze warunki. Funkcja o — ag + a1z + agx® + ... + a,a"
jest ciaglta w punkcie 1 (jako suma skonczenie wielu funkcji ciagltych), wiec istnieje taka liczba
0>0,zejeslil —d<x<1,to
lag + a1z + agz? + ... + a2 — (ag+ a1 +az + ... +a,)| <e.

Z tej nieréwnosci wynika natychmiast, ze wtedy |f(z) — f(1)] < be, a to oznacza ciaglosé
funkcji f w punkcie 1. Dowdd zostat zakonczony.

! Nie zmniejsza to ogdlnosci rozwazan, bo mozna przyjaé, ze x = tr dla t € (—1,1] i dowodzié

ciaglodci funkeji t — Z apr"t"™ = f(tr) w punkcie 1.

n=0



