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Kilka zadan, o ktérych warto pomysleé

. Zdefiniowaé réznowartosciowa funkcje ciagta przeksztatcajaca potprosta (0, 00) na R.

Czy istnieje roznowartosciowa funkcja jednostajnie ciagta przeksztalcajaca poétprosta
(0,00) na R?

. Dowies¢, ze jesli funkcja f: R — R jest jednostajnie ciagta, to dla kazdej liczby d > 0

istnieje taka liczba M, ze jesli |x1 — z5| < d, to ‘f(:cl) — f(l'g)‘ < M.

. Znalez¢ wszystkie przedziaty, na ktérych funkcja sin &/« jest jednostajnie ciagta.

. Zmalez¢ wszystkie przedzialy, na ktorych funkcja sin 23 jest jednostajnie ciagla.

Wykazaé, ze jesli funkcja Scisle wypukta jest ciagta i nie jest monotoniczna, to ma
warto$¢ najmniejsza i ta najmniejsza wartos¢ jest przyjmowana w doktadnie jednym
punkcie, przy czym jest to punkt wewnetrzny dziedziny funkcji.

Poda¢ przyktad dwu funkcji dodatnich Scisle wypuktych, ktérych iloczyn jest Scisle
wklesty.

. Wykazaé, ze jesi 0 < L < 1, f: R — Ri|f(z)— f(y)| < |r—y| dla dowolnych z,y € R,

to istnieje doktadnie jedno takie p € R, ze f(p) = p.

Rozstrzygnaé, czy z tego, ze dla pewnej funkcji f: R — R spelniony jest warunek
|f(z) — f(y)] < |z —y| dla dowolnych réznych x,y € R, wynika, ze istnieje takie p € R,
ze f(p).

Dowiesé, ze jesli f3(x) + 3f(z) = x dla kazdej liczby rzeczywistej x, to funkcja f jest
rézniczkowalna. Znalezé liczby f(0) oraz f/(0).

Dowieéé, ze jezeli f(z) + ef® = 2 dla kazdej liczby rzeczywistej x, to funkcja f jest
rézniczkowalna. Znalezé liczby f(1) oraz f/(1).
Znalezé wzoér na 1+ 2z + 322 + - - - +na"™ ! Czy réwnoéé 1 +x + 22 4 +a" = %

moze przydacé sie w trakcie poszukiwan?

Dowies¢, ze pochodna funkcji parzystej jest nieparzysta, a pochodna funkcji nieparzyste;j
— parzysta.

Czy 7z tego, ze funkcja f: R — R jest rézniczkowalna i f’ jest parzysta, wynika, ze
funkcja f jest nieparzysta?

Czy z tego, ze funkcja f: R — R jest rézniczkowalna i f’ jest nieparzysta, wynika, ze
funkcja f jest parzysta?

Udowodnié, ze jesli f”(z) = 0 dla kazdego = € R, to istnieja takie liczby a,b € R, ze
f(z) = ac + b dla kazdego = € R.

Udowodnié, ze jesli f'(z) = f(z) dla kazdego = € R, to istnieje taka liczba ¢ € R, ze dla
kazdego x € R zachodzi réwnosé f(z) = ce®.

Udowodni¢, ze jesli f”(x) = —f(z) dla kazdego = € R, to istnieja takie liczby ¢, d € R,
ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos$é f(z) = ccosx + dsinz.
Sita, przyspieszenie, zachowanie energii — o co tu moze chodzic?
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Dowiesé, ze pochodna rézniczkowalnej funkeji okresowej jest okresowa. Czy z okresowosci
pochodnej f” wynika okresowosé funkeji f7

Funkcja f: [a,b] — R jest ciagta i ma ciagta pochodna w kazdym punkcie przedziatu
(a,b). Czy wynika stad, ze dla kazdej liczby ¢ € (a, b) istnieja takie liczby =,y € [a, b], Ze

r<c<yifl(c) = —f(?(/;:;;)(x)?

Niech funkcja f: [0, 00) — R bedzie dana wzorem
zsin(lnz) dla x>0,
flz) =
0 dla  x=0.
Niech ¢(x) oznacza taka liczbe, ze f(z) — f(0) = zf'(c(x)) i c(z) € (0,z). Wykazal, ze
funkcja ¢ ma punkty nieciaglosci w kazdym przedziale postaci (0, d), d > 0.

Dowiesé, ze jesli p > 110 < x < y, to zachodzi nieréwnos¢
prP~Hy —x) <y —aP <py*H(y — ).
Jak jest dla p € (0,1)7

Dowiesé, ze jesli a,b € R, f: (a,b) — R jest funkcja nieograniczona i rézniczkowalna,
to jej pochodna f’ tez jest nieograniczona.
Czy teza jest stuszna dla funkcji rézniczkowalnej f: R — R?



