»~Dwa” stowa o symbolach o i O.
W wielu sytuacjach istotna jest jedynie predkos¢ zbieznosci jakiejs funkcji do pewnej granicy
i interesuje nas to jedynie w niewielkim otoczeniu jakiego$ punktu. Poniewaz sytuacje takie sa
czeste, wiec wprowadzane sg oznaczenia utatwiajace zycie tym osobom, ktére zrozumieja, jak mozna
ich uzywac.

Piszemy, ze f(x) = o(g(x)) przy + — a € [—00,00] wtedy i tylko wtedy, gdy lim% = 0.
Tr—a

Mozemy powiedzie¢, ze funkcja f jest nizszego rzedu niz funkcja g przy = dazacym do a. Ostatnia
czesé zdania czesto pozostaje w domysle, bo jest jasne o jakie a chodzi.

Litera o (zreszta O tez pochodzi tacinskiego stowa ordo oznaczajacego rzad, warstwe itp. W dzi-
siejszych czasach mozna pomysle¢ o angielskim stowie order, bo w jakims$ sensie angielski peini

obecnie prawie taka role, jak tacina w $redniowieczu.

Piszemy f(x) = O(g(x)) przy * — a € [—o0,00] wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz % jest

ograniczony w pewnym otoczeniu a.

sinx—x

Mozemy wiec napisaé np. sinx = z + o(x) przy * —), bo liIT(l) "
T—r

= 0. Mozemy tez napisac,
ze sinx = x + o(x?) przy x — 0, bo 9105% smz—x — (). Nie mozemy jednak wywnioskowaé z réwnosci
r+o(x) = sinx = x + o(z?), ze o(x) = o(x?) przy x — 0. Rzecz w tym, ze uzywajac symbolu o
nie precyzujemy doktadnie o jakg funkcje idzie, lecz podajemy pewng wtasno$é funkeji i nic wiecej.
Mozemy tez napisa¢ sinz = x + O(x3) przy & — 0, bo iloraz ”3’;# jest funkcja ograniczona
w pewnym otoczeniu 0. Ogdlnie jest prawda, ze O(z?) = o(z), ale nie jest prawda, ze o(x) = O(z?).
Jedli f(x) = O(x?) przy x — 0, to istnieje taka liczba C' > 0, ze | f(x)| < C-22, gdy 0 < |z| < 6, gdzie

0 jest dostatecznie mala liczba dodatnia. Wtedy jednak mozna napisaé: ‘@

< Clz| i z réwnosci

0= lip% Clz| wynika réwnosé 0 = lirr(l) % , a to wladnie oznacz, ze f(z) = o(x?). Jedli jednak
T— r—
f(x) = z\/|z], to @ = +/|z|, wiec f(x) = o(z) przy x — 0, ale % = L — 00, zatem nie

|| z—0

jest prawda, ze f(z) = O(z?).

Nalezy mysle¢ o rownosci f(x) = o(z) raczej jak o zdaniu niz jako o réwnosci, choé¢ pisanie
tych rownosci i stosowanie tych oznaczen bardzo skraca sformutowania wielu twierdzen czyniac je
w ten sposob tatwiejszymi do przyswojenia przez osoby, ktére opanowaly opisany sposéb wyrazania
swych mysli. Po wprawieniu sie w tym uzywamy tych oznaczen bez namyslania sie nad definicjami.
Podobnie jest w jezyku. Kazdy wie czym jest stolek, a czym stot i czym jest krzesto, cho¢ poda-
nie doktadnych definicji tych przedmiotow moze wcale nie by¢ proste, zwlaszcza rozréznienie stotu
od stotka, z krzestem jest nieco tatwiej, bo ono w zwyklym rozumieniu tego stowa ma oparcie.

Tym niemniej prawie kazdy Polak (nastepny termin nie do konca zdefiniowany) wie, o czym mowa.



W zasadzie moga Panstwo napisac

ale np. z réownosci f(z) = o(1) przy « — 0 nie wynika réwnos¢ f(z) = o(x) przy x — 0. Trzeba
wiec uwazaé, rozumie¢ sens napiséw i uzywac tych oznaczen, bo na ogdt krotsze zdania sg bardziej

zrozumiate od dtugich (nie zawsze).

Na deser zadanie omowione kiedys na ¢wiczeniach
1+0(1)

lim Y1 _ gy VIZ0-Cadtol®) g Vetooleh) hm _VElR) gy 2V )

o0+ sin(tgz) - 20t tgz-{—o(tgm) 40+ t8Tto(tg ) - o+ zto(z)+o(tg z) - oot rto(@)

— z-4/140(1 — lim £/ 1+0(1 _

1m
et x(1+o<1>) et 1+o(1>

I jeszcze jedno zadanie. Zalézmy, ze f(1) = 4 = f/(1) oraz ze funkcja f jest zdefiniowana

w pewnym otoczeniu punktu 11 jest w nim rézniczkowalna. Mamy wiec
f(+h) = f(1)+f'(1)h+o(h) = 4+4h+o(h) oraz f(1+3h) = f(1)+f'(1)(3h)+0(3h) = 4+12h+o(h).
Wobec tego mozemy napisac:
1/h
In (}f((fj;;z)) = L(In(4 + 4h + o(h)) — In(4 + 12k + o(h)) =
= +(Ind+In(1+h+o(h)) —Ind —In(1+ 3k +o(h))) = %(ln(l +h+o(h)) —In(1+3h+o(h))) =

= +(h+ o(h) + o(h + o(h)) — (3h + o(h) + o(3h + o(h = L(=2h + o(h)) = —2, zatem szukana

granica to e=2.
Po drodze korzystalem z oczywistych réwnosci typu (wszystko przy ¢ — 0) sint = ¢ + o(t),

tgt =t 4+ o(t), o(t) = o(3t), o(t) = o(sint) = o(tgt) = o(sin(tgt)) i by¢ moze jeszcze kilku innych.



