O zadaniu trzecim z kolokwium kwietniowego.
1. Obliczy¢ ponizsza granice lub uzasadni¢ jej nieistnienie:
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Zaczniemy od najtadniejszego rozvvladzania zadania trzeciego. Zachodzg réwnosci
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A teraz pokazemy rozwigzanie, ktére powinno byto znalezé sie we wszystkich pracach z wy-
jatkiem pracy autorki zaprezentowanego wyzej rozumowania. Tym razem zajmiemy sie zadaniem

z zestawu (B). Istotnych réznic miedzy tymi zadaniami nie ma.

Mamy 1 — cos(sinz) = S22 — 802 4 o(gint 7)) = L(2? — ) — 2 4 o(z%) = £ — 32 4 o(z*). Wobec
tego cos (2 — QCos(sin T)) = 2COS 2(1 — cos(sinz) = (2 — 22 + % + o(x 4))(”3—22 — % 4 o(zt)) =
=12 — 51% - + o(z*) = 2% — Sa* + o(z*). Wiemy tez, ze z arctgz = 22 — & + 0( ). Stad wynika,
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Stosunkowo wiele 0s6b probowato zastosowac regute de 'Hospitala. Z formalnego punktu widze-
nia ma to sens. Jednak zadna z tych os6b nie doprowadzita rozumowania do konca, co przewidy-
walem. Rzecz w tym, ze jedli to twierdzenie stosowane jest bez upraszczania funkcji, to wyrazenia,
ktore przychodzi rozniczkowac i to wiele razy, staja sie na tyle dtugie, ze szanse na pomytki rosng
szybko, a studentka lub student zobaczywszy, ze nie zdazy tego skonczy¢, zajmuje sie innym za-
daniem. Takie prace ocenitem na 0 punktéw, bo nie byto widaé¢ szans na zakonczenie rozwigzania
w czasie klasowki. Nizej pokaze, ze jednak ta metoda zadanie mozna byto rozwigzac, a doktadnie;j:

ja dalbym rade. Zajme sie zadaniem (A).
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Mamy Seos 2 (2 . Poniewaz licznik i mianownik daza
do 0, wiec mozna stosowac regute de I’'Hospitala, a w kazdym razie probowac. Teoretycznie mogltoby
sie zdarzy¢, ze iloraz funkcji ma granice, a iloraz pochodnych jej nie ma. Tu akurat tak nie jest.

Przyjrzyjmy sie doktadniej najpierw mianownikowi, bo on jest iloczynem kilku wyrazen, co pozwala

na zajecie sie tymi czynnikami oddzielnie. Wiemy, ze lim arcxﬂ = 1 oraz lim cosx = 1. Mozna wiec
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troche, ale mamy szanse na dalsze uproszczenie, jesli odpowiemy na pytanie: dla jakiego a granica
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No to sukcesik, ale gdyby nie dosy¢ systematyczne upraszczanie, mielibysmy trudnosci zwigzane

z nudnymi i dtugawymi obliczeniami.

W podobny sposéb mozna obliczyé granice w zadaniu (B). Podkreslam raz jeszcze, ze nie ma
tu zadnych merytorycznych trudnosci, ale wybor metody jest wazny zwtaszcza, gdy zadanie trzeba
rozwigza¢ w ograniczonym czasie.

I jeszcze jedno: te uproszczenia, to w koncu dowodzenie wzoru Taylora z reszta Peano w szcze-

golnych przypadkach. To jeszcze jeden argument przeciw regule de I’'Hospitala w tym wypadku.

Decyzja o uzyciu reguty de I’'Hospitala dawata 0 p.

Uzycie wlasciwych wielomianéw Taylora, ale za malo dokladnych (np. drugiego stopnia zamiast
czwartego) dawata 2 p.

4 p. mozna byto dosta¢ za uzycie wlasciwych wielomianéw Taylora, ale popetniajac jakies bledy
w zasadzie uniemozliwiajace zakonczenie rozwigzania w ograniczonym czasie.

6 p. Poprawna metoda, ale z btedami rachunkowymi

8 p. lub 9 p. poprawnie jakie$ btedy w koncowece.



