O kolokwium kwietniowym.

1. Znalez¢ ekstrema lokalne i globalne funkcji f: [0, — arcsin %] — R okreslonej za pomoca

wzoru f(z) = xsin®z + sin x cos .

2. Znalez¢ ekstrema lokalne i globalne funkcji g: [—7, arc cos ] — R okreslonej za pomoca wzoru

g(x) = (x + F)cos®x —sinz cos z.

Cenna obserwacja z ¢wiczen:

flx+3%) = (z+3)sin’(z + %) +sin(z + 3)cos(z + ) = (x4 %) cos’z — sinzcosz = g(x) oraz

cos(m — arcsin £ — Z) = cos(Z — arcsin ) = sin(arcsin =) = X, zatem arccos = = m — arcsin = — 3.

W ten spos6b zauwazylidmy, ze oba zadania w istocie rzeczy pokrywaja sie.
Mamy
f'(x) = sin®x + 2z sinx cos ¥ + cos? v — sin® x = cos x(2z sinx + cos ) = sin x cos ¥(2x + ctgx) dla

z € (0,m —arcsini) \ {3}. Dla 2 € (0,5) zachodzi nieréwnos¢ f'(z) > 0, zatem na przedziale

domknietym [0, 7] funkcja f roénie (Scifle). Na przedziale (7,) czynnik sinz cosx jest ujemny.

Nalezy wiec zbada¢ znak czynnika 2z + ctgz =: h(x). Mamy A'(z) =2 — . Na przedziale [7, 7]
funkcja sinus maleje (écis’le) WiQC h(x) >0,gdy T < <5+ 7 oraz h'(z ) < O gdy 2 5 +i<x<m
Mamy tez sin(arc sin }T) = < 7 = sin &, wigc arc sm < §,zatem §+75 < m—arc sm Wobec tego,
ze h(m —arcsin 1) = 27 — 2arcsm; — ctg(arcsin 1) = 27r— 2arcsm; —m/1— % > 27r - —7=

3
= %’r > 0. Stad wnioskujemy, ze h(z) > 0, gdy § + 7 < x < 7 — arcsin l , wiec funkcja f maleje na

przedziale [T+ 7, ™ —arcsin ] 7 tego co do tej pory p0w1edz1ehsmy Wynlka ze najwieksza wartodcia

47
funkcji f jest f(%) = 5. Najmniejszg jest mniejsza z liczb f(0) = 01 f(m —arcsin<) =

= (m—arcsint) - L -4, /1—-% = L1 —-,/1-% —Larcsinl) = 2(1 — (1 — 55) — &) =
1

—55 < 0. Pozostaje drobna kwestia. Czy uzyte przyblizenia sg dostatecznie doktadne, by wolno
bylto twierdzi¢, ze warto$¢ f w prawym koncu przedziatu jest rzeczywiscie ujemne, a co za tym
idzie, Ze jest to najmniejsza z wartosci funkcji f przyjmowanych na przedziale [0, 7 — arcsin %]
Wymaga to jakiego$ uzasadnienia. Mamy %arc Sin%) > # Jes’li O<z<ltoVli—z=1- 5+

12y dgy (I e
Do (1742)(_@”- Poniewaz ‘(1/2) — 24— (5223) = 1))‘ < 5, wiee [ 20070, (1/2)( )"| < 8(1$i_x).

Wobec tego V1 -z >1— 3 — S(Iz Stad wynika, zeJeshO<x< np.x:%, to
z? z! z2 ot 2 gt
V1 — 22 mr>l-———— 4>+ =14 s
r¥+ rarcsinzy = 5 8(1_$2)+x =21+ 5 8(1—%1) + 5 5

Udowodnili$my, ze f(m — arcsin - ) < 0. Ta liczba ma niewielkg warto$¢ bezwzgledna, wiec trzeba
byto szacowa¢ w miare doktadnie. Mozna tez byto oszacowaé¢ btad uzywajac wzory Taylora z reszta

Lagrange’a. Zachecam do zrobienia tego.

262. Wiadomo, ze arctgx = x — %—3 + %d - %7 +...= Z(—l)" : ”gj:ll dla z € [-1,1]. Wynika stad
n=0

= Udowodni¢, ze zachodza

PSP 4111
w szezegllnosel, ze 7 = arctgl =1 — 35+ — 2+ ...
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nierownosci <
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n=k

g3 T = E SiiT < 1+ lle wyrazow szeregu Leibniza

musiatby wziaé¢ pod uwage autor podrecznika zachecajacy czytelnikow do uzycia tego wzoru

do obliczenia pierwszych trzech cyfr po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby 77

Ile wyrazow szeregu nalezy rozpatrzec, by znalezé pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia

dziesietnego hczby 7, jesli uzyjemy wzoru

g = arctg% = Z —
n=0

Dowiesc, ze arctg% +

(2n+1

arctg %

Wiemy juz, ze arcsine = o + & - %

3
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2nr1) V3T T f§ : 2n+1) s

o0

7 T (*Un 1 1
= 7, zatem § = § :2n+1 (22n+1 + 3zrT

n=0
szeregu trzeba uzy¢, aby znalezé trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby 7?7

o0

). [le wyrazow tego

2n—1
(2n )x2n+1

n=0

_ 1 135..(2n—
C T § :2n+1 2.4:6-...2n

oraz ze sin T = %, czyli § = arcsin % [lu tym razem nalezy nalezy uzy¢ szeregu, aby znalezé

6

pierwsze trzy cyfry rozwinigcia dziesigtnego liczby 77

Wiadomo, ze e = lim
n—oo

lim n (e — (1 + %)n),

n—oo

1\ _ 1. 1 n+
(1+3)" = lim (1+7)
lim n (e — (1 + %)nH)
n—oo
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