O zadaniu 213 jeszcze troszke, ale nieduzo. Otrzymalismy wzér na druga pochodna funkcji
2
f(z) = 5(7332 —3)7/3(92% — 4)73(5672* — 1632° — 36).
Nie rozwigzywaliémy juz réwnania 567z* — 163z — 36 = 0, ale zlokalizowaliémy bez rozwigzy-
wania jego rzeczywiste pierwiastki z dobra doktadnoscia. Sprawdzilem obliczenia. Byty bezbtedne.
Gratuluje czujnosci (na pewno prébowalem popemiaé bledy). Gdyby Panstwo wspominali czasy

szkolne (w zasadzie sa Panstwo za mlodzi na to), to napisaliby Pafistwo zapewne co§ w rodzaju

2.567
nicznego moglibysmy napisac, ze

x12 ~ £0,658 657929 363 500 377 250 799 983 662 359 009 009 976 391 379 312 317 744 225 757 5,

co w potaczeniu z réwnosciami

% ~ 0,666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 666 6 oraz

\/g ~ 0,654 653670707 977 143 798 292 456 246 858 355 569 208 082 395 424 557 515 320 303 4 mogloby

spowodowad radosé tak wielka, ze grozaca nieprzyjemnymi konsekwencjami zdrowotnymi ( to w zwiaz-

= :t\/ 163+ V16324456736 zapewne ucieszyloby wielu nauczycieli. Uzywajac sprzetu elektro-

ku z opowiesciami o przyblizeniach 7, ktorymi entuzjazmuja si¢ dziennikarze i nieliczni czytelnicy ich
tekstow). Nam wystarczyloby znacznie mniej dokladne przyblizenie trzema cyframi po przecinku.
W rzeczywisto$ci wecale nie bylo nam to potrzebne do naszkicowania wykresu funkcji, bo bylismy
w stanie ustali¢ kolejnosé tych liczb na osi bez uzycia sprzetu elektronicznego.

W istocie rzeczy granice funkcji i jej pochodnej w punktach j:\/g oraz i% wymuszaly poja-
wianie si¢ punktéw przegiecia w dosy¢ dobrze okreslonych miejscach. Podobnie bywa z lokalnymi
ekstremami. Zreszta warto jeszcze zapytaé¢ o obraz tej funkcji. Czy to cata prosta? A jedli nie, to
jakie liczby nie sg wartosciami tej funkcji. Podobna funkcja jest przebadana w pliku
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/matematyka/AMiskrypt/aml_0708_cz_08_rozniczk.pdf),
przyktad 8.66

214. Dowiesé, ze jesli a < b < ¢, funkcja f: [a, ] — R jest wypukta i punkty (a, f(a)), (b, f(b))
i (¢, f(c)) leza na jednej prostej, to punkt (z,f(z)) tez lezy na tej prostej dla kazdego
z € (a,c).

215. Znalez¢ taki punkt ¢, ze f'(c) =010 < c < 1, jedli f(z) = 2*(1 —2)", k,n € N.

216. Niech funkcja f: [0,00) — R bedzie dana wzorem
zsin(lnz) dlaz >0,
flx) =
0 dla z = 0.
Niech c(z) oznacza taka liczbe, ze f(z) — f(0) = zf'(c(z)) i c(z) € (0,z). Wykazaé, ze

funkcja ¢ ma punkty nieciagtosci w kazdym przedziale postaci (0,d), d > 0.

217. Funkcja f: [a,b] — R jest ciagta i ma ciagta pochodna w kazdym punkcie przedziatu (a, b).
Czy Wynika stad ze dla kazdej liczby ¢ € (a, b) istnieja takie liczby x,y € [a,b], ze v < c <y
i f(c) = {=Lay


 https://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM1skrypt/am1_0708_cz_08_rozniczk.pdf
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Dowiesé, ze jesli funkcja f: P — R jest ciagla na przedziale P i ma pochodng w kaz-
dym punkcie wewnetrznym przedzialu P, to najmniejszg stata Lipschitza funkcji f jest
sup{|f'(z)|: € int(P)}. W szczegblnosci jesli ten kres gbrny jest nieskoniczony, to funk-
cja warunku Lipschitza nie spetnia.

int(A) oznacza wnetrze zbioru A, wiec zbidr wszystkich takich punktéw zbioru A, ktdre sq

srodkami pewnych przedzialow zawartych w zbiorze A.

Dowies¢, ze jesli funkcja f: (a,00) — R jest rézniczkowalna i lim @
T—00

= 0, to istnieje taki

ciag (z,), ktérego granica jest oo, ze lim f'(z,) = 0.
n—oo

Dowiesé, ze jesli funkcja f: (—1,00) — R jest rézniczkowalna i dla kazdej liczby z € R
zachodzi réwnosé (1 + z)f'(z) = V7f(2), to f(z) = f(0)(1 + z)V7 dla kazdego z € R.

Dowiesé, ze jezeli x < 1, to zachodzi ré6wnos¢ arctg if—i ==arctgr + J,adlar>1
. Itz _ 3m

arctg 1=, = arctgx — <.

c sz e e g, : 2r |z
Dowies¢, ze jezeli || > 1, to 2arctgz + arcsin 1725 = 7+ .

Zmnalez¢ maksimum diugoscei statku, ktéry moze wpltynaé¢ z kanatu o szerokosci a > 0 do
prostopadtego don kanatu, ktérego szerokosé jest réwna b > 0. Nalezy zaniedba¢ szerokosc

statku. Kanaty sg bardzo dhugie w poréwnaniu z uch szerokosciami.
Ile pierwiastkéw ma réwnanie 2® — 622 + 92 — 10 = 07

Kobieta zbierajaca jagody w lesie znajduje sie w odlegtosci 5 km od bardzo dtugiej prosto-
liniowej drogi i o 13 km od domu, ktory stoi przy drodze. Idac lasem kobieta moze przejs¢
3 km w ciggu godziny, a szosa — 5 km. Chce jak najszybciej dojs¢ do domu, gdzie czeka na

nia positek przygotowany przez kochajacego meza. Jak powinna zaplanowa¢ marszrute?

Ile pierwiastkéw ma réwnanie 3z* — 42® — 622 + 1220 — 20 = 07

2

Ile pierwiastkow ma réwnanie e® = ax® w zaleznoéci od parametru a € R?

Dowiesé, ze wielomian dodatniego stopnia jest funkcja scisle monotoniczna na kazdej z pot-

prostych (a,00) i (—oo, —a), jesli tylko a jest dostatecznie duza liczba dodatnia.

Dowies¢, ze dla kazdej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnosé: = — %2 <In(l+4+2z) < x.

Dowiesé, ze jesli z > 0, to (1 + %)x <e< (1 + i)“l.

Zatozmy, ze w jest wielomianem zmiennej x. Udowodnié¢, ze jesli k jest liczba naturalna i
c € R, to wielomian w jest podzielny przez (z — c)* wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = w(c) =
w'(c) =w"(c) =...=whV(c).

to zadanie nie jest trudne, ale jest wazne i to BARDZO.



