Zadanie, ktore nie wyszto
Udowodnimy, ze jesli funkcje f, g sa niemalejace na przedziale [0, 1], to zachodzi nier6wnosé
fo x)dr > fo x)dx fol g(z)dx
Rozw1qzan1e pierwsze.
Niech a;, = f( ), b —g( ). Mamy a1 < ag < ag <. <anib1 <by <b3<...<b,. Wiadomo
tez, zefO dx—hm;(aljtag—i—ag—i— Fap), fo d:z:—hm L(by+by+bs+...+by)
oraz fo x)g(z)dr = nlgg} L(a1by 4 asbs +asbs+. ..+ ayby,). Dla dowodu twierdzenia wystarczy
dowiesé, ze n(aiby+asbs+asbs+. . . 4anb,) = (a1+as+az+. . .+ay,)(bi+be+bs+. . .+b,). Dlan =1
zachodzi réwnosé. Dla n = 2 mamy 2(a1b; +agbe) — (a1 +a2)(by +b2) = a1by +asby —a1by —ashy =
=ay(by —by) +az(by —by) = (a1 — ag)(by — be) > 0. Zabawmy sie jeszcze raz. Niech n = 3. Mamy
3(a1by + agbs + asbs) — (a1 + az + ag)(by + by + bs) =
= 2a1b; — a1(by + b3) + 2asbs — as(by + bs) + 2a3bs — az(by + by) =
= a1(by — b2) + a1(by — b3) + aa(by — by) + aa(by — b3) + as(bs — by) + as(bs — be) =
= (a1 — a2)(by — ba) + (a1 — a3)(by — b3) + (az — a3)(by — b3) > 0.
To w koncu ogdlnie. Mamy
n(ayby + asbs + agbs + ...+ axb,) — (a1 +as+as+ ...+ a,)(by + by + b3+ ...+ b,) =
=(n—1aby —ay(bs+bs+...+b,) + (n— 1)agby —as(by + b3+ ...+ b,) +
+...+(n—1Dayb, —an(by +ba+bs+ ... +by_1)
=ai(by — bg) + ai(by — b3) + ...+ ai1(by — by) + as(by — by) + as(by — b3) + ... + az(by — b,) +
+ ...+ an(by, —b1) + an(by —bo) + ...+ an(by — bp_1)
= (a1 — a2)(by — b2) + (a1 — az)(by — b3) + (a1 — an)(by — by) +
+ (CLQ — ag)(bg — bg) + (&2 — a4)(bg — b4) + ((12 — an)(bg — bn) +
+ (ag — aq)(bg — by) + (a3 — as)(bs — bs) + (a3 — an)(bs — by) + ... + (apn—1 — ay) (b1 — b,) = 0.
Otrzymalismy sume (Z) nieujemnych sktadnikéw i to konczy ten dowodd. Warto dodac, ze zapis

mozna skroci¢ zapisujac rozumowanie jako dowdd indukeyjny. Chcialem jednak uwidocznié
istot¢ rozumowania nie kryjac jej w oznaczeniach.

Rozwigzanie drugie.
Tym razem sumy Riemanna nie pOJaWIQ sie. Mamy oszacowaé catke fo Yg(z )d:c z dotu
przez iloczyn calek fo r)dx fo x)dx. Zapiszemy go nieco inaczej: fo dx fo y)dy, co
oczywiscie nie zmienia wartosci Calkl Mozemy WIQC naplsac VAS

fo x)dr — fo x)dx fo z)dr = fo fo x)dx)dy — fo z)dx fo y =

= fo fo 9(x) ( ))dz)dy
oraz (Wynik nie zaleZy od nazwy zmiennej)

fo z)dr — fo z)dx fo z)dr = fo fo y)dy)dr — fo y)dy fo )dr =
= fo fo ( ))dy dm = fo fo (y) ( ))dx)dy

— zmiana kolejnosci catkowania nie wplywa na Wynlk co nietrudno wykazac Dodajac dwie
ostatnie réwnos'ci stronami otrzymujemy
<f0 x)dx — fo x)dx fo

co Wymka z tego, ze liczby f(y) — ( ) gy

Jo (s (F ) = F@))(9(y) = g(x))dw)dy > 0,
) =

g(x ) maja ten sam znak.



