Przypominam definicja ciggltosci i ciagtosci jednostajnej.

Funkcja f: P — R jest ciggta w punkcie p € P wtedy i tylko wtedy, gdy

Vesods>0Vaep|r — p|l < d = [f(z) — f(p)] <&,

wiec jest ciggta w zbiorze P wtedy i tylko wtedy, gdy

(c) Vper5>036>0vzeP’x —pl<d=|f(z) - flp)| <e

Funkcja f: P — R jest jednostajnie ciggta w zbiorze P wtedy i tylko wtedy, gdy

(je) Ves03550VpepVaer|z — p| <0 = |f(2) — f(p)| <e.

Réznica formalna miedzy obydwiema definicjami polega réznicy kolejnosci wystepowania kwantyfi-
katoréw. Gdy méwimy o ciggtosci w zbiorze P, to liczba § > 0 dobierana do liczby ¢ moze zalezeé
rowniez od punktu p, w ktorym cigglos¢ jest badana, a gdy mowa jest o ciggtodci jednostajnej, to

zalezy tylko od liczby e.

Przyktad 8.1 Niech f(z) = 2 dla x € [0,00) i niech p € [0,00). Udowodnie, ze f jest ciagta w p.
Zalézmy, ze |x — p| < 0 < 1. Wtedy

|27 = p°| = & = plla® + 2p + p?| < |z — pl((Ip] + 1)* + (|p] + DIpl + [p*) < |z —p| - 3(|p| + 1),
wiee przyjmujac, ze § < g5y otrzymujemy |23 — p3| < 3(|p]* + 1)z — p| < 3(|p]* + 1) < &, co
konczy dowodd cigglosci w dowolnie wybranym punkcie p. Funkcja f nie jesty jednostajnie ciggla
na [0oo). Zatézmy, ze jest jednostajnie ciagta i niech § € (0, 1) oznacza liczbe dobrana di=o liczby
e =32 Wtedy dla z = } + I i liczby p = § otrzymujemy 3 = ¢ > (3 + $)3 — (3)% = %+3z‘5+% >3
co oczywiscie jest nieprawda.
W rozumowaniu nie korzystaliémy z tego, ze p > 0, mogliSmy zapomnie¢ o wiekszosci wartosci
bezwzglednych.
Jednoczesnie prawie udowodnilismy wprost jednostajna ciagtosé¢ funkeji f na dowolnym przedziale

ograniczonym, niekoniecznie domknietym. Jesli koncami przedziatu sg liczby a,b € R, mozemy

przyjacé, ze 0 < 3(1+max?|a\2,\b|2))’ Wtedy
2% = p*| < lz = pl(|2” + [=[ - [p| + [p* < |2 — p| - 3(1 + max(|al?, [b]*)?),

bo |z|, |p| < max(|al, |b]), a stad jednostajna ciagtosé wynika natychmiast. [J

Przyktad 8.2 Funkcja e” nie jest jednostajnie ciagta na potprostej (7, 00). Zatézmy, ze jest jednostaj-
nie ciagta oraz ze udalo nam sie dobra¢ liczbe § > 0 do liczby € = 1. Mamy wiec 1 > e*+9/2 — % =
e®(e%2 — 1). To jednak nie jest mozliwe, bo /2 — 1 > 0, zatem lim e®(e?/2 — 1) = oo.

Funkcja e” jest jednostajnie ciagta na potprostej (—oo, 7). ZalézggyiOZe xr <y <7 Wtedy
O<el!—e"=ev(l— =) <e <1 - 1+;_m) = 67% < e'(y—x), wiec wystarczy, aby § < e-e".

Zakonczylismy dowod. Oczywiscie w zadnym z tych dwoch dowodow liczba 7 nie byta istotna. Mozna

zastapic¢ ja dowolng liczbg ¢ € R. [



100. Udowodnié¢, ze funkcja /x jest jednostajnie ciagta na pdtprostej [0, 00).

101. Udowodnié¢, ze funkcja In nie jest jednostajnie ciagla na przedziale (0,1) i jest jednostajnie

ciagla na polprostej [1,00).

102. Udowodnié, ze funkcja tg nie jest jednostajnie ciggla na przedziale (—g, %) natomiast jest
jednostajnie ciagta (—%, E).
103. Udowodni¢, ze jedna z funkcji sin(y/), sin(z?) jest jednostajnie ciagta na potprostej [0, 00),

a druga nie.

104. Rozstrzygnaé, czy istnieje jednostajnie ciagta funkcja przeksztalcajaca pétprosta [0, 00) na
prosta (—oo, 00).



