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Udowodni¢ nastepujace twierdzenie o duzej zmianie kolejnosci sumowania
Zalt6ézmy, ze zachodzi jedno z dwoch zatozen:
(1) dla kazdej liczby catkowitej m > 0 szereg > >~ |am.n| jest zbiezny i
[ee] [ee]

Z (Z|amn|) < o0,

m=0 n=0

(i) D°720 las(j| < oo dla pewnej bijekcji 6 : N — N x N.
Wtedy dla kazdej bijekcji 0 : N — N x N zachodzi roéwnosc¢

Z (Z‘“ﬂm) = Z%(y‘)-
m=0 n=0 7=0

Po udowodnieniu tego twierdzenia bedzie wolno zmieniaé¢ kolejno$¢ sumowania tak, ja to sza-

nowni Panstwo robili w zadaniu 2d.

1.2.3-...n

Niech ( ?) > = 1 dla kazdego a € C oraz ( ¢ ) = aezlle=2)-lazntly g7, kazdego a € Cidla
n

S I

1
kazdej liczby n € N. Obliczy¢ ( ) oraz (
n

L o ., a a a+1 a a [ a—1
i kazdego n € N zachodzi rownos¢ + = , = — .
n—1 n n n n\n-1

Udowodni¢, ze dla kazdych a,b € C i kazdego n € N zachodzi réwnosé

()G (GG ) () (G)= ()

1le pierwiastkéw ma wielomian n—tego stopnia?

) dlan € N . Udowodni¢, ze dla kazdego a € C

> a

Dla jakich x € R szereg (dwumianowy Newtona) ( ) a" jest zbiezny, a dla jakich jest
n=>0 n

zbiezny bezwzglednie (wynik zalezy od a)?

[ a
Udowodnié, ze jesli x € (—1,1) i a € R, to Z ™ > 0.
n=0 n
Udowodni¢, ze jesli x € (—1,1) i a € R, to
1 [ a > a > a > a—1
lim — x4+ h)" — ") = n " =g "t
Udowodnié, ze jesli |z| < 1, to (k dalej jest liczba naturalna)
lim & "ol =) (=)l
Uwaga: sq tu dwa przejscia graniczne, wiec trzeba bardzo wwazaé, aby nie rozumowac tak:
0 = lim0 = lim lim % = lim lim-% = lim 1 = 1, bo jak widaé mozna otrzymaé
k—o00 k—oon—yoo Mk n=y00 koo Tk n—oo

sensacyine wyniki. Zmiana kolejnosci przechodzenia do granicy wymaga uzasadnienia i czasem

bywa ono trudne, a czasem jest wrecz niemozliwe, jak pokazuje powyzisza rownosé.



oo
Przypomnijmy, ze e* = Z’;—T dla kazdej liczby zespolonej z przy czym szereg uzyty w tej definicji

n=0

jest zbiezny bezwzglednie. Prof. Kalamajska udowodnita, ze e* = lim (1 + %)n dla kazdej liczby

zespolonej z. Rowniez, ze e*t* = e* - ¢¥ dla dowolnych z,w € C and that hII(l)
z—r

n—o0

e?—1 .
=1 oraz ze te

z

dwie wlasnosci definiuje funkcje wyktadnicza o podstawie e.
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Udowodni¢, ze jesli x,y € R, to |e*TV| = e”.

Udowodni¢, ze jesli y € Rie € (0,00), to |[e¥ — 1| < (1 + ¢€)|y|. Wywnioskowaé stad, ze
e — 1] < Jyl.

Udowodni¢, ze jesli y € (0,00), to

y = sup{|e¥! — 1|+ |ev2" — V| 4. . .+ |evnt —e¥n—ti| eV —etnl| s 0<y; <Y < ... <y, <Yl
|le¥i® —eYi=1t| to odleglosc liczby €Y' od liczby e¥i=1". Liczby (zespolone) eV, e¥2',. .. e¥" lezq na
tuku okregu jednostkowego zaczynajgcym sie w punkcie e = 1 i konczgcym sie w punkcie e¥i.
Twierdzimy wiec, ze y to kres gorny dtugosci tamanych wpisanych w ten tuk. Mozna powie-
dziec¢ tez, ze to diugo$c drogi przebytej przez punkt poruszajocy sie po okregu jednostkowym
w ten sposéb, ze w chwili t punkt znajduje sie w miejscu e*. Co pelni role predkosci chwilowej

w momencie t w tym ruchu?

Udowodnié, ze jedli |a| < 11 |z| < 1, to dla kazdego n € N istnieje taka liczba b, (), ze

i (Z) 2" =1+ gbn(:ﬁ)a"

n=0
- — (—a2)"
oraz ze by(x) = — —_—
z ze by (z) ; -
Dowiesé, ze dla kazdego x € (—1, 1) zachodzi réwnosé In(1 + x) = by(x), zatem dla kazdego =
$2 $3 $4
o module mniejszym od 1 zachodzi réwnosé¢ e*~z+ts ~ a1t =1+ 7.

Uwaga. Ostatni wzor zachodzi nie tylko dla rzeczywistych z ale tez dla zespolonych
— W rozumowaniu nie ma potrzeby korzystywania z tego, ze x jest liczbag rzeczywista, istotna

jest jedynie nieréwnos¢ |z| < 1.

Podaé¢ przyktad takiej funkcji f: C — C, ze f(1) = e, f(z +w) = f(2)f(w) dla dowolnych
w,z € C, jesli lim z, = z, to lim f(z,) = f(2)i f(i) # €.
n—o0

n—oo



88. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb zespolonych. Niech f(z) = Zanz” dla kazdego z € C, dla

89.

90.

91.

n=0
o0 o0
ktorego szereg g a,z" jest zbiezny. Dowies¢, ze jesli szereg E a,zy jest zbiezny i |z9| < |z,

n=0 n=0

to szereg Z a,zy jest zbiezny bezwzglednie.

n=0

o0

Dowiesé, ze istnieje tez taki ciag (by,), zalezny od zs, ze f(z) = an(z — z9)" dla z spel-
n=0

niajacych nieréwnos$¢ |za| + |z — 22| < |z1]|. (zmiana kolejnosci sumowania powinna szybko

pomoe).

Niech (a,) bedzie ciagiem liczb zespolonych. Niech f(z) = Zanz” dla kazdego z € C, dla

n=0
o
ktorego szereg Z a,z" jest zbiezny. Dowiesé, ze jesli | f(z0)| < |f(z)| dla kazdego z z dziedziny
n=0

funkeji f oraz |zy| < |z1| dla pewnego z; z dziedziny funkcji f, to f(zy) = 0.
Mozna zaczqé od zy = 0. Mozna tez zajgé sie nagpierw wielomianamsi, bhy unikngcé kwestii

zwigzanych ze zbieznosciq szeregow.
Dowiedc, ze istnieje taka liczba zespolona z, ze z = e”.

Dowied¢, ze dla kazdej liczby zespolonej w istnieje taka lkiczba zespolona z, ze w = sin z.



