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Dowied¢, ze ciagg o wyrazie 1 + 2% + 3% + 4% +...+ n—lg jest ograniczony z gory przez 2.

Niech a, = — L 1 ...+ L. Dowiesé, ze li = 0. Obliczy¢ li 1
lech an = gy + 197 + 33 + ...+ 5. Dowies¢, ze nl_g)lo a, = 0. Obliczy¢ nl_g)lo na, lub

dowies¢, ze ta granica nie istnieje.

Niech k € Ni s, = 1% 4+ 28 + 3k + ... + n*. Obliczy¢ lim . lim 337 and lim 345,
n—oo n—oo

n—oo

Niech k£ € N. Oliczy¢ lim (1’C +28 43k 4. 40k - "Hl) nk.

Niech a; € R i niech a,; = a® — 6a2 + 12a,, — 6. Wyjasni¢, czy ciag (a,) ma granice i jesli

ma, znalez¢ ja. Wynik moze zaleze¢ od a;.

Obliczy¢ lim (1 +2)(1+2?)(1+a2*)-...- (1+27).

n—o0

Obliczyé lim §r23 - S5t - 4ot - B
Niech ¢, a1, b; beda liczbami dodatnimi. Definiujemy a,,.1 = % <2an + é), bpy1 = % (bn + g—g) .
Udowodnié, ze lim a, = /c = lim b,. Ktory z ciagéw (a,), (b,) dazy szybciej do /c? — by
odpowiedziec¢ n;_t)go pytanie trzeg;orjajpierw nada¢ mu sens i to Scisty.
Rozwigzanie. Wszystkie wyrazu ciagdéw (a,), (b,) sa dodatnie — banalna indukcja. Z nieréw-
nosci o sredniej arytmetycznej i geometrycznej wynika, ze
anr = 3 (@t an+ 5) = pfanan g = Ve
Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a,, = é, czyli gdy a,/c. Podobnie otrzymujemy
=3 (3+5+%)> % 5 E=y3
W tym wypadku rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy %" = g—g, wiec gdy b, = V4c.

Oba ciagi sa wiec ograniczone z dotu przez liczby dodatnie. Poniewaz zachodza zwiazki

—_— 3 . .
pi1 — Qp = %(Zan—I— é) —a, = 02;%” < 0, wiec ag > a3 > a4 > ..., zatem ciag (a,)
ma granice. Jasne jest, ze ay > lim a, > /¢, wiec granica ta jest skonczona. Z wzoru reku-
n—oo
rencyjnego wynika, ze jesli A = lim a,, to A = %(QA + ), wiec A = /e
n—oo

Ciag (b,) nie jest na og6t monotoniczny. Udowodnimy, ze jest zbiezny. Dla skrécenia zapisu

definiujemy pomocnicza funkcje: f(z) = %(m + %) = % Napiszmy wzor
c—b3
(1) bust — by = F(ba) — by = 25
. Mamy
b2 +2¢
() boas— b, = bhoa+2e ot )P +2e _ (B 20 4540,
RO e, (T R0+ 2)? "
(B2 +2¢)® 4 54cbS — 903 (b3 + 2¢)*  —8b) 4 24cbS — 24¢2D] 4 8¢ (b3 —¢)?
B 962 (b3 + 2c¢)? B 902 (b3 + 2¢)? 9B (B3 + 20)%

Mamy tez
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bi+2c_%_ B3+ 20— 3029 (b, — /) (B2 — 2b,/c — 2

3) by — Ve=
() boa = Ve 3b2 3b2 3b2
Zauwazmy jeszcze, ze jesli 0 < x < y to

3 2 3 2 3,2 2 2 _ 3,2 2 2 _ 2.2 2
W 1) - = - TR v e v i ool s —ety)
Z wzoru (1) wynika, ze jesli b, > /¢, to b1 < by.

Z wzoru (3) wynika, ze jesli 0 < b, < /¢, to bpy1 > Ve

Natomiast z wzoru (2) wnioskujemy, ze jesli b, > /¢, to b,1o < b,. Dodajmy jeszcze, ze jesli
b, = /¢, t0 b1 = Jc 1w zwigzku z tym dla kazdego m > n mamy wtedy b, = /c.

7 wzoru (4) wnioskujemy, ze jedli 0 < 2 < y < Ve, to f(y) — f(z) < 0, wiec funkcja f
jest $cisle malejaca na przedziale (0,v/4c] (odwraca kierunek nieréwnoéci). Jeéli natomiast
Ve < x <y, to f(y) — f(x) > 0, wiec na polprostej funkcja f jest écisle rosngca (zachowuje
kierunek nieréwnosci).

Jesli w ciagu (b,) wystepuje wyraz rézny od /e, to dla pewnego n zachodzi nieréwnosé
b, > /c. Wtedy b,41 < b, 1 ciag maleje dopoty dopdki nie pojawi sie taka liczba m > n, ze
by, < e. Jedli by, = /¢ to od tego momentu wszystkie wyrazy ciagu sa rowne /¢, wiec ta
liczba jest granica ciagu (by,). Jesli b,, < /¢, to réwniez é/g < b1, wiec byyo = f(bma1) <

15 = *f — 30/% € (/, /el + V3)), Wiee buys = flbuss < f (Y(1+V3)) = Ve

Wynika stad, ze b, < bngo < bpya < ... < /coraz by1 > bygz > byys > ... > /c. Oba te

ciagi sa zbiezne. Granica kazdego z nich spetnia¢ musi réwnanie g = f(f(g)), a to jak wynika

z réwnosci (2) staé si¢ moze wylacznie dla g = /c. Ta liczba jest wiec granicg ciagu (by,).

Udowodnilismy, ze oba ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne do liczby /c. Jesli pewien wyraz ktéregos z

clagoéw jest rowny granicy, to wszystkie nastepne tez sa réwne, wiec tu zbieznos¢ jest maksy-

malnie szybka wedle jakiejkolwiek w miare sensownej definicji. Zalézmy wiec, ze a,, # /c # b,

dla kaz 3/~ _ 2a}+c=3a3 Yo _ (an— V) (2an+ V0
a kazdego n. Z wzoru a1 — v/c = 52 = a2

zumowaniu istnienie takich liczb ¢ > 0i ¢ € (0,1), ze a, — ¥/c < cq*" tak jak w wypadku

wyniknie po krétkim ro-

dyskutowanym w czasie ¢wiczen, wiec ten ciag okaze si¢ by¢ zbiezny bardzo szybko do do

— 3/2) (b2 —2b,, Ye—2¥/c2)
362 :

Cdy by, = /¢, t0 |bpy1 — /| & by — /c|, bo b2 — 2b,/c — 22 = —3v/c2, wiec tu zadnego

szybkiego zblizania sie dio granicy oczekiwa¢ nie mozna.

swej granicy. Inaczej bedzie w wypadku ciagu (by,). Tu b1 — V| = ‘(b

Zagadka. Czy istnieje taki wyktadnik w, ze lim n™|b, — /c| —— 07 Ale to zagadka na p6z-
n—oo n—oo

niej.

Niech ag > 0 i apy1 = a?2 — 10a, + 30 dla n = 0,1,2,3,.... Znalez¢ granice ciagu (ay,)

w zaleznosci od aq .

Niech ag € (0,1) i niech a,,1 = 2a,(1 — a,). Udowodnié, ze ciag (a,) ma granice. Czy ciag
(ay) jest monotnoniczny niezaleznie od ag?
Niech ag € (0,1) i niech apq1 = 3.1a,(1 — a,). Wykazaé, ze istnicje taka liczba ag € (0, 3), ze

ciag (a,) nie ma granicy (zawiera podciagi zbiezne do réznych granic). Czy teza zachodzi dla
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ciagu (by,) zdefinowanego tak: by € (0,1), b1 = 3b,(1 — b,,).
_ 31 . . . . .
Tu 3.1 = 35 zgodnie ze zwyczajami panujacymi w USA.

Niech a,b > 0. Obliczy¢ lim <\/5+‘/5) |

n—oo

Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. Definiujemy al = %(a + b), by = Vab,
pi1 = %(an +b,), bur1 = Vapb, dlan =1,2,3,... Udowodni¢, ze ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne

i to do wspdlnej granicy.

Dane sg takie liczby dodatnie r1, 79,73, ..., ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja kota
o promieniach ry,ry, 73, ..., 7, zawarte w kwadracie (), ktérych wnetrza sa parami roztaczne.
Dowies¢, ‘ze w kwadracie () mozna umiesci¢ kota o promieniach ry,ry, 3, .. ., ktorych wnetrza
sg parami roztgczne.

Poda¢ przyktad takich dwoch ciagéw (a,), (b,), ze lim a, =0, lim b, = +oo oraz

n—oo n—oo
a. lim (1+a,)™ =0, b. lim (1+a,) = 3, c. lim (1+a,) =
n—oo n—oo n—oo
d. lim (1+a,)™ =2, e. lim (1+a,)™ = oo, f. lim (14 a,)" nie istnieje.

n—o0 n—oo n—oo



