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Niech f: R — [000) bedzie funkcja nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna i niech f(z) =0
dla kazdego x < 0 oraz f(™(z) > 0 dla kazdego = > 0 i kazdego naturalnego n. Udowodni¢,
ze wtedy f(x) = 0 dla kazdego z.

Mozna zastanowié sie, czy jakims przypadkiem funkcja g, zdefiniowana wzorem g, (x) = %

nie ma przypadkiem podobnych wlasnosci. Byé moze to wskaze metode dowodu.

Niech x > 0 bedzie liczbg rzeczywista. Definiujemy zy = x oraz x,,.1 = 2™ dlan =0,1,2,.. ..
Dla jakich x ciag (x,) jest monotoniczny?

Dla jakich x ciag (x,) jest monotoniczny i ograniczony?
Niech ag = 1 i niech a, 1 = sina,. Dowies¢, ze ciag (a,) jest zbiezny i znalezé jego granice.

Niech (a,) bedzie ciagiem z poprzedniego zadania. Dowie$¢, ze lim na, = oo.
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Jeszcze raz ciag (a,) z dwoch poprzednich zadan. Czy istnieje taka liczba o € R, Ze granica

ciagu (n%a,) jest skoniczona i dodatnia?

Niech P,(z) = ((2* — 1)")("). Udowodnié¢, ze wielomian P, ma n réznych pierwiastkéw i

wszystkie leza w przedziale (—1,1).

(n)
Niech H,(z) = (—1)"e*" (e‘$2> . Udowodni¢, ze H,, jest wielomianem n-tego stopnia oraz

ze dla parzystego n jest on funkcja parzysta, zas dla nieparzystego n — nieparzysta.
Dowies¢, ze wielomian H,, z poprzedniego zadania ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych.

Niech f bedzie rozniczkowalna funkcja okreslong na R i niech bedzie ona rosnaca i Scisle
wypukta i niech f(zg) < 0 dla pewnego z5. Udowodnié, ze f'(x) # 0 dla kazdego = € R.
Niech ag € R. Niech (a,0) bedzie punktem lezacym na stycznej do wykresu funkcji f w
punkcie (ag, f(ap). Analogicznie (as,0) lezy na stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
(aq, f(ay)). Definiujemy punkty a, przez indukcje dla wszystkich n € {0,1,2,3,...}.
Udowodnié, ze a1 > ag > ag > ... oraz f(a,) = 0.

Ciag (a,) jest wiec nierosnacy (od aj) i ograniczony z dotu. Niech A = lim a,. Obli-
czyé f(A). .

Wyrazi¢ a,41 za pomoca a,, f i f' w formie a,.; = g(a,). Obliczy¢ g(A) i ¢'(A).

Obliczy¢ a, 1, dla f(z) = 2 -5 rozpatrywanej na potprostej (0, 00). Napisa¢ wzér w mozliwie

najprostszej postaci. Czym jest wtedy A zdefiniowane w poprzednim zadaniu?

Podaé przyktad takich funkcji rézniczkowalnych fi, fo, f3,. .. , ze ciag (f,) jest jednostajnie

zbiezny do funkcji zerowej, a cigg pochodnych w wielu punktach nie ma granicy.



260. Udowodnié, ze jesli ciag wielomianéw jest jednostajnie zbiezny na (—oo,+00), to granica
tego ciggu jest wielomianem.

261. Niech wy(z) = 0 dla z € [—1,1] i niech wy,11(2) = wy(z) + 5 (22 — w2(z)). Udowodnié, ze dla
kazdego = € [—1, 1] ciag (w,(z)) jest niemalejacy i ograniczony z gory. Znalez¢é jego granice.

Udowodnié, ze na przedziale [—1, 1] zbieznosé ta jest jednostajna.



