1. Znalez¢ kresy zbioru A = {720::1191721 . k,m €Nk > 1000,k +m > 2000}

Rozwigzanie. Mamy &tlm 35 1,6 70k + 11m < 35(2k + 19m) = 70k 4 765m, zatem 35 jest

2k-+19m
ograniczeniem gérnym zbioru A. Jedli ¢ < 35, to nieréwnogé ¢ < LoktLlm
’ 2k+19m

(19¢—11)m < (70 — 2¢)k, wiec na mocy zasady Archimedesa istnieje taka liczba k, ze

rownowazna jest nierownosci

(19¢—11)m

0-2c <M,

zatem c nie jest ograniczeniem gérnym zbioru A. co w potaczeniu z poprzednim zdaniem oznacza, ze
sup A = 35. Nieréwnos¢ 15 < % jest réwnowazna nieréwnosci 11(2k 4+ 19m) < 19(70k + llm)
a to nieréwnosci 22k < 1330k, wiec jest prawdziwa dla wszystkich dodatnich k. Zatézmy, ze < d.

Nieréwnos¢ d > % jest réwnowazna (19d — 11)m > k(70 — 2d), wigc istnieje taka hczba m,
ze m > kl(ggjf) — zasada Archimedesa, zatem d nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A, zatem

. 11 .
inf A = 5. Kresy zostaly znalezione. [J

2. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n i liczb k = k(n), ze
VI-4 <&
Rozwiazanie. Zaczniemy od utamkéw lancuchowych (ang. continued fractions) W XVIII wieku

ludzie zaczeli zajmowac sie tzw. utamkami tancuchowymi. Pokazemy na przyktadzie, w czym sprawa.
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To postepowanie mozna kontynuowaé¢ otrzymujac nieskonczony utamek utancuchowy. ,Urywajac”
go w kolejnych miejscach otrzymujemy kolejne przyblizenia liczby (zwane reduktami) v/7:
2 1_3 1 _5 18 1 _ 37 _ 45 _ 82 _ 127 _ 59
D2ti=1, r=5 2t =2t —=u i s

—14,...—17,...—3_17...—48,...—2_23,

I 1+%

Mozna tak postapi¢ z dowolna liczba dodatnia x, czyli mozna napisac, ze

r=ag+ — gdzie ag = 0, a; > 0, ag > 0, ... sa liczbami catkowitymi.
“2t ey

W istocie rzeczy ag = | x| (dawniej [z], jeszcze dawniej F(x)), czyli najwigksza liczba catkowita,

a1+

ktérej wartosé nie przekracza wartosci liczby = (ag < < ag+1). Dalej a; = L%—ZOJ , Qg = L : lalJ ,
itd.

Jedli x jest liczba wymierna, to ciag (a,) sktada sie ze skoniczenie wielu liczb, a jesli z ¢ Q, to

r—ag

— 7 nieskonczenie wielu. Wynika to stad, ze w przypadku liczby wymiernej ciag kolejnych mianow-
nikéw jest malejacy, a poniewaz sg to liczby catkowite dodatnie, wiec jest skonczony. Odwrotnie jesli

utamek jest skonczony, to liczba jest ilorazem dwu liczb catkowitych, po prostu upraszczamy utamek



pietrowy.
W dalszym ciagu zaktadamy, ze = jest liczba niewymierna, by uniknac¢ pytan o dtugos¢ ciagdéw

(pn) 1 (¢n) 1 réwniez dlatego, ze interesowaé nas beda gtéwnie rozwiniecia liczb niewymiernych.

Oznaczmy
aozL:UJ,rozx—ag,wigcx:ao—i—m,al:L%J,rl:%—al,wwcx—ao—kro—ao—km
as = L%J, Ty = % — ag, wiec

= ag+ 1o = ap+ = ag + = ag + ! = ag + ! =

T = Qo To = Qg a1+r1—a0 al+a2+r2—a0 a1+a2+i_a0 al_‘_ﬁ—...
ag+rg 3+a4+74

Wszystkie liczby w tych wzorach sa dodatnie. Wobec tego ag < x < ag + i — zmniejszenie mianow-
nika utamka powoduje zwiekszenie utamka. Powtarzajac ten argument wiele razy (czyli dowodzac

przez indukcj@) otrzymujemy nieréwnosci
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Niech py = ag, qo = 1, wiec Z—g = ap, p1 = @map+1, ¢1 = ap, wiec % = ap+ a—ll Podstawiamy teraz

liczbe aq + é w miejsce a; w otrzymanym wlasnie wzorze i definiujemy ps = ag(ajap + 1) + ag =

asp1 + Po, g2 = asa; + 1 = asqr + qo. Mamy wiec fl’—; =ag+ alii Po zastapieniu ay przez as + i we

wzorach na ps i ¢y oraz pomnozeniu otrzymanych wyrazen przez2 az otrzymujemy ps3 = (azas+ 1)p; +
azpo = az(azpy +po) +p1 = aspz +p1 oraz g3 = (azas +1)q1 + asq = =az(a2q1 +qo) + @1 = azqz + q1.
Zastepujac as przez a3+$ i mnozac wyniki przez a4 otrzymujemy wzory ps = a4p3+ps2 i qs = a4q3+qo.

Kontynuujac (indukcja) otrzymujemy:

(rek) DPn42 = An42Pn+1 + Pn OraZ  (ny2 = Qnt2Qn+1 + Gn.
Z tych wzorow i tego, ze p, > 0,q, > 01 a, € N wynika, ze
Po<pi<p2<... 1 @<qu<g<...
Wiemy tez, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢ 2’ n < r < p 2"“ . Udowodnimy, ze dla kazdego

n € N zachodzi r6wnosé pn1¢n — Pngnr1 = (—1)". Jest tak dla n = 0 — prosciutki rachunek. Jesli

rownos¢ zachodzi dla pewnego n, to

Prn+24n+1—Pn+19n+2 = (an+2pn+l+pn)qn+1_pn+1(an+2Qn+1 +Qn) =DPnln+1—Pn+19n = _(_1)n = (_1)?1—4-1’

zatem wzor prawdziwy jest réwniez dla n 4+ 1. Z tej réwnosci wynika w szczegolnodci, ze kazdy

wspélny dzielnik liczb p, i ¢, jest dzielnikiem liczby (—1)", a to oznacza, ze utamki 2= o s nieskracalne.

Z nieréwnosci 22 <z < p Pl réwnodei et — B — L wynika, ze w przedziale (p?—", M)
2n+ q2n+1 q2n q2nq2n+1 q2n " 42n+1

nie ma liczb posta(n g 7é x, gdzie r,; s sa dodatnimi liczbami catkowitymi przy czym s < ¢ui1:

T _ P2n __ Tq2n—SP2n
s q2n S5q2n

tym zachodzi nier6wnos¢

, |Tq2n — $p2n| = 1, bo 72, — Span, # 0 jest liczba catkowita i $qo, < ganGons1. Poza

O<x_pi<zﬂ_pi— < —

G2n q2n+1 d2n B qnqn+1 q% ‘




Okazato sie, z kazda niewymierna liczbe mozna przyblizy¢ wymierna w taki sposéb, by btad byt
mniejszy od odwrotnosci kwadratu mianownika. To pozwala znalez¢ kres dolny zbioru A.
Ten wynik nie jest catkiem oczywisty. To XVIII wiek, a nie starozytnos¢. W 1851 r. J. Liouville
zauwazyl, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Jesli funkcja w jest wielomianem n—tego stopnia, o wspotczynnikach catkowitych, n > 1, a x
jego miewymiernym pierwiastkiem, to istnieje taka stata C' > 0, Ze dla dowolnych liczb catkowitych
P, q zachodzi nierowno$é |xo — ’5’\ > q%.

Dowdd jest bardzo prosty i zaraz go pokaze. Wazniejsze od niego jest sformutowanie i zapewne,
gdyby nie wiele lat, w czasie ktorych zajmowano sie rozwijaniem liczb w utamki tancuchowe, takie
twierdzenie nie przysztoby nikomu do gltowy. Ale najpierw dowdd.

Wielomian w ma co najwyzej n réoznych pierwiastkéw, wiec istnieje taka liczba 6 > 0, ze przedzial
[z — &, 2o + d] nie zawiera zadnego pierwiastka, oczywiscie poza zy. Zatdézmy, ze § € [xo — 6,20 + 6],
p € Z, q € N. Wtedy w(g) £ 0, zatem q”w(g) jest liczba calkowita, rézna od 0. Stad wynika, ze
¢"lw()| > 1. Wobec tego mamy

1< ¢"w(@] = q"w(F) — w(zo).

Dla kazdego k € {1,2,...,n} zachodzi nieréwnos¢ (korzystamy z tego, ze |E| < |zo| + J, co wynika
z nieréwnosci trojkata: |2 — ol = |E| — |zo)
k
2h = (2) 7] <o — 2| (Iool** + w2 - 2] + faol* - |22 4 ...+ 2] <
< [z = 2| - K(laol + 8.
Jesli ag,aq,...,a, sa kolejnymi wspélczynnikami wielomianu w, czyli gdy dla kazdego x zachodzi

rowno$é w(x) = ag + a1w + asz® + ...+ apx™ dlax € R i gdy

= |ay| + 2]az|(|zo| + &) + 3las|(|xo| + 0)% + ... + K|ax|(|zo| + )"

to 1< ¢"[w(®)| < q"'L-)xO — g‘, wiec przyjmujac C' = 1 otrzymujemy teze, dla ® € [zg — 6,0 + 4].
1

L+3

Dla wszystkich § otrzymamy ja zmniejszajac w razie potrzeby te liczbe, np. przyjmujac, ze C' =
(wtedy C < 1 i C<§). O

Moéwitem w czasie ¢wiczen o rozwiazaniu zadania bez utamkdéw tancuchowych, ale, gdy zaczatem
pisa¢, rozumowanie zaczeto sie komplikowaé i uznatem, ze nie warto tego tak robi¢. Tym bardziej,
ze utamki tancuchowe to wazny temat, a poza tym zwalczanie probleméw w nienapisanym dowodzie

prowadzi jedynie do ukrycia ich obecnosci w nim.

Nowe zadania

31. Znalez¢ kresy gorny i dolny zbioru A, jesli A =:
@) {z +m+5: kmneNp

m n

(b) {(”;IZ)Q o om,n € N};
(c) {z;—jl-l T € R};

(d) {x41+1 . x € R};

© {28 seR)



(f) {2*+ (zy — 1)*: z,y eR}.

32. ZnaleéésupA,ian,gdyA:{ c 4 _d 4 _a . a,b,c,de((),oo)}

b
a+b+c + b+c+d ct+d+a d+a+b *

33. Znalezé wzory na a, w przypadku = = v/2 (a, jak w tekécie o utamkach tancuchowych.

34. Niech p,,q, beda jak w tekscie o utamkach lancuchowych wyliczone dla v/2. Obliczyé 6
pierwszych wyrazéw obu ciagdéw oraz wielko$é p? — 2¢%. Co da si¢ powiedzie¢ ogdlnie na

temat liczby p? — 2¢2?



