Calki oznaczone

Ponizej sa zadania na kilka ¢wiczen. Kolejnos$é jest zblizona — mam nadzieje — do tej, w

ktorej bedziemy o nich mowié. Niektore stang sie domowymi, wiec trzeba bedzie ich rozwigzania

napisac.
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Udowodni¢, ze wielomiany Bernsteina funkeji niemalejacej sa funkcjami niemalejacymi.
(zob. wyktad 18.)

Udowodni¢, ze jedli funkcja f: [0,1] — R jest klasy C', to B,(f) = [’ czyli ciag
pochodnych wielomianéw Bernsteina jest jednostajnie zbiezny do pochodnej funkcji f.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez wykresy funkcji wiedzac, ze pole obszaru

{(ey): a<a<bif@) <y<gla)jest éwne [)(g(x) — f(2))da:

a. f(x) =a2%1ig(x) = 32° + 2,
i g(z)

= —22 oraz proste x = —1, z = 1,

oraz parabole x = y2,

Uy
8 Y

= %yQ i okregiem o réwnaniu z? + y? — 4z = 0.
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Niech 22 — 4> = 1, x > 0, y > 0. Dowieé¢, ze istnieje takie t € R, Ze © = cosht =
=s(e'+e ") iy=sinht=1(e' —e™"). Niech A = {(u,v): u? —v? <1, |vz| < uy}.
Udowodni¢, ze pole zbioru A réowne jest t.

Uwaga. Jesli v > —1,y > 0 i 2> + y? = 1, to istnieje doktadnie jedna liczba t € [0, 7),
e x = cost, y = sint. Jesli A = {(tcost,tsinT): t < 1, |7] < t}, to |A] = t.
Ta uwaga pokazuje geometryczne podobienstwo definicji sinusa i kosinusa oraz sinusa
hiperbolicznego i kosinusa hiperbolicznego.

Poréwnaé calki nie obliczajac ich:
1 1
571' . 6 . 57’[’ . 3
a. [2"sinzdz 1 [?"sin’zdz,

b. fol e *dx 1 fol e~ dg.

. Obliczy¢ objetos¢ elipsoidy 2—; + ?;—§+'z—; < 1. Przyjaé, ze objetosé to catka z pola przekroju

plaszczyzng prostopadts do osi.

Obliczy¢ dhugoéé krzywej o réwnaniu: y? = 422, przy czym y > 0, 0 < 2 < g przyj-
mujac, ze dtugo$¢ wykresu funkcji f okreslonej na [a, b] to catka fab V14 (f(x))*de.

Obliczy¢ dtugos$é krzywej o réwnaniu y = 24/, przy czym 1 < x < 9. Dhugosé zdefinio-
wana w poprzednim zadaniu.

Okresli¢ znak catki

27 . 1 9

a. [, xsinzdr, b. f%x Inzdx,
f2 32zd d j‘27" sinz d

c. [Cx T, TR d



279. Znalez¢é lim a, obliczajac pewna catke, jesli a,, =

n—o0

@ mtopt o am O @Fatem ot

(c) 22, (d) 2T,

() lim (“tlsin & 4 22gin 27 4 ... 4 2=dgjp (";—21)”)

n—00
(f) lim n 2Z¢ nx + j)(nx+j + 1)
7j=1
. el/n e2/n en/n

(8) Jim (5 + nrip T n+1/n)

280. Znalez¢ pochodna funkcji f, jesli f(x) =
2 2
a. [TTe? dt, b. [ e dt, c. [ e’ dt, d. [& e’ dt.

Definicja 10.1 (zbioru miary 0)
Zbior A C R ma miafre 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdel liczby ¢ > 0 istnieja takie

przedziaty I, I,..., z2e A C [ U, UI3U ... oraz Z]ln| < g, gdzie |I,| oznacza dtugosé
n=1

przedziatu I,,. O

Twierdzenie 10.2 (o calkowalno$ci w sensie Riemanna)

Funkcja f: [a,b] — R, a,b € R jest ograniczona i jej zbiér punktéw nieciagtosci ma miare 0
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba I € R, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka
liczba 0 > 0, ze jesli a =xp < 11 <23 < ... <y, =0b, t; € [xj,2j11], tO

11— Zf Nzj41 — x5)| <e.

Na wyktadzie udowodniono, ze kazda funkcja ciagta f na przedziale domknietym jest cat-
kowalna w sensie Riemanna oraz ze w wtedy [ = ff f(x)dx. Rowniez kazda funkcja schodkowa
na przedziale domknigtym jest catkowalna w sensie Riemanna i jej catka to suma catek na tych
przedziatach, na ktorych jest ona stata.

281. Niech f(z) = 1, gdy © € Q oraz f(z) = 0, gdy = ¢ Q. Rozstrzygnaé, czy istnieje
fo x)dz. Jedli istnieje, obliczy¢.

282. Niech f(x) =1 ,gdyx—q,p,qEZ qg>1iNWD(p,q) =1 oraz f(z) =0, gdy = ¢ Q.

Rozstrzygnac, czy istnieje fo x)dx. Jedli istnieje, obliczy¢.
283. Niech f(x ) = n, gdy - < < —gdlan=1,2,... oraz f(r) = 0. Rozstrzygna¢, czy
istnieje fo (x)dx. Jesh 1stn1eJe, obhczyc.

284. Wykazaé, ze ztozenie funkcji catkowalnych w sensie Riemanna nie musi by¢ funkcja cat-
kowalna w sensie Riemanna. Czy wystarczy dodatkowo zatozy¢, ze funkcja wewnetrzna
jest ciagta? Czy wystarczy dodatkowo zatozy¢, ze funkcja zewnetrzna jest ciagta?

285. Wykazal, ze jesli funkcja f: [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna, to
b

lim [ f(z)sinnzdz = 0. Mozna zacza¢ od funkcji klasy C*.

n—0o0 a

286. Wykazac, ze jesli dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé fo Jaz"dx = 0,
to funkcja f jest rowna 0 prawie wszedzie, tzn. zbior tych punktéw, w ktorych wartosci
funkcji f sa r6zne od 0 ma miare 0.
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Wykazaé, ze jesli f jest nieujemna funkcja niemalejaca, wklesta, klasy C? na potprostej

k k
1
[1,00), to ciag (ax);>5 o wyrazie aj, = Z f(n) — / f(z)dz — §f(]€) jest ograniczony.
n=1 1

Udowodnié, ze zbiér Cantora, tzn. zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], ktére mozna zapisaé
w uktadzie trojkowym nie uzywajac cyfry 1 ma miare 0.

Udowodni¢, ze kazdy zbiér przeliczalny lub skonczony ma miare 0.

Dowies¢, ze suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary 0 ma miare 0. Mozna skorzystaé
oo

3
2_71.
n=1

7 réwnodcl € =

Udowodnié, ze istnieje taka $ciSle rosnaca funkcja ciagta h: [0,1] — [0, 1], Ze obraz
zbioru Cantora nie jest miary 0.

Poda¢ przyktad takiej funkcji rézniczkowalnej f: [0,1] — [0, 1], ktorej pochodna nie
jest calkowalna w sensie Riemanna.

Poda¢ przyktad takiej funkcji rézniczkowalnej f: [0,1] — [0, 1], ktérej pochodna jest
ograniczona, ale nie jest catkowalna w sensie Riemanna.



