W zbiorze wielomianéw wprowadzona zostata relacja nieréwnosci, ktéra oznacze symbolem <.
Przypomne i uporzadkuje nieco definicje.

Wielomianem nazywamy cigg nieskonczony

w := (ag,a,...,a,,0,0,...),

w ktorym od pewnego miejsca wystepuja same zera. Jesli wszystkie wyrazy tego ciggu sa zerami,
to wielomian nazywamy zerowym. Mowimy, ze stopniem wielomianu zerowego jest —oo. Stopniem
wielomianu niezerowego nazywamy najwieksza nieujemna liczbe catkowita n, dla ktérej a, # 0.
Dodawanie i mnozenie wielomianéw definiujemy jak zwykle (tylko zapis nieco inny)

(ap,ay,as,...,0,0,0,...)+ (bo,b1,ba,...,0,0,0,--+ = (ag + by, ay + by,as + by, ...,0,0,0,...)
(ag,a,as,...,0,0,0,...)- (bo,b1,b2,...,0,0,0,--- =

= (apbo, a1by + agby, asby + a1by + agbe, ..., 0,0,0,...)

Mozna bez trudu sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane dzialania sg tgczne i przemienne, ze mnozenie jest
rozdzielne wzgledem dodawania, ze dodanie wielomianu zerowego do wielomianu w daje wynik w,
ze wielomian (1,0,0,...) peli role jedynki. nie jest tez trudno sprawdzi¢, ze na ogdl nie istnieje
odwriotnos¢, np. jesliw = (1,0,0,...), to nie istnieje taki wielomian v, ze wv = (1,0,0,...) (tatwe!).

Czas na definicje nier6wnosci. Najpierw definujemy (0,0,0,...) < (ag, a1, as,...) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka nieujemna liczba catkowita n, ze 0 < a,, oraz a,, = 0 dla kazdego numeru
m > n. Potem rozszerzamy definicje definiujac v < w wtedy i tylko wtedy, gdy (0,0,0,...) < w —v.
Nastepnie sprawdzamy, ze obu stro nieréwnosci wolno dodaé¢ stronami dowolny wielomian oraz ze
wolno pomnozy¢ nieréwnosé przez w, jesli (0,0,0,...) < w. Zatem w zbiorze wielomianéw mamy
okreslone dziatania i nierownos¢ w taki sposob, ze spetnione sg wszystkie pewniki z wyjatkiem istnie-
nia odwrotnoéci i nie ma w ogéle mowy o kresach. Jak mowiliSmy w czasie ¢wiczen dla kazdej liczby
rzeczywistej a zachodzi nieréwnosé (a,0,0,...) < (0,1,0,0...), bo (0,0,0,...) < (—a,1,0,0...).
Wobec tego w zbiorze tych wielomianow nie jest spelniona zasada Archimedesa.

Mozna rozwazy¢ zbior funkeji wymiernych, wiec ilorazow wielomianéw. Wprowadzamy defini-
cje nie przejmujac sie zbiorem warto$ci wielomianu umieszczanego w mianowniku. Z formalnego

punktu widzenia wyglada to tak. Rozwazamy pary uporzadkowane, ktére oznaczamy symbolem %

gdzie u,v sa wielomianami przy czym v # (0,0,0,...). Przyjmujemy, ze dla kazdego wielomianu
w # (0,0,0,...) i kazdej funkcji wymiernej ¥ zachodzi réwnoé¢ % = %2 Dgziatania na takich utam-
uv1+u1v u | ul uug

oraz == = Sprawdzamy, ze teraz wszystkie

kach okreslamy w zwykty sposéb: * + "Z—i = =2,

pewniki z wyjatkiem aksjomatu ciagtosci (Dedekinda). Sa spelnione. Ta praca troche trwa, ale nie
wymaga nic poza odpowiednig ilosci czasu.

Jasne jest, ze pewnik ciagtosci spetniony by¢ nie moze. Gdyby zachodzit, bytaby tez spetniona
zasada Archimedesa, ale tak nie jest. Jaki zbior nie ma kresu gérnego? Poprosze o przyktad.

Prosze tez o przyjrzenie sie zadaniom umieszczonym przez prof. Katamajska na koncu trzeciego
wyktadu. Warto je oméwié¢ we wtorek, 27 pazdziernika.

Na deser jeszcze drobna uwaga. W dowodzie niewymiernoéci liczby /2 prof. Kalamajska nie

korzystata z pojecia liczby pierwszej, nic nie rozktadata na czynniki pierwsze. Idzie o to, ze gdyby



chciata rozktada¢ na czynniki pierwsze wypazdatoby najpierwa dowies¢ zaréwno istnienia rozktadu
na czynniki pierwsze jak i jego jednoznacznosci, a to wymaga sporo czasu. Przedstawiony przez Nig
dowdd pochodzi od Dedekinda (XIX w. druga potowa). Wezesniej w zasadzie wszyscy przyjmowali
to twierdzenie bez uzasadnienia. Jednak nalezy je uzasadnia¢ lub z niego nie korzysta¢. Dowody tego
twierdzenia sg w r6znych miejscach w internecie. Jednym z takich miejsc (fatwo dostepnym) jest tekst
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/staszic/skryptO9-naturalne_D.pdf. Na stronach 13,14 sa
podane 2. Zainteresowane osoby moga tam zajrze¢. Mozna te z zaczeka¢ na wyktad z algebry chyba
na drugim roku, na ktorym rzecz powinna si¢ pojawic.

V2 = ®.p,q € Z NWD(p,q) = 1 Wtedy p? = 2¢%. = p jest parzysta, czyli p = 2k, wiec
4k? =2° =2k =¢* = q=20 2" —a,a€Z

Zad. 44 (k* —m?)? + (2km)? = (k* + m?)? To réwnanie pokazuje, ze istnieje nieskoriczenie wiele
takich tréjek liczb naturalnych z,y, z, dla ktorych 2% + y? = 2% *(sa to tzw. trojki pitagorejskie,
jesi kazda z nich pomnozymy przez liczbe catkowitg m, to otrzymamy wszystkie mozliwe trojki
pitagorejskie). Mamy np.
1= @+ (0 = 7 ((52) 4 207) + (07 = (58) "+ (k) (3, wiee istace
nieskoriczenie wiele takich tréjek dodatnich liczb wymiernych x, v, z, ze 22 +y? + 2% = 1.

Uwaga: /20 — 14v/2 + v/20 + 14/2 = Q/(z —V2)3 + \3/(2 +V2)3 =4

Czy liczba A = v/1/2019 + 2019 — /+/2019 + ﬁ jest wymierna?

Zatézmy, ze A € Q. Z definicji liczby A wynika, ze A% + 2A44/+/2019 + Wlw + ﬁ = 2019, a
to oznacza, ze V2019 = -y ((2019 — i — A%)? — 515)) € Q, co przeczy temu, ze V2019 ¢ Q,
442 < 2019 < 452

Jakie$ opowiesci o jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze w réznych sytuacjach mozna

znalez¢ w opowiadaniu o réznych rzeczach, ktoére jest tu https://www.mimuw.edu.pl/ krych/

odczyty/18-06-15-mszana.pdf
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