Skad sie wziela liczba 1

oraz nieliczne przyklady niecalkiem oczywistych jej zastosowari™

Definicja liczb zespolonych
Liczbami zespolonymi nazywamy liczby postaci a + bi, gdzie ¢ oznacza jednostke urojona, przyj-
mujemy, ze i2 = —1 zaé a i b sa liczbami zespolonymi. Suma liczb zespolonych z; = a + bi i
zo =c+di to z1 + 22 = (a+¢) + (b+ d)i. lloczyn liczb zespolonych z1 = a+bi i 25 = ¢+ di to
z122 = (ac — bd) + (ad + be)i. Zbiér wszystkich liczb zespolonych oznaczany jest (na calym swiecie
z wyjatkiem polskich szkét §rednich) przez C. B

Stwierdzenie 1. (przemiennosé dzialan)
Dla dowolnych liczb zespolonych z1, ze zachodza réwnosci

21+ 29 =204+ 21 oraz 2122 = 2221,

czyli dodawanie i mnozenie sa dzialaniami przemiennymi.

Dowdéd.
Uzasadniamy to w nastepujacy sposéb: z1 + 22 = (a+¢)+ (b+d)i = (c+a)+ (d+b)i = 22 + 21,
bo wynik dodawania liczb rzeczywistych nie zalezy od kolejnosci skladnikéw. Teraz mnozenie:

z129 = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ca — db) + (cb + da)i = (¢ + di)(a + bi) = 2927,

bo dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych sa przemienne. B

Zamiast pisa¢ a + 07 bedziemy pisaé a, zamiast pisa¢ 0+ bi bedziemy pisa¢ bi. Liczby postaci
bi, b € R nazywa¢ bedziemy urojonymi. Dzieki tej umowie liczby rzeczywiste to szczegdlne liczby
zespolone — ,te w ktérych nie ma ¢”. Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby z = a + bi,
piszemy Rez = a; liczbe b — czescia urojong liczby z 4 a + bi, piszemy Imz =b

W taki sam sposéb sprawdzi¢ mozna, ze zachodzi

Stwierdzenie 2. (laczno$é, rozdzielnosé, istnienie réznicy i ilorazu)

Dla dowolnych liczb zespolonych z1, 2o, z3 zachodza réwnosci
(21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) — dodawanie jest laczne,
(2122)23 = 2z1(2223) — mnozenie jest laczne,
21(22 + 23) = 2122 + 2123 — mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Dla dowolnych liczb zespolonych z7, 2o istnieje dokladnie jedna liczba zespolona z taka, ze
z1 + z = z2, liczba ta zwana jest roznica liczb 29 1 z1 1 oznaczana symbolem zo — 27 .

Dla dowolnych liczb zespolonych z; # 0 i z5 istnieje dokladnie jedna liczba zespolona z taka,
ze z1z = z3, liczba ta zwana jest ilorazem liczb zo i 21 1 oznaczana symbolem z—f lub z3/2 .

Dowdéd.
Jedynie dow6d istnienia ilorazu rézni sie nieco od dowodu przemiennosci dziatan. Przyjmijmy, ze

z1 = a+ bi, 2o = ¢+ di. Szukamy liczby zespolonej z = x + yi, dla ktérej zo = zz1, czyli

* w tym tekscie, jak wszedzie poza polskimi liceami, zbiér wszystkich liczb caltkowitych oznaczany jest symbolem Z
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c+di = (a+bi)(x+ yi) = (ax — by) + (ay + bzx)i. Ma wiec byé ¢ = ax — by 1 jednoczesnie

d = ay + bz . Otrzymalismy wiec uklad rownan z niewiadomymi x,y. Mnozac pierwsze z nich przez

ac+bd

W2 dzielenie

a, drugie przez b i dodajac stronami otrzymujemy ac+bd = (a®+b*)x, zatem x =

jest wykonalne, bo 0 # a+bi, wiec co najmniej jedna z liczb a, b jest # 0. Analogicznie otrzymujemy

ad—bc n

wzér y = G -

Wykazalismy wszystkie podstawowe wilasnosci dzialan. Jest oczywiste, ze w zbiorze liczb zespo-
lonych zachodza réwnosci 1-2 =2, 0-2=01 0+ 2z = z dla dowolnego z € C.
Na liczbach zespolonych mozemy wiec wykonywaé¢ na nich dzialania tak, jak na liczbach rzeczy-

wistych. Na przykiad:

ct+di _ (c+di)(a—bi) _ (c+di)(a—bi) _ (ac+bd)+(ad—bc)i _ (act+bd)+(ad—bc)i _ ac+bd + ad—bci
a+bi — (a+bi)(a—bi) —  a?—(bi)2 T a?—b2i? - a?—b2(—1) a?+b? a?+b2""

Niestety, nie wszystko jest tak jak w przypadku liczb rzeczywistych. W zbiorze C nie mozna
w sensowny sposéb wprowadzi¢ nieréwnosci. Nadamy temu zdaniu postaé¢ twierdzenia, a nastepnie
udowodnimy je.
Twierdzenie o nieistnieniu nieré6wnosci w zbiorze liczb zespolonych
W zbiorze C nie istnieje relacja < taka, ze
1. Jedli z1, 29 € C, to zachodzi dokladnie jedna z trzech mozliwosci:
71 = z9 albo 21 < z3 albo z3 < 21 (kazde dwie liczby mozna poréwnac);
2. jesli z1 < 29 1 29 < 23, t0 21 < 23 (nieréwnosé ma by¢ przechodnia);
3. jesli z1 <291 2€ C, to 21+ 2 < 29+ z (do obu stron nieréwnosci wolno dodaé¢ dowolna liczbe
ze€C);
4. jesli 21 <221 0<2,t0 221 < 222 (nier6wnos$é¢ wolno pomnozy¢ obustronnie przez dowolna,
liczbe z wiekszg od 0).
Dowdéd.
Zalézmy bowiem, ze udato nam sie w jaki§ sposéb zdefiniowaé¢ nieréwnos¢ < w taki sposéb, ze
spetnione sa warunki 1 — 4. Jedli 0 < z,to 0 =0-2 < z-z = 22, czyli kwadraty liczb dodatnich
sa dodatnie. Mamy oczywiscie 22 = (—2)%. Jesli 2 < 0,t0 0 =2+ (—2) < 0+ (—2) = —z, zatem
0 < (—2)% = 22, wiec réwniez w tym przypadku 0 < z?. Wobec tego kwadraty liczb réznych od
zera musza by¢ dodatnie. Mamy 1' =1 i i? = —1, zatem 0 < 1 i jednoczesnie 0 < —1. Dodajac
do obu stron pierwszej z tych nieréwnosci liczbe —1 otrzymujemy —1 < (—1) +1 = 0, co przeczy
temu, ze 0 < —1. Dowdd zostal zakonczony. B
Okazalo sie wiec, ze liczb zespolonych poréwnywac sie nie da. Mozna oczywiscie definiowaé jakies
nieréwnosci miedzy liczbami zespolonymi rezygnujac z czesci warunkéw 1 — 4, ale takie nieréwnosci
nie sa uzyteczne, wiec na ogdt nikt tego nie robi.
Liczby zespolone mozna traktowaé jako punkty plaszczyzny. Przyjmujemy, ze czesé rzeczywista
liczby zespolonej to pierwsza wspélrzedna (czyli pozioma), a cze$é urojona to druga wspélrzedna

(pionowa) punktu plaszczyzny. Przy takiej interpretacji suma z; + zo liczb zespolonych moze byé
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potraktowana jako koniec wektora, ktory jest suma wektoréw (E) i 0_22)

Definicja
Wartoscia bezwzgledna |z| liczby zespolonej z = a + bi nazywamy liczbe va? 4+ b?, argumentem
Argz liczby z = a+ bi # 0 — dowolna liczbe ¢ taka, ze cosp = \/ﬁ oraz sinp = ﬁ . ;

Z definicji tej wynika, ze |z| to odleglo$¢ punktu z od punktu 0 a argument liczby z, to kat
miedzy wektorami 01 i 0z mierzony w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Arg2 = 0 lub Arg2 = 20047, Argi = Z lub Argi = —2F, Arg(—1+4) =7 — T = 37 itp.
2/=2=|—-2/=|2i|=|-2i|, 14+i=]|-1+i+=[1—i|=]|—-1—1i] =2.

Nieréwnosé trojkata
Dla dowolnych liczb zespolonych z1, ze zachodzi nieréwnosé |z1 422 < |21|+|22|, jest ona réwnoscia
jedynie wtedy, gdy punkty plaszczyzny odpowiadajace liczbom 0, z1, 2o leza na jednej prostej, przy
czym 0 miedzy® 21 1 zo. B

Dowodu nie podajemy, bo wynika on ze znanych wtasnosci figur geometrycznych (np. tréjkata),

a ci ktérzy ich nie pamietaja, moga bez klopotu wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych

a1, b1, az, by zachodzi nieréwnosé /(a1 + az) + (by + b2)2 < \/a? + b} + /a3 + b2, staje si¢ ona
réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista ¢ > 0 taka, ze z; = tzo lub zo =tz .

Z réwnosci z = a+bi, r = |z|, cosp = T i sing = ﬁ wynika, ze z = r(cos p+sin ).
ZapisaliSmy liczbe z w postaci trygonometrycznej.

Zalézmy, ze z1 = r1(cos¢y +siny) i zo = ra(cos pa + sin ps2) . Wtedy
2122 = T1T9 ( COS (1 COS Yo — Sin 1 Sin g + (oS 1 sin ps + oS s sin <p1)) =

= 1172 (cos(p1 + p2) + isin(pr + ¢2))

— skorzystaliSmy tu z wzoréw cos(¢1 + 2) = €081 COS e — sinyy sinps oraz sin(p; + p2) =
COS 1 SN 9 + €os s sin 1 , z ktérymi wiele oséb spotyka sie czasem w szkotach. WykazaliSmy w ten
sposéb, ze wartosé bezwzgledna iloczynu dwu liczb zespolonych réwna jest iloczynowi ich wartosci
bezwzglednych, a argument iloczynu dwu liczb zespolonych réwna jest sumie ich argumentéw. Sto-
sujac otrzymany wzor wielokrotnie otrzymujemy

Wzér de Moivre’a

(r(cos¢ +isin go))n = 1" (cos(ng) + isin(ny)) . W

7 tego wzoru wynika, ze dla kazdej liczby zespolonej w # 0 i kazdej liczby naturalnej n istnieje
dokladnie n réznych liczb zespolonych 21, 22,..., 2z, takich, ze 27’ =w dla j =1,2,...,n. Zalézmy
bowiem, ze w = p(cost + isine). Jesli z = r(cosp +ising) i w = z", to musza byé spemione

réwnosci ¢ = r" oraz ny = 9 + 2kn dla pewnej liczby catkowitej k. Wynika stad, ze 7 = /o, r
2km

jest wiec wyznaczone jednoznacznie. Musi tez by¢ ¢ = % + =% . Zastepujac liczbe k liczba k +n
zwiekszamy kat ¢ o 27, co nie zmienia liczby z. Roézne liczby z otrzymujemy przyjmujac kolejno

k=0, k=1,.., k=n—1. Otrzymujemy wiec dokladnie n réznych wartosci. Latwo zauwazy¢,

* . . . . 2
nieostro, jedna z liczb z1,z2 moze by¢ zerem



ze odpowiadajace im punkty plaszczyzny sa wierzchotkami n—kata foremnego wpisanego w okrag o
promieniu 7 = {/o. Jesli w =1, to wérdd tych liczb jest liczba 1.

Definicja pierwiastka algebraicznego z liczby zespolonej
Algebraicznym pierwiastkiem n—tego stopnia z liczby zespolonej w nazywamy kazda liczbe zespo-

lona z, dla ktérej w=2". 1

Przyklady
1. Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 2 z liczby 1 = cos0 +¢sin0 sa
21 = cos & —l—zsmogr—cosO—&—zsmO—l oraz zg—cos +zsm27“—cos7r+zsmﬂ'——1.
2. Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z liczby 1 = cos04isin0 sa z; = cos & 5 +isin 027' =1,
zp=cos & +isinZ = -1 +i‘2[ oraz z3 =cos 2T +isin 4 = -1 —i@.

3. Pierwiastkami algebraicznymi stopnia 3 z liczby —1 = cosm + ésin7 sa

z1=cos§ +ising =3 +z‘2[, 22*cos”+2”+zsmﬂ+2”:—1 oraz
23 = cos THAT 4 jgin THIT = 1 — V3

2

2 = cos?a + 2icosasina + i2sin o =

4. Poniewaz cos2a + isin 2« = (cosa + isin «)
= cos?a — sin®a + 2i cosasin v, czesci rzeczywiste sa réwne i czeSci urojone sa réwne, wiec
cos2o = cos? o —sin® o i sin 20 = 2sina cos .

5. Poniewaz cos3a + isin3a = (cosa + isina)® = cos®a + 3icos® asina + 3i% cosasin® a +

i3 sin® a = cos® a—3 cos o sin® a+i(3 cos? a sin a—sin® a) , wiec cos 3a = cos® a—3cos asin? o =

3a=3sina — 4sin® «.

4cos® a — 3cosa oraz sin3a = 3cos? asina — sin
Widzimy wiec, ze za pomoca liczb zespolonych mozna powiaza¢ wzory na cosna i sinna z
dwumianem Newtona, mozna przesta¢ poszukiwac tych wzoréw w tablicach.
Definicja sprzezenia
Jesli z=a+bi, a,b € R, to liczbe Z = a — bi nazywamy sprzezona do liczby z. B
2-3i=243i, 13=13, i = —i. Liczba z jest rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy , z = Z.
Jesli 2z ¢ R, to z € C jest jedyna liczba taka, ze z +% € R 1 jednoczesnie z-Z € R. Prosty dowdd
tego stwierdzenia pozostawiam czytelnikom w charakterze ¢wiczenia. Mamy tez
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®>+b*=|z|?, 2+ 2 =2Rez oraz 2z — z = 2ilmz.
Mozemy wiec napisaé Rez = (2 + %) i Imz = £ (z — z). Punkty plaszczyzny odpowiadajace

liczbom z i Z sa symetryczne wzgledem osi rzeczywistej.

Przypomnijmy, ze argument iloczynu dwu liczb zespolonych réwny jest sumie argumentéw
sktadnikéw. Jest to wlasnosé przypominajace nieco logarytm (logarytm iloczynu to suma logarytméw
czynnikéw). Wykorzystujac te analogie mozna w sposéb sensowny zdefiniowaé potege o wyktadniku
zespolonym i podstawie, ktéra matematycy uwazaja za najwazniejsza, tzn. o podstawie e

Liczby zespolone sa uzywane, bo w niektérych sytuacjach nie sposéb sie bez nich obejsé. Hi-

storycznie pierwszym przypadkiem tego rodzaju byl chyba wzoér na pierwiastki réwnania trzeciego
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stopnia: jezeli 23 +pr +¢=0, to z = i/—g—f—\/’;—i—q:—i— {’/—g—\/g;—&—”:.
Wyprowadzenie tego wzoru nie jest dlugie. Zalézmy, ze u + v = x. Ma wiec by¢ spehliona
ré6wnoéé 0 = (u+v)3+p(u+v)+q = u®+v3+q+ (u+v)(p+3uv) . Wystarczyloby wiec znalezé pare

. W dziedzinie rzeczywistej

liczb rzeczywistych u,v taka, ze u® +v3 = —g i jednoczesnie wv = -£

3,3 — _

3
réwnanie uv = —% jest rownowazne rownaniu v 12’—7 . Bez trudu stwierdzamy wiec, ze liczby

3
u?, v3 musza by¢ pierwiastkami réwnania kwadratowego t2 + gt — ’2’—7 = 0. Musza wiec by¢ spelnione

, ;. 3 _ q p3 . 3 _ q p3 . .. .
réwnodci v’ = —4 — /5 i v> = —4 + /5 (lub odwrotnie, ale przeciez u,v graja w naszym

rozumowaniu te same role). Stad otrzymujemy réwnosé

_ B S U G O B S A
x-u—&—v—\/ 5 27+4+\/ 2+ 27—1-4

Pokazemy, ze stosowanie tego wzoru moze by¢ klopotliwe. Niech p = —63, ¢ = —162, zajmu-

jemy sie wiec réwnaniem x® — 63z — 162 = 0. Mamy % + % = (%)3 + (%)2 = (-21)% 4+ 812 =
—2700 < 0. Teraz z tej liczby nalezy wyciagnaé pierwiastek kwadratowy. Ten pierwiastek nie jest
liczba rzeczywista! Mozna pomysleé, ze to dlatego, ze nasze réwnanie nie ma rozwiazan rzeczywi-
stych. Tak jednak nie jest. Mamy bowiem (—3)% —63-(—3) —162 =0, (—6)3 —63-(—6) — 162 =0
oraz 9% — 63 -9 — 162 = 0, wiec nasze réwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste. Otrzymujemy
wiec wzory —3 = /81 +/—2700 + v/81 — \/—2700, —6 = /81 ++/—2700 + /81 — \/—2700,
9 = \3/81 +1/—2700 + %/81 —+/—2700. Wyglada to nieco podejrzanie: prawe strony sa réwne, a

lewe rézne. To jednak tylko pozér. Sa dwie wartosci pierwiastka kwadratowego z danej liczby zespo-

lonej # 0 i trzy wartosci pierwiastka trzeciego stopnia. Przy tej interpretacji mozna sie spodziewaé
do trzydziestu szesciu pierwiastkéw tego réwnania. To jednak nie jest mozliwe. Réwnanie stopnia
trzeciego ma najwyzej trzy pierwiastki (po prostu nie mozna wybiera¢ wartosci tych pierwiastkdéw
w sposéb dowolny). Udowodniono, ze nie jest mozliwe napisanie wzoréw na pierwiastki réwnania
stopnia trzeciego z uzyciem dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania, ktére
nie prowadzilyby do wyciagania pierwiastkéw kwadratowych z liczb ujemnych w przypadku rzeczy-
wistych wspétezynnikéw i trzech rzeczywistych pierwiastkow! Oznacza to, ze w tym przypadku bez
liczb zespolonych oby¢ sie nie mozna. Zaczeto ich wiec uzywaé w XVI wieku, cho¢ ich nie bylo”.
Zostaly ostatecznie zaakceptowane na poczatku XIX wieku, gdy C.F.Gauss pokazal, ze mozna je
potraktowaé jako punkty plaszczyzny i ze wtedy dziatania na liczbach zespolonych zaczynaja mieé¢
sens geometryczny. Dzi$ trudno sobie wyobrazi¢ matematyke bez ich uzycia.

Gaussowi udalo sie réwniez podaé poprawny dowdd zasadniczego twierdzenia algebry (nazwa
dzi$ stosowana). Udowodnit on mianowicie, ze kazdy wielomian stopnia > 1 o wspdlezynnikach ze-
spolonych ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony. Cho¢ udowodnione twierdzenie sformulowane

zostalo w terminach algebraicznych, to dowdéd Gaussa byt w swej istocie geometryczny (czy jak
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by$my dzi§ powiedzieli — topologiczny, tej nazwy w czasach autora dowodu jeszcze nie uzywano).
Sformulujemy teraz to twierdzenie wraz z pewnym wnioskiem.

Zasadnicze twierdzenie algebry
Jesli ag,aq,...,a, € C oraz n > 11 a, # 0, to istnieje co najmniej jedna liczba zespolona z; taka,
ze ag + arz1 + -+ - + apzi = 0, czyli: kazdy wielomian stopnia wiekszego od 0 o wspdlczynnikach
zespolonych ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony. B

Dowdd tego twierdzenia nie miesci sie w tym wykladzie. Z twierdzenia tego wynika, ze jesli
p(z)=astarz+---+az", n>1, a, # 0, to istnieje co najmniej jedna liczba zespolona z; taka,
ze dla pewnych liczb zespolonych by, by, ...,b,_1 wzér p(z) = (z — 21)(bg + b1z + - -+ + b,_12"7 1)
zachodzi dla kazdej liczby zespolonej z (twierdzenie Bézout). Oczywiscie b,—1 = a, # 0. Jedli
n—1 > 1, to istnieje liczba z5 taka, ze bg+bzo+- - ~—|—bn_1z§_1 = (0, wiec powtarzajac rozumowanie
stwierdzamy istnienie liczb cg, c1, ..., c,—o takich, ze dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé
p(2) = (z—21)(2—22)(co+c12+ - +cn_22""2) . Te zabawe mozna kontynuowaé dopdki nie roztozymy
wielomianu p na iloczyn wielomianéw stopnia pierwszego i stalej: p(z) = an(z — 21)(z — 22) - ... -
(z — z,) . Wywnioskowali$my wlasnie z zasadniczego twierdzenia algebry

Whniosek
Kazdy wielomian o wspdlczynnikach zespolonych mozemy przedstawié¢ w postaci iloczynu wielo-
miandéw stopnia pierwszego o wspdtczynnikach zespolonych. B

Whiosek ten moze by¢ zastosowany réwniez do wielomianéw, ktérych wspélczynnikami sg liczby
rzeczywiste, w koncu liczby rzeczywiste sa réwniez liczbami zespolonymi (bardzo szczegélnymi).
Takie wielomiany bedziemy nazywaé rzeczywistymi. Wtedy z tego wniosku mozna wywnioskowaé
nieco wiecej.

Twierdzenie o nierzeczywistych pierwiastkach wielomianu rzeczywistego
Jesli ag,a1,...,an, € R, n > 11 a, # 0 oraz ag + a1z + azz2 + -+ + apz” = 0, to réwniez
ag + a1z + asz? + - + a,z2" = 0, tzn. jedli liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu o
wspdlczynnikach rzeczywistych to jej sprzezenie zZ réwniez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Dowadd.

Mamy 0 =0=ag + a1z + agzg + -+ + ap2" = Ao+ a12+aszZ%+-- 4@, 2" =ap+a1zZ+asZs+- -+
+a,z" — trzecia réwnos¢ wynika z wlasnosci sprzezenia, czwarta — z tego, ze wspoleczynniki
ag, a1, ...,0, S8 rzeczywiste. Dowod zostal zakoriczony. B

Widzimy wiec, ze nierzeczywiste pierwiastki wielomianu rzeczywistego wystepuja parami. Jesli
21, jest nierzeczywistym pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego p(z), to réwniez liczba zo = 23
jest jego pierwiastkiem, a poniewaz z; # Z; = 2o, wiec wielomian p(z) jest podzielny przez wie-
lomian (z — 21)(2 — 22) = 22 — (21 + 22)2 + 21220 = 22 — (21 + 21)z + 2121 = 22 — 2Rez12 + |21)?.
Wsp6élezynniki tego ostatniego wielomianu sg liczbami rzeczywistymi! Oczywiscie ten wielomian kwa-

dratowy nie ma pierwiastkéw rzeczywistych (bo ma nierzeczywiste, a ma ich tylko 2 jako wielomian
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stopnia drugiego). Stad tatwo juz wnioskujemy, ze

Twierdzenie o rozkladzie wielomianu rzeczywistego na czynniki nierozkladalne
Kazdy wielomian rzeczywisty stopnia nie mniejszego niz 1 mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
wielomianéw rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego o ujemnych wyréznikach. m

Okazalo sie wiec, ze przynajmniej z punktu widzenia rozwiazywania rownan wielomianowych
dalsze rozszerzania zapasu liczb nie jest potrzebne. *

Ze znanego wzoru na sume pierwszych n wyrazéw ciaggu geometrycznego wyprowadzimy wzor
na sumy: sin + sin(2p) + - - - 4 sinng oraz cos p + cos(2¢) + - - - + cos(ny) .

Mamy cos @ + cos(2p) + - - - + cos(ny) + isin @ + isin(2p) + - - - + isinne =
= cos + isin p + cos(2p) + isin(2p) + - - - + cos(nyp) + isin(ny) =

= cos @ +ising + (cosp +isinp)? + -+ (cos p + isin )" _g=cosetisng

1

=g+ q2 b gt = qq::l _ (COS(p +isin <P) cos(np)+isin(ng)—1 __

cos p+isinp—1 -
cos(ny)+isin(np)—1 _
(cos p+isinp—1)(cos p—isinp—1) —

= (cosp +isinp)(cosp —isingp — 1)

cos(ny)+isin(np)—1 _ cos(ne)+isin(nyp)—1—cos(n+1)p—isin(n+1)e+cos p+isin
(cosp—1)2+sinZ2p 2(1—cos ) :

= (1—(cosp +isiny))
Poniewaz czesci rzeczywiste sa rownych liczb zespolonych sa réwne, wiec

cos g + COb(Z(p) 4ot COS(TL@) _ Re(cos(nap)+i sin(ney)—1—cos(n+1)p—isin(n+1)p+cos p+i silup) _

2(1—cos ¢)
_ cos(np)—1—cos(n+1)p+cosp _ 2sin £ sin W72 sin? £ _ sin 7@";1)% —sin & _ sin %2 cos Lﬂ;”“”
2(1—cos p) 4sin? £ 2sin £ sin £

— zastosowaliSmy w koncéwce wzory trygonometryczne znane kiedys licelistom. Poréwnujac czesci

. . , . . . sin % sin (2D
urojone otrzymujemy wzor:  sin + sin(2p) + - - - + sinnp = 2 2

sin £

Zapewne wiele oséb dowodzito za pomoca indukcji matematycznej uzyskane wzory, ale nam
udalo sie je uzyskaé jako wniosek z wzoru na sume wyrazéw skonczonego ciagu geometrycznego.
Zadna hipoteza na wstepie nie byla potrzebna! Réwniez w tym przypadku pokazaliSmy rozwiazanie
problemu, w ktérego sformutowaniu liczb zespolonych nie ma, natomiast pojawiaja sie w rozwigzaniu.

Znacznie bardziej spektakularne bylo rozumowanie Eulera z polowy XVIII w uzasadniajace
szczegdlny przypadek twierdzenia Fermata. Udowodnil on mianowicie, ze réwnanie 3 + y> = 23
nie rozwiazan catkowitych poza takimi, w ktorych jedna z niewiadomych jest réwna 0. Sprébujemy
opisaé¢ to rozumowanie. *

Niech w = —%—i—i? = c0s 120°+isin 120°, wiec w® =1, zatem 0 = w?—1 = (w—1)(w?4+w+1).
Wobec tego w? +w+1 =0, co mozna tez zapisaé w postaci w? = —w — 1. Bedziemy rozwazaé zbiér
Z|w], ktérego elementami sg liczby zespolone postaci a+bw, gdzie a i b oznaczaja liczby catkowite. #

Zauwazmy po pierwsze, ze suma, réznica i iloczyn liczb z Z[w] sa réwniez w Z|w]. W przypadku

* Nie jest tez w pewnym sensie mozliwe, ale wyjasnienie odpowiedniego twierdzenia zajeloby za duzo miejsca.
* Autor tego tekstu nie widzial dowodu twierdzenia Fermata w przypadku n=3 nie korzystajgcego z liczb zespolonych.

* Jesli liczby a,b,c,d sa catkowite i a+bw=c+dw, to a=c i b=d. DLACZEGO?
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sumy i réznicy jest to zupelnie oczywiste. Sprawdzimy, ze jest tak réwniez w przypadku iloczynu.
Niech a,b,¢,d beda liczbami catkowitymi. Mamy (a + bw)(c + dw) = ac + (be + ad)w + bdw? =
= ac+ (bc + ad)w + bd(—1 — w) = ac — bd + (bc + ad — bd)w . Udalo sie.

Niech N(z) = [2%| = 2z dla z € Z[w]. Mamy wiec

N(a+bw) = (a + bw)(a+bw) = a® + ab(w + ©) + b*ww = a? — ab + b?

— skorzystaliSmy z oczywistych réwnosci w+o = —1 oraz wiw = 1. Poniewaz |z122] = |21] - |22| dla
dowolnych liczb zespolonych z1, 22, wiec N(z122) = N(21)N(z2) dla dowolnych liczb 21, 22 € Z[w].

Zalézmy teraz, ze dla pewnych liczb 21, 29 € Z]w] zachodzi wzér z122 = 1. Niech 21 = a + bw,
N(21)N(22) = (a® — ab+ b*)(c* — cd + d?).

) , czyli 2 = a® + b2 + (a — b)? i analogicznie

2o =c+dw, a,b,c,d € Z. Mamy wiec 1 = N(z122) =
Wobec tego 1 = a® —ab+b? = 1(a® +b* + (a — b)
2 =%+ d?+ (¢c — d)?. Suma trzech kwadratéw liczb catkowitych réwna jest 2, zatem dwa z
tych kwadratow sa réwne 1 a trzeci réwny jest 0. Stad wnioskujemy, ze musi zachodzi¢ jeden z
warunkéw: a =b=1; a=b=-1; a==x1,b=0; a =0,b = +£1. Oznacza to, ze jesli z; € Z[w]
jest taka liczba, ze % € Z[W],to 21 = +(1+w) =Fw? = Fo* lub z; = £1 lub 2z; = f+w. Takie
liczby nazywamy dzielnikami jedynki w zbiorze Z[w] .

W zbiorze Zlw] mozna zajmowaé sie teoria podzielnosci. Wyjasnimy pokrétce jak mozna to
robi¢. Méwimy, ze liczba z1 € Z[w] jest dzielnikiem liczby 2o € Z[w] wtedy i tylko wtedy, gdy
2 € Z[w]. Méwimy, ze liczba 2 € Z[w] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 e 7.
Méwimy, ze liczba z € Z[w] jest rozktadalna (to odpowiada liczbie calkowitej zlozonej) wtedy i
tylko wtedy, gdy z = 2129 dla pewnych nieodwracalnych liczb z1, 2o € Z[w]. Liczby nierozktadalne
(czyli pierwsze) to te, ktére sa jednoczesnie nierozktadalne i nieodwracalne. W poprzednim akapicie
wykazaliémy, ze jedynymi odwracalnymi liczbami w Z[w] sa 41, +w oraz +w?. Liczba 2+ w jest
nierozkladalna, bo z réwnosci 2+w = 2122 wynika, ze 3 =22 —-2-1+12 = N(2+w) = N(21)N(22),
a stad wynika, ze N(z1) =11 N(22) =3 lub N(2z1) =3 1 N(z2) = 1. W pierwszym przypadku
liczba z; jest odwracalna, a w drugim — liczba z5. Natomiast liczba 3 jest rozktadalna (czyli
ztozonal), bo 3= (2+w)(24+@).

Mozna udowodnié, ze kazda liczbe z Z[w] mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierw-
szych w Z[w] 1 to na jeden sposéb. To twierdzenie sformutujemy doktadnie po zakoniczeniu dowodu
twierdzenia Fermata w przypadku n = 3, a potem podamy jego dowdd. Twierdzenie to w szkotach
jest stosowane w odniesieniu do zbioru liczb catkowitych, cho¢ nie jest nawet formutowane. Kiedys w
ogole nie widziano potrzeby jego dowodu. Potem okazalo sie, ze rozpatrujac podzielno$é¢ w réznych
zbiorach mozna sie natknaé¢ na takie, w ktérych przedstawienie liczby w postaci iloczynu liczb pierw-
szych jest niejednoznaczne! To oznacza, ze twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia liczby w
postaci iloczynu czynnikéw pierwszych z pewnoscia wymaga uzasadnienia. Nawet w przypadku liczb

catkowitych uzasadnienie to nie jest na tyle proste, by moglo by¢ omawiane w szkole.

* bo 1+w:7w2 i wo=l=w-w.



Twierdzenie o dzieleniu z reszta
Dla dowolnych liczb w, z € Z[w], z # 0 istnieja liczby k, o takie, ze w =kz+ 0 i N(p) < N(z),
Kk nazywamy ilorazem, a o reszta z dzielenia liczby w przez liczbe z.*
Dowdd.
Niech a,b,c,d oznaczaja liczby catkowite takie, ze w = a 4+ bw,z = ¢ + dw. Niech 7,s beda
w _ atbw _ (atbw)(ctd®) _ actbd+edwtadw

takimi liczbami wymiernymi, ze r + sw = 7 = cHdo = (ordo) (ot de) = dmedtd® Niech m,n

oznaczaja liczby catkowite takie, ze [r —m| < % i |s —n| < . Mamy wiec
a+bw = (c+ dw)(r + sw) = (¢ + dw)(m + nw) + (c + dw) ((r — m) + (s — n)w) .
Mamy (¢ + dw)((r — m) + (s — n)w) = a + bw — (¢ + dw)(m + nw) € Z[w], bo a,b,c,d,m,n sa
liczbami catkowitymi. Mamy tez
[(c+ dw)((r —m) + (s — n)w)|2 =(?—cd+d*)((r—m)?—(r—m)(s—n)+(s—n)?) <
<(P—cd+d)(3+31+3)=3(P—cd+d?) =3N(z) <N(z).
Wystarczy wiec przyja¢é k=m+nw i p=a+bw — (¢c+dw)(m+nw). A
Bedziemy wielokrotnie zajmowaé sie podzielnoscig, przez liczbe A :=1—w =24+ w? =2+o lub
jej potegi. PokazaliSmy juz, ze jest to liczba pierwsza w Z[w] oraz ze jest ona dzielnikiem liczby 3.
Poniewaz N(A) =3 i dla kazdej liczby z € Z]w] mamy N(z) # 2, bo nie istnieja liczby catkowite
a,b, dla ktérych a? — ab + b = 2, wiec resztami z dzielenia przez A moga byé jedynie liczby
0,41, +w, +w?. Poniewaz w = (w— 1) +1 = =\ + 1, wiec reszte w mozemy zastapi¢ reszta 1.
Podobnie z tego, ze w? =w? —1+1=Aw+ 1)+ 1, wynika, ze reszte w? mozna zastapi¢ przez 1.

Analogicznie zamiast —w i —w?

mozemy miec¢ reszte —1. Wobec tego
mozna przyjaé, ze jedynymi resztami z dzielenia przez )\ sa liczby 0,—1,1.

Zauwazmy jeszcze, ze

jesli e1,e0 € Zw] i |e1| =1 = |ea|, to liczba A\? nie jest dzielnikiem liczby & + &5.
Wynika to stad, ze dla kazdej liczby z € Z[w],z # 0 zachodzi nieréwnosé |z| > 1 oraz tego, ze
IN2|=3>2>|e1 +ea.

Zajmiemy sie réwnaniem 3 +1% = puz3, gdzie p oznacza dowolny dzielnik jednosci, czyli jedna,
z liczb 41, +w, +w?. Wykazemy, ze niezaleznie od wyboru u jedyne rozwiazanie tego réwnania
w zbiorze Z[w] to takie, dla ktérych zyz = 0, czyli trywialne. Gdy p = 1, réwnanie ma postaé
22y =23,

Zauwazmy najpierw, ze jedli A jest dzielnikiem liczby z — 1 € Z, to A* jest dzielnikiem liczby
2% — 1. Jedli bowiem M jest dzielnikiem liczby z — 1, to istnieje liczba ¢t € Z taka, ze  — 1 = t\.
Mamy wtedy

23 =1 = 303 £ 31202 + 3N = AP (13 — £) + 3022 + (A3 + 30)t 2222 \3(3 — ) £ A3N2 + (A3 + AZD)E =

A=—@\

= = At(t — 1)t + 1) — o\ — ot
AFA=3=AA

Nie twierdzimy, ze iloraz i reszta sa zdefiniowane jednoznacznie, bo tak nie jest.
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Drugi i trzeci skladnik sa podzielne przez A*; pierwszy tez, bo jedna z liczb t,t — 1, + 1 jest
podzielna przez .

Zalézmy najpierw, ze A\ nie jest dzielnikiem zyz. Wykazemy, rozumujac nie wprost, ze nie
zachodzi réwnosé 3 +y3 = puz®. Mozna przyjaé, ze liczba x — 1 jest podzielna przez \.* Poniewaz
A nie jest dzielnikiem liczby y, wiec A jest dzielnikiem dokladnie jednej z liczb y — 1, y + 1.
W pierwszym przypadku A* jest dzielnikiem liczby x® — 14y — 1 = puz® — 2. Wobec tego jesli A
jest dzielnikiem liczby z — 1, to A* jest dzielnikiem liczby 2 — 1 i wobec tego réwniez dzielnikiem
liczby pz®—2—pu(23—1) = =2+ pu whrew temu, ze N(\*) =81 > 9> |—2+u|?> = N(—2+pu). Jedli
X jest dzielnikiem liczby z + 1, jest wtedy dzielnikiem liczby —z — 1, zatem \* jest dzielnikiem
liczby (—2)3—1= —23—1, wiec A\* jest dzielnikiem liczby 2%+1 i liczby p(23+1). Wobec tego A*
jest dzielnikiem liczby 23 —2 — u(2® + 1) = =2 — p, co jest niemozliwe (jak wyzej). Wykazalismy,
jesli A jest dzielnikiem liczby y — 1, to tréjka z,y,z nie jest rozwigzaniem badanego rownania.
Zalézmy teraz, ze \ jest dzielnikiem liczby y + 1. Wtedy A* jest dzielnikiem liczby y> + 1, zatem
At jest dzielnikiem liczby 23 — 1+ 3%+ 1 =23 + 9> = p2z3, a poniewaz pu jest dzielnikiem jednodci,
wiec A* musi dzieli¢ liczbe 22, a zalozyliémy, ze tak nie jest. Wykazalismy zatem, ze jedli tréjka
x,y, 2 jest rozwigzaniem, to A\ jest dzielnikiem co najmniej jednej z liczb z,y, 2.

Mozemy oczywiscie zakladaé, ze kazde dwie liczby wybrane z tréjki x,y, 2z sa wzglednie pierwsze.
Jedli nie sa, to jaka$ liczba pierwsza p € Z[w] jest ich wspdlnym dzielnikiem i wobec tego jest
dzielnikiem trzeciej z nich. To pozwala podzieli¢ obie strony réwnania przez p>. Po skoriczonej
liczbie krokéw dochodzimy do tréjki liczb parami wzglednie pierwszych. Dalej zakladamy, ze liczba
A jest dzielnikiem doktadnie jednej z liczb z,vy, 2 .

Zalézmy najpierw, ze A jest dzielnikiem z. Wobec tego nie jest dzielnikiem iloczynu zy. Po-
niewaz A nie jest dzielnikiem liczby 2, wiec reszty z dzielenia x® i y3 przez A musza sie ,zniesé”.
Oznacza to, ze jedna z niech jest réwna 1, a druga jest rowna —1. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze
A jest dzielnikiem z—1 i y+1. Wtedy A\* jest dzielnikiem liczby 23 — 1493 +1 = 23 + 143 = 23,
zatem \? jest dzielnikiem z.

Mamy p2® = 23 +y* = (z + y)(z + wy)(x + w?y). Poniewaz A? jest dzielnikiem 2, wiec
A8 jest dzielnikiem z3. Stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb z + y,z + wy,z + w?y jest
podzielna przez A\?. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze A? jest dzielnikiem x + y.** Mamy
r+wy=x+y+(w-—1)y =x+y— A\y. Poniewaz liczba y jest niepodzielna przez A a liczba z+y
jest podzielna przez A2, wiec liczba z + wy jest podzielna przez A ale przez A2 juz nie. To samo

w=1-A z+y—A2-Ny.

dotyczy liczby o+ w?y =2z +y+ (W — 1)y
Mamy (z+y) — (z +wy) = Ay oraz (z +wy) —w(z +y) = Ax. Stad i z tego, ze liczby x,y

sa wzglednie pierwsze (w Z[w]) wynika, ze najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb x+y i =+ wy

* jesli nie, to tréjke z,y,z zastepujemy tréjka —x,—y,—z.
¥k jesli tréjka x,y,z jest rozwiagzaniem naszego réwnania, to réwniez tréjki z,wy,z i z,w?,z sa rozwigzaniami tego

réwnania.
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jest A. W taki sam sposéb mozna wykazaé, ze A jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem = + y i
T+ w?y oraz x+wy i x+w?y.

Stad i z tego, ze rozklad na czynniki pierwsze w Z[w] jest jednoznaczny wynika, ze istnieja
dzielniki jednos$ci pq, po, s € Zw] oraz parami wzglednie pierwsze, niepodzielne przez A liczby
a, B, € Z|w] i liczba naturalna k > 2 takie, ze

T4y =maN, rtwy=pmfN 1 z+y = psyPX.
Mnozymy stronami druga z tych réwnoéci przez w, trzecig przez w?, nastepnie dodajemy wszystkie
trzy. Poniewaz 1+ w + w? = 0, wiec otrzymujemy
0= 1 @® N + wps B3\ + wiusy> .
Nie pozostaje nic lepszego do zrobienia niz podzielenie otrzymanej réwnosci stronami przez powA
i skorzystanie z tego, ze liczba k + 2, czyli wykladnik z jakim wchodzi A w rozklad na czynniki
pierwsze liczby 23, jest podzielna przez 3:

— M1 3)\k—1 3 3 A3
O_sza)\ +6 +wﬂ27’

przy czym liczba k — 1 jest podzielna (w zbiorze Z tym razem) przez 3. Przyjmijmy eo = _;le ,
€1 = w%, 21 =0, y1 =7, 21 = aA" DB Mamy |e)] = |ea| = 1, e1,2, 21,41, 21 € Z[w] oraz

3 3 _ .3
Ty +E1Y] = €227 -

Liczby z1,y1 nie sa podzielne przez A, natomiast liczba z; jest podzielna przez A, bo k+2 > 6.
Tak jak poprzednio mozemy przyjaé, ze liczba x; — 1 dzieli sie przez A. Wynika stad, ze 2% — 1
dzieli sie przez A\*, a wobec tego 13> +1 = 927 — (23 — 1) jest podzielne przez \2. Jesli y+1 dzieli
sie przez A, to y3 + 1 dzieli sie przez A\* i wobec tego —e1 +1 = e223 — (25 — 1) —e1(y® + 1) dzieli
sie przez A2. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy e; = 1. Jedli A jest dzielnikiem y — 1, to wynikiem
analogicznego rozumowania jest rownos¢ €; = —1. Mamy wiec do czynienia albo z réwnaniem
23 + Y3 = 927 albo z réwnaniem 3 + (—y1)® = €227 . Jest to réwnanie takiej samej postaci jak
réwnanie 23 4+ 9% = uz3 z tym, ze liczba A wystepuje w rozkladzie liczby z; z wykladnikiem % ,
wiec o 1 mniejszym niz w rozkladzie liczby z. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie musimy
dojs¢ w konicu do rownania tej samej postaci, w ktorym prawa strona podzielna przez A\ juz nie jest,
a to jak wykazaliémy wczesniej jest niemozliwe.

Pozostal do rozpatrzenia ostatni przypadek: M\ jest dzielnikiem jednej z liczb z,y i nie jest
dzielnikiem liczby z. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze A jest dzielnikiem liczby = i ze liczby vy, 2z
sa niepodzielne przez A. Podobnie jak poprzednio mozemy przyjacé, ze liczba y — 1 jest podzielna
przez . Stad wynika, ze liczba 23 +y3 —1=p2® —1=p(3 - 1) +p—1=p(z3+1)— (1 +1) jest
podzielna przez A\?, zatem albo liczba p—1 albo liczba, —p—1 jest podzielna przez A, wiec réwniez
przez A?. Musi wiec by¢ u =1 lub u = —1. Pozwala to na przepisanie réwnania 3 + y3 = uz® w
postaci (—y)3 + 22 = 2% lub w postaci (—y)3 + (—2)® = 23. W obu przypadkach prawa strona jest

podzielna przez A, a to jest w Swietle poprzednich wynikéw jest niemozliwe.

Teraz pora na obiecane twierdzenie o jednoznaczno$ci rozkladu. Zaczniemy od definicji naj-
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wiekszego wspdlnego dzielnika dwu liczb. Poniewaz w zbiorze liczb zespolonych nie mozna wprowa-
dzié¢ sensownej nieréwnosci, wiec mamy drobny problem.

Twierdzenie o najwiekszym wspdélnym dzielniku dwu liczb z Z[w]
Dla dowolnych dwu liczb 21,29 € Z[w], 21 # 0 # 25 istnieje liczba D, ktéra jest dzielnikiem obu
liczb z1, zo taka, ze jedli liczba d jest dzielnikiem obu liczb z1, 25, to liczba d jest dzielnikiem liczby
D.

Dowaéd.
Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci zz1+yza, gdzie z,y € Z[w]. Niech D = zpz1+yoz2
oznacza ten element zbioru A, ktérego norma N (D) = DD jest najmniejsza wéréd norm dodatnich.
Jasne jest, ze jesli d jest wspdlnym dzielnikiem liczb z7 i 2o, to jest dzielnikiem kazdej liczby postaci
r21 + yzo, wiec jest rowniez dzielnikiem wybranej przez nas liczby D. Z twierdzenia o dzieleniu z
reszta wynika, ze istnieja takie liczby ¢1,7m1 € Z[w] takie, ze 21 = ¢tD +r1 1 N(r1) < N(z1) —
podzielilidmy liczbe 21 z reszta przez liczbe D. Mamy r1 = 21 — 1D = (1 — q120)21 — q1yoz2 € A.
Wobec tego tego, ze0 < N(r1) < N(D) stwierdzamy, ze N(r1) =0, czyli 21 = ¢ D. W ten sposéb
wykazalismy, ze liczba D jest dzielnikiem liczby z;. Tak samo dowodzimy, ze D jest dzielnikiem
liczby zo. B

Definicja najwiekszego wspélnego dzielnika dwu liczb z Z[w]
Jesli 21,29 € Z[w], 21 # 0 # 23, to najwiekszym wspSlnym dzielnikiem liczb z1, 2o nazywamy taka,
liczbe D € Zlw], ktéra jest dzielnikiem obu liczb 27,29 taka, ze jedli liczba d jest dzielnikiem obu
liczb 21, 22, to liczba d jest dzielnikiem liczby D. R

Najwiekszy wspolny dzielnik nie jest wyznaczony jednoznacznie, bo pomnozywszy go przez do-
wolny dzielnik jednosci otrzymujemy inny najwiekszy wspdlny dzielnik. Bez trudu mozna stwierdzié,
ze jest to jedyna niejednoznacznosé.: jesli Dq, Do sa dwoma najwiekszymi wspélnymi dzielnikami
liczb 21, 29, to istnieja liczby p,v € Z[w] takie, ze Dy = pDs i Dy = vD;, zatem Dy = uvDy,
wiec puv =1.

Lemat o liczbie pierwszej dzielacej iloczyn dwu liczb
Jesli p € Z[w)] jest liczba pierwsza i jest dzielnikiem iloczynu z1zs, to jest dzielnikiem co najmniej
jednej z liczb 21,25 .

Dowdéd.
Zalézmy, ze p nie jest dzielnikiem liczby z;. Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec najwiekszym
wspdlnym dzielnikiem liczb p i z; jest 1, zatem istnieja liczby z,y € Z[w] takie, ze zz1 +yp=1.
Wobec tego zy = xz120 + ypzs. Z zalozenia wynika, ze liczba p jest dzielnikiem 2zj29, zatem
jest dzielnikiem obu sktadnikéw prawej strony réwnosci, zatem jest dzielnikiem prawej strony, a to
oznacza, ze rowniez lewej, czyli zo. B

Z definicji liczby zlozonej (rozkladalnej) z € Zlw] wynika, ze jest ona iloczynem dwu liczb

nieodwracalnych zq, z2, wiec liczb o normach > 1. Mamy N(z) = N(z1)N(z2), zatem

12



1 < N(z1),N(z2) < N(z). Wynika stad od razu, ze kazda liczbe nieodwracalna mozna przedstawié
w postaci iloczynu liczb pierwszych N(z) € N dla kazdego x € Z[w].

Twierdzenie o jednoznacznos$ci rozkladu na czynniki pierwsze
Jedli z € Z[w] jest liczba nierozkladalna, to istnieja liczby pierwsze p1,pa,...,pn € Z[w] takie, ze
z = pipa...ppn . Jesli liczby q1,q2,...,qm € Z|w] sa pierwsze i z = q1g2...Gm, to m = n i po
ewentualnej zmianie numeracji ilorazy 2—; sg dzielnikami jednosci w Z[w] .

Dowdéd.
Istnienie rozktadu wykazalisSmy przed twierdzeniem. Zatézmy, ze liczba z = p1ps . . . p, ma dwa istot-
nie rézne rozklady na czynniki pierwsze pq,pe, ..., pn € Zlw| i ze podany rozklad jest najkrétszym ze
wszystkich dopuszczajacych istotnie rézny, tzn. kazdy inny ,,dwuznaczny” ma co najmniej n czyn-
nikéw. Niech z = q1¢2...qm 1 niech liczby q1,qa,...,¢m € Z[w] beda pierwsze. Poniewaz ¢; jest
dzielnikiem iloczynu pi(ps ... py), wiec jest dzielnikiem p; lub jest dzielnikiem iloczynu pops ... pp, -
Jesli g1 jest dzielnikiem p;, to poniewaz obie te liczby sa pierwsze, wiec iloraz p = ’;—i jest dzielni-
kiem jednosci, wiec rOwnos$é¢ pips . ..pn = q1q2 - . . ¢ mozna podzielié¢ stronami przez ¢ , co przeczy
temu, ze rozkltad pips...p, byl najkrotszy wéréd niejednoznacznych. Wobec tego ¢ jest dzielni-
kiem pops ... p, . Powtarzajac to rozumowanie jeszcze co najwyzej n—2 razy stwierdzamy, ze ktory$
z ilorazéw % musi by¢ liczba odwracalna w Z[w] . Stad wynika, ze r6wno$¢ pips...pn = q1G2 - .- ¢m
mozna podzieli¢ przez ¢, czyli skrécié¢ rozktad niejednoznaczny jakoby najkrétszy. B

Przyklad niejednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze
W zbiorze Z[v/—5], zlozonym z liczb postaci a+byv/—5 = a+bi\/5, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi,
jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze nie ma. Mozna, podobnie jak poprzednio zdefiniowaé
norme: N(a + by/=5) = (a + bﬁ)m = a2 + 5b?, jest ona oczywiscie liczba calkowita
dodatnia z wyjatkiem jednego przypadku: a = b = 0. Bez trudu stwierdzi¢ mozna, ze N(z123) =
|z122]2 = |21]?|22|2> = N(21)N(22) . Mamy N(3) =9 i N(2++/—5) = 9. Poniewaz nie istnieje liczba
z € Z[\/=5] taka, ze N(z) =3 (réwnanie a? + 5b®> = 3 nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych),
wiec jesli 2129 =3 ,to N(21) =1 1 N(z2) =3 (lub odwrotnie), ale to oznacza, ze liczba z; jest
dzielnikiem jedno$ci. Wynika stad, ze liczba 3 jest pierwsza (w Z[v/—5]). To uzasadnienie pasuje
réwniez do liczby 2+ /=5, wiec ona tez jest pierwsza. Roéwniez liczba 2 — /=5 jest pierwsza. Jesli
x+yV/=5 € ZV=5i2+vV=5=3x+y/=5),to 9= N2+ -5 = NB)N(z +y/-5) =
9(z? + 5y?), zatem 22 +5y* =1, wiec y = 0 i x = 1, ale nie jest prawda, ze 2+ /—5 = £3.
Wobec tego rozklady 3-3 =9 = (24 v/=5)(2 — v/—=5) sa istotnie rézne! W

Przygotowujac ten tekst autor korzystatl z ksiazki K.Ireland, M.Rosen, A Classical Introduction
to Modern Number Theory, Springer Verlag Inc., New York, 1982
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