
ZADANIA DO PODUSZKI

1. Dane sa̧ liczby ca lkowite a, b, n ∈ Z takie, że żadna z liczb a, a + b, a + 2b, . . . , a + (n − 1)b nie jest podzielna przez
n. Pokazać, że b i n nie sa̧ wzglȩdnie pierwsze.

2. W przestrzeni danych jest 9 różnych punktów a1, a2, . . . , a9 o wspó lrzȩdnych ca lkowitych z których żadne trzy
nie sa̧ wspóliniowe. Pokazać, że istnieja̧ dwa różne punkty ai, aj (i 6= j) takie, że odcinek aiaj zawiera punkt o
wspó lrzȩdnych ca lkowitych (różny od ai i aj).

3. Na p laszczyznie danych jest 25 punktów takich, że sposród każdych trzech co najmniej 2 maja̧ odleg lość mniejsza̧
niż 1. Udowodnić, że co najmniej 13 z tych punktów leza̧ w kole o promieniu 1.

4. Niech a bȩdzie dodatnia̧ liczba̧ ca lkowita̧ niepodzielna̧ przez 10. Pokazać, że istnieje wielokrotność a która ma same
jedynki (w rozwiniȩciu dziesiȩtnym).

5. Mamy 20 parami różnych liczb ca lkowitych dodatnich mniejszych od 70. Udowodnić, że wśród wszytkich dodatnich
różnic tych liczb sa̧ co najmniej cztery różne (tzn. istnieja̧ cztery pary 〈a1, a2〉, 〈b1, b2〉, 〈c1, c2〉, 〈d1, d2〉 takie, że
a1 − a2 = b1 − b2 = c1 − c2 = d1 − d2 i oczywíscie a1 > a2, b1 > b2, c1 > c2, d1 > d2).

6. Mamy n elementowy zbiór A dodatnich liczb ca lkowitych niepodzielnych przez liczbȩ n ∈ N∗. Udowodnić, że istnieje
podzbór A taki, że suma jego elementow jest podzielna przez n.

7. Pokazać, że w każdym wypuk lym sześcioka̧cie istnieje przeka̧tna która odcina trójka̧t o polu nie wiȩkszym niż jedna
szósta pola seścioka̧ta.

8. Spośród liczb 1, 2, . . . , 2n wybrano n + 1. Udowodnić, że wśród nich sa̧ dwie liczby wzglȩdnie pierwsze.

9. Udowodnić, że spośród 2k − 1 dodatnich liczb ca lkowitych (gdzie k ≥ 1) można wybrać 2k−1 liczb których suma jest
podzelna przez 2k−1.

10. Niech a, b, c, d ∈ Z. Udowodnić, że iloczyn (b− a)(c− a)(d− a)(b− c)(d− c)(d− c) jest podzielny przez 12.

11. Udowodnić, że z dowolnych 52 liczb ca lkowitych dodatnich można wybrać dwie takie, że ich suma lub różnica jest
podzielna przez 100.

12. W dowolnym wypuk lym 2n−ka̧cie istnieje przeka̧tna która nie jest równoleg la do żadnego boku (przeka̧tna, czyli
odcinek  la̧cza̧cy dwa wierzcho lki które nie sa̧ sa̧siednie).

13. Danych jest k liczb ca lkowitych dodatnich a1, a2, . . . , an takich, że a1 < a2 < . . . < an < n i k > (n + 1)/2.
Udowodnić, że istnieje para ar, as taka, że a1 + ar = as.

14. Udowodnić, że z 10 różnych liczb dwucyfrowych można wybrac takie dwa niepuste roz la̧czne zbiory, że sumy liczb z
tych zbiorów sa̧ równe.

15. Dana jest liczba rzeczywista a ∈ R i liczba naturalna dodatnia n ∈ N. Udowdnić, że jedna z liczb a, 2a, . . . , (n− 1)a
leży w odleg lości nie wiȩkszej niż 1

n od jakiej́s liczby ca lkowitej dodatniej.

16. Danych jest 10 odcinków o d lugości wiekszej niż 1 i mniejszej niż 55. Pokazać, że trzy z nich tworza̧ trójka̧t.

17. Na prostej rzeczywistej danych jest 50 przedzia lów domkniȩtych. Udowodnić, że co najmniej osiem z nich ma punkt
wspólny lub co najmniej osiem z nich jest parami roz lacznych.
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